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Vorredo des Heraiisgebers. 


Der vorHcgende crstc Band dot* gosammeltoii Worlce Ja- 
cob Stemer% dcren Heransgabc ich auf Veraulassung der Aka- 
demie der Wissciisehaften tlbernomincji liabe’"'), cntlifllt die in 
deii Jalu'on 1826 — 1833 verdffoiillieliten Arbeitoii des grosseii 
Geometers in clironologischoi* Anfeiiiaiidcrfolge; der zweite 
Band wird die spiiter orsoliieiiencn bi'iiigen. 

Jede einzelno Abliandlimg ist Yor dcm Druck ciiicr sorg- 
fitltigcn Kovision imterworfen und in don Fitllcii, wo das Manii- 
scripl noch vorlianden war, mit demsclben vergliclion wordcn. 
Dio dabei bemorkten Unriclitig'keitcn, inoclitcn sic mm Driick- 
imd Sclireibfehlor, oder graramatikalisclie mid st 3 distischc Vcr- 
stdsse, Oder aiicli sachliche Irrtliilmer soiii, sind Uberall, wo e 
oline wescntliohe Aonderung des Toxtes gesclielic 
olme BeifUgung einer Bemerkung beseitigt wordon; 
findet aber in den am Sclilusse des Bandes befin’ 
merkungen alle Stellen angcgcben, die einer 
riclitigung oder einer Erliluterung zii bedllrfen 

Die Revision der „Systematisclicn Entwickcliing*^ und der 
jjgeometriscben Consfcrnctionen" hat Herr Professor Schroter, 

’’) Vgl. dio Vorredo au deni gloiolwoitig erfschcinoiKlcii orsloii Baiiclo 
von JacoMs Workon. 
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Yoliede de*! llcrflustrubors. 


(lie der iibrigen Abliaiullungeii dieses Bandes Ilcrr Professor 
Kiepeii besorgt. Beideii Heixeii fltlilo ieli inieh fUr die Be- 
leitwilligkeit, niit der sie diesc iiiclit leiclile Arbeit ll)>crnoiiimeii, 
iiud ftir die ungenieine iSorgfalt, niit dor sie dieselbe durelige- 
fiihrt liaben, zitm grossten Daiike verpHuditct, deii icdi iliueii 
aiieli fill' die weseiitliche Jliilfo scluilde, welclic sic mir bci 
der Oorrectur des Druckes iind bei der Iferstolhiiig d( 5 r 
griissteiitheils iieii gezeiclineteii Pigiircotafoln geleistet. 

Berlin, 28. November 1880. 

Weierstrass, 
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Eiiiige geomctrisclie Sfitze. 


i. 

Ill don Annalon dor Malliomiatik von Oorgoniio mv(\ dor folgaiido Sate 
Imwiosoii: 

„\Voim dio droi goradon Linioii 6’<?(Fig. t), wolcho dio Eckon 

zwoior in oinorloi Ebono liogondon Droiccko AIW, (tho paarwoiso vorbiii- 
deii, sioli in oinom and dcinsoll)oii Piinol S trollbn, so liogon die droi 
Sclinoidopiinoio ap, Py, iu wolclion dio ontsproclioudou Soiton A B niul 
(ihj BC iind hOy CA und vii sicli paanvciso krouzoii, in oiiior goradoii 
Einio.“ Und nnigolcolirt: 

.jliogon dio Sclinoidopuncto ap, ay, Py, in wciclion dio Soiton zwoior 
in oinorloi Ebono liogondcu Droiocko AlUJy abc sioli paanvoiso kroiT/.on, 
in oinor goradon laiuo: so troflon sioh die droi gomdon 1/iiucn Aity Bhy Co, 
wolcho dio ontspreohondon Eckpnncio dor boidon Droiccko jiaurwiso vor- 
biiidon, ill oinom und domsolbon Piincto 


2, 

Es ilndoL oiu analogcr Satz im Raumo Stall, ana wolchom sicJi ver- 
soliiodoiiodnloressanto Folgoruiigon ziohoii lasson, iiamlioii folgondor Sate: 

„TroAoii dio vicr goradon Linicn Aa, Bby Coy Dd (Fig. 2), wolcho 
die EckoJi zwoior boliobigon viorockigen Korpor ABCDy abed paarwoiso 
vorbindon, sicli in oinom nnd doinsolhon Ihincio S: so liogon dio vior 
hinion, in -wololioii sich dio onisprochoiidon Soilonlliiohon dor boidon Korpor 
paarwoiso sclinoidoii, odor dio soclis Puncto ap, ay, a8, py, ps, y8, in wol- 
chon sich dio enteprocJiendon Kanton (AB und aby ^dCiuid ac, AD und 
ady BC und bcy JJD und bdy CD imd cd) sclinoidoii, in oinor und dor- 
•solboii Ebono Und xnngokolirl: 

^d-riogon dio vior goradon Union, in woJdion sicli dio Soiton Aaolion 
irgoncl zwoior vicrookigon Kdrpoi* paarwoiso scliuoidon, zusaminon in oinorloi 
Ebono (Ay): so trolTen sich die vicr goradon hiniou Auy J3by Ccy !Ddy wolclic 
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Dinipro goomch'isclio /^jUzc. 


die oiitsprcclionden (cl, h. clio don gepafirtcn Scitonfliiclicii gogomilioi’ stoliencloii) 
Eckoii dcir Korper paarwoiso verbiiidon, in oiiiein unci cloinsclboii Puncto 

Donn im onsteii Fallc dieses Satzos folgt aus dor Voraussctziing: class 
die Ecbcii dor beidon Korper paarwoise mit dcm Piiiicto S in gcradon 
Linieii liogcn, mimitLelbar, dass jo zAvoi ciitsprcclioncle Kaiiten dor boidcii 
gcgobonen Korper mit clem Pimcte S in oinor Ebcnc licgcii. So liogcu 
'A, B. die beidon Kaiiten AD, ab ofFonbar in dcr Ebene ASB. Dalior 
troffcii 7Avoi solcsbe KaiUcn sicli in oincm Piincto ap, und mitliin sclniGiden 
sicli die ontsprceliendon Kaiiton dcr beidon Korper in don scclis l^mctcn 
«p 5 ah, p^, p6, entsprecliondon Soitonflachen (z. P. 

ABC, abc) liegon droi Paare eiitsprechcndcr Kaulen (AB und ab, BC 
und be, CA imd ea); dabor liegon die droi Durchsclmittspimcto (ap, 

Py) diosor droi Kcantenpaaro notliwondig in dcr Biirchvsclmittslinie dor boi- 
dcii Seitcnfliichonj mitliin in ciiier geradcii Linie, Da os abor vier Paare 
ontsprechonder Soitcnllaclioii giobi, so liegon von don scobs DurchsohniUs- 
punoten dcr soohs Paare cnlsproohoiider Kaiiten, vior Mai droi in oinor 
gcradon Linic, woraiis folgi, class dieso soclis Puucto zusammen in oinor 
imcl dcrsclbon Ebene (E) liegon. 

Dor Bowois fiir don zwoitoii Pall dos obigen Saizes ergiobt sioh bier- 
aus von solbst. Fernor wircl man bemorlccn, dass dor Bowois dos Satzes 
No. 1 uiimiltolbar aus dom vorliogciulon folgt, wciin man annimmt: dio 
Soitonlliichcn ^156' uud abc dor boideii Korper liegon in einorlei Ebono. 


3 . 

Da (lio Ebcnc (E), in wolclier dio scobs Sclinoidcpuucte dor scchs 
Paare entsproehendcr Kantcn, odor die vior Durchsclmittslinion dor vior 
Paaro oiitsprccliondcr Soiteiilliichoii dcr beidon Keirpor liogen, clurch die 
Durcliscbnitlslinic (pyS) dor beidon Soiteudaclion BCD, bod und durcli 
den Dm'chsclmitlspmicl (ap) dor beidon Kaiiton AB, ab bestimint ist, so 
beliiilt sio, in Bezng auf die beidon Kbrp(?r, diesolbe Eigcnscliaft, wonn 
aiioli (lio iibrigeii Eckpinicte D, C, d, c, obno aus don zugoliorigoii Ebonen 
BCD, bed liorauszutreteii, imd ohno aufzuhoron, paarweiso mit dom 
Puncto 5 ill geradon Lhiiou (SdD, SeC^ zu liogen, iliro Lago beliobig 
andern. Darans folgt Naclistobondes: 

„Sind irgeud zwoi Ebeiion bed, BCD und drei beliebigo Puncto 8, 
a, A, clio in einer geraden Liiiio liogen, gogobon, imd man zielit aus oinom 
dor droi Punoto, z, B. aus S, eino willkurliclio Linie SdD, welcho dio 
boiden Eboncii in don Pinicteii d und D sclincidct, und vorbinclot dioso 
boidoii Punktc d imcl D mit deu beidon iibrigon gogebonoii Puncton a, A 
dureli die Linion da, DA: so ist dor Ort cles Durchsclmittspunctos (aS) 
(Uoser beidon Linion oiiie bostimmte Ebene (E), welcho diirch die Diirch- 
schiiittsliiiie (pYo) dor boidon gegobeneu Ebencn gclit.“ Und umgokolivt; 



Kiiiipo c;ooinolrischc Siity.e. 
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„Sin(l drci bcliobigo El)ciion BCD^ hvd mu\ (/?), (Uc si«li in oinor 
^eraclca Linic (P70) Hciiiioidoii , nobsl zwoi bcliobigon Punoleii A, a go- 
gcbon^ micl man ziclit aiis ciiicm willldirliclioii riiiudo (cfS) dor oiiU 3 ti EIjoiio 
(E), durcli dio bcidon gogcbciien Ibimdo woi Jiiiiiou, avoIcIio tlio hoidoii 
iibrigon Ebenon in doii Punoteii Dj J sclmoidoii: so liogon iliono lmi([on 
PuncLe IJy d iinjnor miL oiiioin iiiul ilomHidfxjii Piiucio 6' in eiJicr g(n\adon 
Linic, und os licgt dioscr Piinct S i^iigleich mil don ijoidcii gcgoboiion 
Punctoii a in cinor gonidon liinic; odor: 

„Nimmt man in dcrEbcno(A') oino willkiirliclio Liiiio (cc^S) an, logt 
durcli dioscll)o und durcli die )}oidoii gcgobciicn Ibniclo (A^ //) /.wci Ebmion, 
^vo]cllo tlio boidon iibrigoii gogobenon Elicnoii ECJ)^ brd^ in don binion 
D(\ do hcluioidon: so liogon dioso beidem DurclischniUHl inion in oinor 
Ebeiie, imd diose Ebono golit hnnicr dnroh oinoii hostiimntoii Piinot iS, wol- 
cher iniL don bcidon gegobeiicn Pnnclon {A^ (i) in oinor gonulon Unio liogL*^ 


4. 

Ilioraiis Iblgl woilor, dass dor obigo Sat/. >Jo, 2 uonb JLllgoinoiiior SliitL 
tindot, niimliob, (lass (u* nidit bios fur /w(n vioiwjcigo Kbqmr, sondorii 
fiirjozwoi violsoiligo byraini<lcn gilt; man stdilnissL ljuu'ans ro]g(nid(ni Sab/: 

„Trollcn dio goradon Iniihui, 'wolclio (li(3 Eolcininolo irg(Mid /W(U(U‘ 
soiiigon Pymmidcii [)iiar\vo]>so vorbiiubm, in tdnom mid donisclbon I’lnudo 
S zusainmcn, so liog’oii dio Diii'clischnUtsIinic'n dor ontHprocdiondoii Soilon- 
lliichen dor boidon Kdrpor, so wio aiudi dio DiiroImoliiiiLlspuiKdo dor oiiU 
s[m3cliondon Kanton, (dioso DiirchsclinitLspunnto lic^goJi in jonon Diiroli- 
sclinitLsliiiicMi) /usammon in oinor und diu’sclbnu Rbono/* Und iiingoK<slirl: 

^Liogon dio J)urchscliniLtslinien, in Widolnni dio Siiitonlliiohon /woior 
soitigon Pyraniidoii, paarwoiso gonoinmon, oinaiidor sohnoidon, odor liogon 
dio Durclischnittspuiicto, in w(ilclicn dn\ piiarwc'lso gononiinonoii Kanlon 
zwoior soitigon Pyrami (1(311 ohmmlor sohnoulon, /iisainnuni in oinor uiul 
dcrsclbcn Ebono: so trollbn sicli dio goradon Linioii, wolclio dio onlsprctilion- 
dcii Eclcou dor boidon Xdrpcv paarwoiso v(3rl)in(lon, in oinoin und doinsolboii 
Puiicto 

f). 

Ifaii kcaini dio oliigoii Sillzo aucli inU andoron Worioii wio folgt aiiHclriiolton: 

„Sind A, a dio Sclioitol zwoior boliobigoii gogobonon Kogol (voni 

Grade), doren Onmdlliiclion in d(m Kbonen HOD^ bod li(3gon, und 
liogon dio boidon Grundtliichon aussordom in oiiiom Kogd, dcjssoii Selu^iicd t> 
mil don Scboiloln a dor gogobonoii ICogol in oiimr goradon binio liogL: 
so scluioidon sicli dio boidon gogcboiioii Kogol (iibor ihro (ivinuKIliehon 
liinaiis vorliingorfc, wciiii os crfordorlich ist) in oinor oboneii (Jiirvo, doren 
El)oiic (i?) duroli dio BurchsohuiUslinio (( 5 76) dor OrimddaoJion dor boidon 
gogobonoii Xogol goJit.“ Odor ^Yas dassolbo ist: 
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Einigo geoiDetiischo Sutzo. 


,jLicgcii clio Schoitcl S, A drcior Kcgol OnidoH) in oiiuM’ 
raclen Liiiio SaAy unci schncidcn irgoiul zwoi diesor TCcgol don driUiui 
ill xwoi obonen Curvon: so sclmoiden aiich diosc bcidoii Kogol idinindor in 
oiner cbeiieii Curve, uiid dio Eboncn dicsor drei J)urdiscIiiuU«-Curvoii 
achneiden sicli ziisainmon in oiiior uiid dorsolbon gcradoii Und 

iimgokchrt: 

j, Sclmoiden sich die Sraiilclflaclioii irgciid zwoior gogol)(nion K<^g{d 
Grades) in oinor cbeiicii Curve, deron Ebono zugloioli diindi dio l)ur<j|i 
schniUslinio dor boidon Gruiidllficlioii dor Kcgol goht: >so liogoa dio luddon 
Gniiidftiichen dor gogobonon Kogel zusamnion iii cinoai (IriLlcm Iuig(d» 
dessen Schoitcl mii don Schcitoln dcr bcidcii gogebouen Koged in oiinu' 
geraden Linio liegL^^ Odor was aiif dassolbo hiiiauskoinint: 

jjSchuoiclen irgend zwot gogoboiio Kegel (A, a) Ginandor in cdiun* 
obenen Curve, uiid man iiimnit in dor Ebonc (E) dicsor Cnrvo Am) will 
kurliclic Linio (p^S) an, legt diirch clioso liinie zwoi willkiiiiiolio I'lboiuui, 
wolclic die gogobonon Kcgol rospcciivo in zwei obonon Curvon s<dnioidon: 
so liegeii dioso beiden Icizten Curvon imnior zusammon m oiiiom K(ig<d, 
desseu Scheilcl S slots in dor goradon l/nuo(Jct) liegl, woloho diiroli dn^ 
Scheitel dor boidon gegobonon Kegel goht*‘. 

6 , 

Da man oiiion Cylinder als oi non Kcgol ansohen kaiin, dosson Solioihd 
in unendliclior Entrcniung llcgt, so goUon dio obigon Salzo in gloiobom 
Sinne aiich fiir Cylinder und laiiteii in diosoin spczicdloii l''allo wio IblgC 
„Sind die Kanton ilrcior gogobonon Cylinder Grades) mil, Amw 
Ebono parallel, nnd schneidei jedor von zwoi dorselben don <lrillon in 
oiner cbciien Curve; so schiioklon sich auoli dicso boidon Cyliiulor in 
eincr obonen Curve, und os sclineidon shdi dio Ebonoji dioscr tlroi 
uauutoji Curvoji in oiner und dersolbcii goradon Linio.“ [Jnd uiiig(dv(dul: 

jjSclinoiden zwoi boliobigo Cylinder Grades) oinandiu’ in oims’ 
ebenen Curve, und man nimmt in dor Ebono (E) dioscr Curv(^ oim^ will 
Idirliche Linio (PyS) an, uiul logi durcb dioso Linio zwoi willkiiiiiolio 
Ebenen, welclio die gogobonon Cylinder rospeoUve in zwoi obonon (Hirviui 
schneidon: so liogen dieso beiden lolzigoiiaimtcii Curvon zusamnioii in 
einom dritten Cylinder imd dio Kanicn dossolbcn, iiobsl don Kiiiiton dor 
boideii gogcboiioii Cylinder, And stois mit oiner und doi*solbon Mlmnn 
parallel^ 

. 7 . 

Ein andoror besondorer Fall ist dorjonigo, wo man dio vorhiii iKdraoir 
toten Kegel auf don zweiioii Grad bosdminkL Tn dicsom ballo litubui lad 
den obigen Botracbtiingoii nocli vorsoliicdone intcrossaiUo IJnisl.jindo Slallr. 
Zuoi'st kann niimlich bemorkt wordon; 



Einigo tjooinot.iii^cIiG fiatzo. 
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L „i5oriiJu‘t von zwoi Kcgeln vom zwciton Orado joclor boido Fliichon 
ciiios iind (loHsolbcn Flacliomvinlcels : so acimoidon dioso l)oiclGii Kegel oiii- 
aador in zwoi obenon Curvon (zweiion Grades)/* 

Deiin man stollo sich zwoi Kcgol a imd zwei Ebonoii MJy e von 
donon jodo jeno boidon Kegel beriilirt, vor: so bcrulirL z. U. dio Ebone E 
jodoii der !)oide}i Kegel Ay a In oiner gcradon Linic; mid in dom Vuncto 1\ 
in wolchoin dioso boidon linion sich acimoidon, boriihrt sio boido Kegol 
ziigloich: obcii so beruhrt dio andorc Ebciio e boido Kogel zugloich, in 
oinem Piinclo Man donlco sich fonior duroh dioso boidon Puiicto Py }) 
iind diircli irgond oinon Puncl wolohor iin J)urchschnitto dor boidoii 
Kogcinacliou liogt, oino Eboiio E^ gologl: so wird dioso Ebmio E^ vdii don 
boidon Kogolllaclion Ay a in /Avoi Curvon zwoiiou Cratlos Q Cy inid von 
lion boidon Ebonen Ey a in zwoi goradon Linion [jy I gcsolmiUon, iiinl os 
boriihrt nothwondig dio Linio L boido Curvon C', e ziigloidi, in dom 
Ihmcto Py so wio dio Einic I di(3Soll)oii ziigloich in doin PunlcLo p boriihrl, 
iind nollnvondigcr lyoiso golion auch lioido Cnrvon Cy a durcJi don PimcL 
q. Ua os abor bokanntlich unmbglich ist, daas zwei Curvcii vom zwcitoii 
Grade 6, Cy oinandor in zwoi Puncton Py boriihi’on uiid auasurdom noch 
in oinom Jhincto fy^schnoidon, so folgl, daas die lioidon vorauagosotzloii 
(huvon Cy c oiu luid diesolbo Oiirvo sind, in wolchor dio Ixiidon Kogol- 
iUichon Ay a sich achoidon. 

Ea al>or, wio sich aus dor Anschauung ergiobi, dor DurchschnUt dor 
boidon Kogolllachon aus zwoi Tboilon bosloht, so iat jodor dorsolboii oiuo 
obono Curve, iind dahor schnoiden sich dio boidon Kogol Ay a iiiitor don 
Yoj’uusgosotzton Podingungen, in zwei obonou Curvon zwoiton Grailos, 

Ans doiu vnrliogondon Satzo folgt unmiiiolbar dor iiaolislolioiulo: 

II. „Wcnn irgoiul zwoi TOigol vom zwoiton Grade oinandor in oiner 
ol)onon Curve C schiioidon, su schnoiden sic oinandor, im Allgomoiiion, 
noch in oiiior zwoiton obonou Curve/* 

Donn wonn zwoi Kogol vom zwoiton Grade oinandor in eiucr obonon 
Curve C scliiioidon, so kaini man im Allgomoinon diiroli dio Linio, wolclio 
dio Schoitol dor Kogol vorbindot, iminor zwoi Ebonon logon, von donou 
jodo dio gonaimio obono Diirchachnitis-Curvo Cy uiul somit boido Kogol bo- 
riilirt, wodnrcJi also dio Walirhoit dos gogonwiirltgoii Satzos unniittolbar aua 
dom vorigen Saizo folgt. Gold abor dio Linio, wolcho dio Schoitol dor Kogol 
vorbindot, (lurch don von dor gonaimton Curvo C oingoschlossoaon liauiii, so 
dass koiuo Ebono boido Kcgol zugloicli boriiliron kaim, so kmni dor vovlio- 
gendo Satz doimoch auf obenso oinfacho AYoiso, diircli Iliilfo dor haruronisclmu 
Proportion, ganz allgomoin bowioaou wordon, wolclios wir im Ziisainmonhango 
mil aiulern iilmlichon BotracliLimgon, an oinom aiidoron Orto zoigon wordon. 

llioraus folgt, dass wcim dio in don Siitzou No. b vorkominondoii droi 
Kogol vom zwoiton Grado sind; so sclmoidon sio sich, untor don dortigon 
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Einigc geoinoh’irfcho Satzc. 


Bcdiiigiingoii, paar\voi«o in scclis obcneii Ciirvoii. Um boi den 'wcitcren 
Folgorniigcn aus dicsoii Saijicii dor Einbildiingskraft zii lliilfo zu kominon, 
neinnc man an: Fig. 3 sol der Schiiitl ciiicr Ebciio mil droi Kegclii vom 
zweitoii Grade, dorcii Sclieitol in ciiior goradcn Linic liogoii, und welclio 
eiiiander in sechs obeneii Ciirvon sclinoidon: niimlich S, A .scion die 
Sclieilel, imd dio drei Winkol BSli^ pr/8, p^te scien die Burchsclnuitc 
dor Ebojio mil deu drei Kcgelu: 80 golicn dio Ebcncn dcr bcidoji Curvon, 
ill wclclioa die bciden Kegel S iind a cinaiidor schnoidoii, duroli dio bei- 
don Liiiien he iind do; ebon 80 gehcii die Ebonoii dcr bcidon Ciirvcn, in 
wclchoii sick die boiden Kogol S und A schnoiden, diircli die boiden 
Linieii BC iind DjE; dcsgloiclion golion dio Eboiiou der bcidon Ciirvoii, 
in 'vvolclion sicli dio Kcgol a iind A schuoLdeii, durch die Linion Pyimd Se. 

Nun sclincideu sioh, xufolge dos obigon Satzos (No. b), dio drei Eboiion 
/)€y BC imd Py (d. In die oben gonaniitoii Ebeiiou, wolcho rospoclivo dureli 
dio in derEigiir verzoicluiolGii Linion bv^ /iCiindpY oiner Idnio 

L^ (welclio die Ebono dor Figur in doin Ikmoto scluioidcl); iiacli doiu- 
.selbcii Saizo schnoidon fonier aucli dio droL Ebenon hc^ DE und e8 ein- 
andor in oilier Linic dcsgleiclieii dio drei Ebenon do^ BC uiitl 8s in 
cinor goradcn Linic und obon ho scliiioidon die droi Ebenon cdy l£D 
und Py oinaiidcr in cinor gorudon Liiiio 

Boincrlcl man forncr, (lass, ’svonu z. 13, die bcidon Linien L,, 
wolclio ill cinorlei Ebeno be Imgon, sicli in oiiiom Fiiiiolc B Iroircii, als- 
dann notliwondig dio fiinf Ebcncii hoy BC^ DEy pY) 5e diirch dioscu iiiim- 
lichen gclion, iiud dass clalicr notliwondig auoh dio sggIihIo Ebeno 

dcy so wic aucli dio licidcn ubrigen Linion diircli donsclbon Jknud 

P golion: so sciiliossl man daraus, dass dio scohs Ebcncn bcy doy BCy DE, 
Py> Ss, so wic aiich die vior Linion iiii Allgomoinon immer 

in einoin und doinsolbcn Puncto 7^ ziisauimoiitroitoUj und luir in dein ))o- 
sojulcron Fallc, we dioscr Puiiot nidi ins Uiiondlicho cntfornl, mil cinor 
luid dorsolben goradcn Linio parallel sind. 

Aus alien diosem znsammcugcnominon ziolit man folgendoii Salz^): 

ril. „Licgcn dio Scheilol Sy ay A dreior gogobciioti Kogol BSEy 
pno, p^is Yom zwciicii Grade, w(5lc]iG oinaiulcr in oboiion Cur von scliiici- 
den, ill cinor gcradoii Linio SaA: so sclmeidoii sioh voii don soohs Ebonen 
(bcy doy BOy DEy oe) dor soohs DurchsohiuUs-Cnrvon, vior Mai droi 
in einer goradcn Liiuo 7/^, /yj, iiiul alio soohs Ebonon, so wio 

0 111 lioziig aiif dio Diiichschmttsngur schliessl uiaii davaus don folgondon Satz: 

^Jjicgou dio Sclioitel Sy A droior gorndlinigcr Winkol USE^ wolclio 

ill oiiioi loi ji<boiio itegen, in oiiici goradoii Linio so sclinoidoii sicli von doii scchs 
Diagoimloii hcy dc, BCy DEy py, Se dor droi Viorocko hdee^ BDGEy pSye, wolclio joiio 
Winkol paanvoiso init oinaiulor bikleii, vior JIal drei in oiiiciu riinctc, lumilicli in dou 
vior Puiuiton L^y Lg, JSj, 
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aucli (licso vior Liiiion L,, schnoidcn oinandor, zusaiiimcn in 

einojii und demscll)en Puncio P(odor siiid zusainmen mil oiiioi* iiiid dor«olbon 
g Grad 01 1 1 iiine ' parallel). “ 

8 . 

Dio in dom yorliGgciidcn (No. 7) GiUhaltoncu Siitze iiber die Kogol 
voin ZAvoilon Grade, «iiKl mir spcziollo Fallo von folgondcn allgomoinoni 
Saizen iiber die Fliiclion voni zwoiteu Grade iiborliaopt, ^Yolcllo wir ohno 
Bewei.s liinzufiigon, und wclclic an oincjn andoren Orlc, iliirch ebon so cln- 
faelio gooinokisclio BotrachUnigon bowiosen wordon koUgii. 

I. „Wonn zwei liolicdngc Fliiohon zwoiLon Grades oinaiidcr ia cinor 
ebonen Curve aclinoidcn: so soluKudeii slo sioli iin Allgomoiiion nocli in 
einor zwcUon obciion (XirvcJ^ (11. Balz No. 7.) 

IJ. jjZiolii mail aus cincin Punclo & alio mdgliclion geradon lanion, 
w(delio oino gegobono FJaolio voiu zwoilon Grade bcriiliron, so liegou alio 
dioso Janion in oincr KogoHlaoho zwoRoii Grades, und alio zusanunon 1)0- 
riiliron die gegobono FlaeJio in oincr obenen Curve vom zwoiLon Grade.” 

Odor mil aiidorn Worlon; 

,,LegL man an oino gegobono IGiiolio zwei ton Grados, aiis oiiiom aiussor- 
lialb dersedben boliohig aiigonointnoiieii Pmujio 6', oinon Her fill rimgskogol 
ail diosolbo, so isL diosor Kogol vom zwoiLon Giaclo, und boriilirl die ge- 
goboiio b'Jaolio in oincr obonon Curve voin zwoiLon Grade.” 

[11. ,jGoruhron zwei boliobigo Pliiohon vom zwoiton (Irado oinandor 
in inohr als zwoi Piincton: so bonibron sio oinandor in oincr obonon Curve 
vom zwoiton Oraclo.” 

IV. „Boriiliron zwei boliobigo Placlicii voin zwoiLon Grade oino dritte 
solclio niioho in obonon Ourvoii: so sohnoidon^sio sioJi in obonon Curvon.” 

Da zwoi Kbojum zusammongenommon als oino IGiieho vom zwoiton 
Grade zu lioLraohton sind, so ist dor orsto Salz No. 7. oin spczicllor Pall 
dcs gogoiiwnrtigGn. Bin aiuloror spoziollor Pall ist fulgoiidori 

„jGdo zwoi Cylinder vom zwoi ion Gratio, wolclio zugloioh ontwodov 
zwischon odor ausscrhalb von zwoi parallolon Eboiion liogon, (also ollijiiisclio 
odor Jiyporbolisclio Cylinder sind) und ilioso Ebonon bcriiliron, seJinoidon 
oinaiidoi’ in zwoi obonon Curvon voin zwoiton Grade.” 

V. „Zwoi boliobigo obono Curvon, wolcho in oinor und doi‘soll)on 
Placho zwoiton Grados liogon, bostiminon zusammon zwoi Kogol vom zwoiton 
(jj'ado, d. lu, die boidon Curvon liogon zugloicli in zwoi bosLimmion Kcgcln 
zwoiton Grades.” Odor mil aiuloron Worton: „BowogLinan oino Eboiio, wolclio 
zwoi obono Curvon boiaibrt, die in oinor imd dorsolboii IGiiclio zwoiton Gra- 
des liogon, so dass sio die boidon Curvon immorfort boriilirfc: .so golit dioso 
libono immor durcb oinon ])ostimmton PuncL Sy und diosor Piniot ist dor 
Sclioitol einos Kogols (zwoiton Grados), wolclior durcli dio boidon gonannton 
Curvon golit, und wclchor slots von dor Ebeno bcriibrt wird,” Daabordio 
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Ebeiie auf zwoi voiHchicclone Alien an die beidoii Curveu golegt wordon 
kann, so liogoii die beiden Ciu’von ziigleich in zwei bosliminicu Kogolii. 
liisbcsoiulore folgt liioraiis; 

man in irgend oiiioin gegcbciicn Kegel zAVoiten Grades zwoi 
bcliebigo ebciio Sclmlltc: so liegen (lie bciden Durclisclmitis-Curvon zu- 
gleicli in oincm audoron Kegel vom zwciteu Grade.” 

Fernor Icann aus dein obigen Sake dor folgoiide abgoloilci werdon: 
„Legt man durcli eiimii Avillkuriichou Punot Py in einor Fliicho vom 
ZAVoilen Grade einc llGrulirmigscbene (E\ iiud fornor aus dcinselbon Pimcl. 
Py durcli bclieljige clioiie Curvcii, 'svolcho in dor Fliicho liegeii, Kegel; so 
schiioidot jedo Ebone, 'svelcliu mil dor gonanutoii Boriilirangsobeiio (JS) pa- 
rallel ist, alle diose Kogcl (sammt dor gcgcboiion Flaclio) in iilmliolion 
OiiTvon zwoiion Crradcs.” Oder mit audorn Worten: 

„Projizirt man aus ohiem willkiirlicheu Pimcto P, der in einor go- 
gebenon Flmdio vom zwoiten Grade liogfc, boliobigo ebone Curvoii, welclie 
in dorsolbcii Fliicho liegon, auf oino Ebciic, i^velcho mit dor in dem Punci 
P an (Ito Fiiiclio gologtou iJcriilirungsobciio parallel isL: xSO siiul dio Pro- 
jeetionen siimintlicli alinliclie Curvoii vom zAveUoii Grade.” 

VL „A’Vonn von tkoi beliebigon gcgoboiicn Fliiclicn zAVoilon Grades, 
jo zAvoi oiiiandoi' in obeimn Ourvoii schnoideii: so solnioideii sich von doii 
scchs Eboneii cliesor socdis Durchsebniils-Curvon [Jo zwoi I'iiichon sclineidon 
cinaiidcr in ZAvoi obenen Ciirvtin ([.)], vior Mai droi in einor geraden I/inie, 
und allc sochs Rboiicn, odor dioso vlor goradem Linion sedmoidon sich zai- 
sammon in oincm uml demHolbeii Punclc 

Uor Ihwcis dic.sos Satzes folgt aus (V. uud No, 7, in.). 

Aus doni vorliegondon Sal'/o kanu loiuht dor folgondo abgeleilot wordon. 
Vn. „Wonn ill cincr Ebeno irgciid ZAVoi bclicbige Curveu zAVoitou 
(Iriulos gesgeben sind, nnd man logt durcli jedo (,ki’«ellien oiiio Avillkiiiiiidie 
Idiiche zAvoiten Grades, jcdooli so, dass dio bold on Fliiclicn o in and or in ZiWel 
cboneii Curveu solinoidon; so schnoiden die Eboiioii diosor boidon Durcli- 
schnitts-Oui'vcu die gegobeiio Ebeno in ZAVci coiivSianteu Linion hy IP 

Dicse boidon Linion L, I haboii in Bezug auf die boidon gegobenon 
(hu’vcn (niK3 dor merltwiirdigstou EigonscliaClon ZAveicr boliobigou Kogol- 
stdinittc in oiiiorlci Ebeno. Nimmt man nihnlioh in oinor dor boidon Linion 
Ly I (Zi. R, Fig. 4.) oiiiGu av ill kiirli chon Panel P an, kgt aus diosem Punci 
an jedo dor boidon gc^goboneii Ciirvcn, ZAVoi Taiigeiiton, ayoIcIio dio Curveu 
in (Ion vior Punctoii B uiid b boriilu'Gn, vorbindot fcriior dioso vior 
Iknicto Ay By ay b paarwoiso durch socks gorade Linion, von donon sich 
A a und Bb \\\ oincm Puiictc >S, Ab und Ba in oiuom Puncic Ty inul 
AJ3 und ab in cinem Puncic Q .schiieiclcii : so blcibon dio Puiicio und 
T constant, wic aueli clcjr angoiiomuionc Fuiici B uiitor dor iestgcselzlon 
Ihuliiigniig seiuo Lage iinderi; dagegcii ist dor Orl dos Pimcts Q, 'diosolbc 
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o'ci'ade Liiiio fj odor /, in Wohor hicli dor Pimot V bciiiulcl, Licgt dor 
l\inoL P im Biirclischnilt (D) dor bnidou Ijinioii Ly 1: so liogoii dio vlov 
Boriilu’ungHpuncio A^y Pj, dor aus domsolhcn an beido Carvoii go- 

loglcii I'angonlon, In einor goradcn Lhiio, woloho diu’cli dio beidcii Vimcio 
S uiul T gold; dioso Eigciisoliaft koimnt imr dicscin Piiiict D zu. 

Fonior: TiCgt man dio vior gomoin«ohafUiclicii Tangonten an die hoiden 
gogcboiion (Jurvcii (d, li.^ dlojonigeu vior goradoii Liuion, vun welohoii jodo 
Ijoido Curvon zugloich bortihrt): so solmoidoii wich zwoi doi\solbon in dom 
g(‘nannton Puncto S mid dio boiden iilirigoii in dom Piincle 21 Domnach 
kaim init lUilfo dor hoidon Linioii L, I diej Aufgabo: 

„An zwei gegobono, in oinorloi Ebono liogcndo Kogolsclniitto oino go- 
nicinsclniftlloho Tangonie zn logon/* loichl golb.st wordon, oino Aufgabo^ 
’wolclic moiiies Wissons bis joizl noch niclit gelds t ist. 

Endlich kann nocli liinzngofiigt worrten, dass, ini Fall dio gcgoboiioii 
Ciirvcn oinandor in vior Punolon Ay P, Cy V sclincidon, droi SysLcmo von 
zwoi solohon ziisammengobdrigon Linioji Ly I vorliandon siiuU Nainlicli 
jodo zwoi von don scclis goinoinsolniftliohoii Sohnon dor boidcii Curvon, 
woloho ziisainnicn dnroh alio vior Sohnoiriojmncic Ay li, (1^ 1) golicii (also 
^'1 P iind LDy ylf/nnd PP, AJ) und li(') sind oin soloHos Ernicn-Pnar P, I 

VII r» „I)or Ovt dos SohoiioJs olnos goradon Kegels vein zweiton Ctrade, 
^vclclior oino dor Clrusso und Lago luiob gugohono h'liioho vom zweiton Grade 
in oinor obonon Curve boriilirl: isL oino obeno Curve vom zweiton Grade.** 

1st z. B. dio gegobono Fliioho oin Ellipsoid; so ist dor Ort des Schoitols 
dosjonigon gcradou KogcLs, wololior dioso Flaidio in oinor obonon Curve 
boriihrt, oino Hyporbol, Dioso Ilyporbol lial Iblgcnde morkwiirdige Bo- 
zioluingoii zu dom Ellipsoid: 

a. Dio Ilyporbol Uogt in dor Ebono (AC) dor Icloinsioti (C) und 
grdsslon Axo (A) dos Ellipsoids; iliro llaiipiiixo liogt in dor grbssten Axo 
(^1) dos ISllipsoids, und ihr Mitieliuinet lalll niit dom MiUolpunot dos 
Ellipsoids zusammen. 

p, Dio Axon dor Ilyporbol sind dor Grosso naoh gloioli dou Exocii- 
iricitaten doijonlgon boidoii Ellipson, in wololion dio licidon Eljonoii dor 
Axon (/I P), (PC') das Ellipsoid schnoidon, Siml also ft, hy c dio halbon 
Axon dos Ellipsoids, so ist dio Gloieluing dor Ilyporbol: 

wo dio Coordinaton tVy z rospootivo mil don Axon Ay (I dos Ellipsoids pa- 
rallel sind. 

y, Dio Ilyporbol solmcidot dio Oboriliudio dos Ellipsoids in donjcnigoii 
vior Buncton, in wololion dioso Idiioho vou vior Ebonon boriiliri wird, dio 
init Ebonen parallel sind, welolio das J'jIli])SOid in Kroisen sohnoiden, 

Eiiio aiulorc sohr inorlcwiirdigo Eigonscluift diosor vior Piinoto, in 
wololion dio llyjiorbol dio Oberllaclio dos Ellipsoids solmcidot, und welolio 
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wic man ,sagt, clnrcli llcwcginig ciiics (voranderliciuju^ KrolsG.s 
worclcn kaiin. A«.sscr dcm liy])crboli.schcn und para.l}olischc*ii Gyliiul 
(bin Syslomc zweier Eboncn iat hiorvon die liypcrboliach-pambolischo 
zwoiten Grades {paraholoulc hyperholique) ansgonoinincn, ungcachte 
nEssai de Giwnitrie amlytique^^y S. 271 cliesc riiicli 
aiisscldicsst und iiiigcaclitot Jloiige in scmein Wei'lce ^^Appliadton de 
lyse () b GeoniHrid‘ S. 45 iiusdriicltlicli sagt, class aucli diosc Fliiche 
die Bewogimg ciiios voriindcrliclicn Kroisos crz(iiigt wordcju biinuc. 
Ibliauptung liisst sicli in Iviirzo, wb folgt, bogruiiclon. 

Dio Gloicluiiig (ler gonanntou I'liiclic (fiir reelitwinlcligc Coord 
jst bckanntlich 

(A) Ps'^—pif = ~pP.v. 

IVird (lie Flliclic (A) von oilier bcliobigcn Ehoiio, woldie clurcli cUi 
cliiuig 

( 13 ) (v = 

gcgebcn bt, gcsebniWon: so isl die Projection dor J)«rclisclmilts-Cur 
(lie Ebcnc cbr (yr) 

(V) Pz^—pf = —pP(ayA-bz;-i~c), 

welclics, da uiul }f verscliioclciio Zoiclicu habeii, die Gloicliung d 
porbel ist. Mitliin ist ancli die Durclisclinilts-Ciirvc selbst einc Ily 
Es ist klar, (lass die Curve (C) und also ancli dio Durclischnitts 
iuinior cino llypcrbol ist, Avoiin man in dor Gloicluiiig (JJ) dor sclinoi( 
Ebenc entwodcr y odor z odor y tmd z gicicli O sotzt, d. li. we 
schneidcude Eboiio (B) entwerlcr jiiit y, oiler init z, odor init y und 
rnllel ist. Niinint man dagogon an, dio acluicidoiitlc Eboiio soi init 
rallel, so itass iliro Glcichuiig 

(D) ay-\-bz-\-c = 0 

ist, 30 liat man fiir dio Projootiou dor Durclisehiii Its-Curvo anf die 
(ler (.w) 

(E) Pz^-p{-J^y _ -pi-.v, 

Welches, wic mail sicht, dio (ilcichung dor Parabel ist; mid initliin is 
die Uurclischuiits-Gai’vo &olbst cino Pavabol. 

Die Pliicho (A) wild dcmiiach von oincr Ebciic im Allgoincii 
oilier llyperbcl (wozu aiicli zwoi gcradc Liiiion g^cliorcn) gcschiiiUcii 
11111“ hi (lem beseiidom Fullc, wo dio schiioidcndo El) one init dor A: 
i/) parallel ist, wird die lJurclischiiilts-Curve cino Pnrabcl. 

9. 

Im vicrzolmteii Ibiudc (S, 280, 28G) dor Anualoii dor Matliomali 
Uergoiiiie bcweisoii (Jiiorret und Htnriii folgondoii Satz: 
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„WGini man aus ivgciul ciuoni Punclo dor Peripherie eiiics Krcises, 
wolclier mil clem uin oiii gegcbcncs Dreieck bcHchricbciien Kroisc concon- 
triscli isL, aiif die Soiten des Droiocks Lotlie fiillt, so isi dor IiiliaU dcs- 
jenigcn Dreiccks^ dcsseii Scheitel die Pusspuncic dioscrLotlio siiul, coiislant/‘ 

Im funfeelmtcn Baiide dossolben Works wird Scitc 45 von eiiiom 
Aboiinoiiten imd Scitc 250 von SLuvm dcr Satz bcwicsen: 

„Fallt man aus irgond cinein Piinote dcr Peripherie eiiics Krcisos, 
wclchor mit cincixi gogoboncn rogclmassigoji Polygon oinorloi Mittolpnnct 
hat, Lolho aiif die Soiton dieses Polygons, so ist dcr Inhalt dosjenigen 
Polygons, desscnEcken in don Fiisspuncton dioscr Loihe liogcn, conslanL'^; 
ein Satz, wclchcn Lhuilier in dcr Bibliothhjue iiniDenelle (mars 1824 
p. 169) bekaniit gcmacht hat. 

Dioso ))oidGn Sfitze siml aber mir spczicllc FiUlo dos folgcndcji allgc- 
mcincron Satzos: 

„FiUli man aus irgciid oincm, in dor Ebono cines bolicbigoii gogo- 
boiion Polygons ABODE (Fig. 6) liegondon Pimctc 1\ Loiho P7i,, 
PC^ ... auf die Sciton dos Polygons, verbindet die Fiisapimcio diesor 
Loiho dor Rcihc nach durch gorado Linicn, wodurch ein in das gogobonc 
oingoschriobonos Polygon A^B^C^DJS^ cnlstchl: so isi, im Fall dcr Inliali 
dieses cingoschriebonen Polygons consiauL bloibon soil, dor Orl dos Ihincios 
B die Peripheric oiucs Kroises. Dor Mittolpunci dieses Kreisos isi von 
dom Tnhalte dos oingcschriobenen 1 Polygons und von dcr Lago des urspriing- 
lich angonoinmouon Punctos P unabhangig, Er isi, Avonn man Kriiflo aii- 
nimmi, die in parallelon Elchlungcn auf die Eckon des gogoboncn Polygons 
wirkon, imd sich verlialien wio die Sinussc dor rospociivon doppolton 
AVinkcl des gogeboiicn Polygons, dor Miiiclpunot (Scliwcrpimci) diesor 
Kralte. 


U 0 w 0 i s. 

Man vorbindo don Punci P mii don Eckpuneien des gegobonon Viol- 
ecks duroh die goradon Linion «, <ly o, so isi z. B. 

f /Mj = a.sina und — ft.sin(yl — a) 

^ ^ \AA^ = a, cos a iiiixl yl/?^ = a.cos(yl — a). 

Bezoichnoi man don Jnhali dos Droiecks A^J^E^ durch A und dcii In- 
hali des Viorccks AA^PJi)^ durch □, so hai man 

(2) 2 A == /VI, X 

(3) □ = . „i„ yi ^ / Vi; , 

u t* 


Subsiiiuiri man in dioso Oloiclumgon die Worihe von /M,, Ph\^ y|yl,, 
AE^ aus (i), und bomerki, dass 

sinyJ == sinyl,7V^,, 

woil die Winkol yl und y I,/ yAisammon zwoi Uochio beiragon, und ziolit 





Einipfo {fcoinotiibcho Bhtzo. 


alsdaiiti dio Gioichimgcn (2) nnd (3) von einaiulov ab, ,so (indet niiui 
(4) 


□ — 2A = ■“ [eoftc(cns(vl— g)— sin«Bm(^l — «)] 


a’.sin^lcosvl «“.sin2-(l 


Eiiio jihidiclio Gleieliniig fiudot zwisclion dcm Vicreck BB^PA^ and dciu 
Di-eicclc 2?,P^], , zwischeu doiii Yiorock CC^Pli, nnd dom zugcdiorigoii 
Drcicck (\PB^, u. s. w. Statt. Dio Wnmine allor Viurocko isi abor gleicli 
dem Iiihalte des gegcbonou Yiolceks ABODE, iind die Summc alior Drci- 
ccko ist gloicli dcm Jnhalte dcs cingcselu’iobonon Vieloclcs AJi/f, /J, 
bezcichnot man dalier den InliaU dos gogebenen Vieloclcs diivch J nnd don 
Inlialt dos eingoschriobenen Violocks dnrch J, , so lial man vormdgc dor 
Gleichung (4): 


(5) 


J~2J, = 


a“sin2vl -t-A“8iii2P-l-c’sin26'H-Psin24)-K’'^sin2 E 

4 


Boll nun dor Iiihalb J, dcs oingoschnobenon Violocks couslanl soin, so isl 
J — 2./i oiiio constanlo Grosso, •vvclcho K soin mag, so dass 
(6) rt^siii2yl-l-i>“sin2 P-l-e’sin2C'H-Pslu2DH-e‘*sin2£? = AK. 

In diesor Gloicbung sind alio Grossen constant, bis auf a, b, c, d, e, wclcbo 
die Entfornungen dcs unbosthnmton Piinots P von don gogol)onon I’unclon 
A, li, (J, i), m ausdi'uckeii. Es isl abor bokannt, dass 

„wonu in oiner Eboiie boliobig violo Ikiiiclo A, B, C, D, E, . . , 
gcgobeii .sind, und man niinmt in dorsclbon Ebeiio oinon willkUrlichon 
Piinct P an, ziobt aus doinsolbon goradc Linioii a, b, c, d, e, . uach 
jeuoii gogobonoii runcteii, muUipUoirt die Quadrate dicsev Liuion mil !)o- 
licbigou Gvossen a, p, Y) 8) e, ■ ■ • , uiid soUt die Suinmo diosor Produclo 
constant: class dann dm* Ort dos angcuomracnon Pmiois P die Poriphorio 
cincs Kroisos isl, desscu Mittolpunot in dcm gomoinschaftliolion Soliwor- 
puncl liogt, wcmi man die Grosson a, p, y, 8, e, . , . als in don gegc- 
benon Pimcton ^1, B, C, D, E, . , , parallel wirkomlo Kriifto ljolraolitot.“ 
Bailor folgt nunmohv unmittolbar dor obigo allgcinoino bolirsaLx. Dass 
die boiden iin Anfange angofiihrlon Siitze spczicllo Filllo dos gogonwnrligoii 
Sateos sind, ist loiclit zu solion. 

Berlin, iin Novoinber 1825. 
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Eiiiige georaetrisclie Betrachtuiigoii 


Dio in tlcn naclistolioiidon Paragrapbon aiigofangonon Botrachiiiiigon 
onihalion dio Orundlagc clcr gcoinoirischon Unlorsiicliiing uIjol' das iSciinoi- 
doii dor Kroise. Es lasscii sicli danuis dio Aiillusiingon fast, allor Aiif- 
gaboii iiljcr das Sclinoidon mid Hoviilircn dor Kroise onUvickoln^ imd /,war 
in don moisten Eiil Ion solir oinfach; anch ^vird durcli sic oft zwisohon moh- 
roroii Aiifgaboii, weloho auf den orston Anblick koine (jcmoinschafl. zu Jiabon 
Hclioinon, oin go-svisser Zusannnonliang sichtl)ai\ Zwoi andoro, obon so cr- 
Iblgrcicho (iogonsiitndc, bosondors in lioziig anf dio Ourvoii iiud iniioliou 
zwoiton Orados, auf die sogcnaimten Porisnion und dio inolstou Siiizo, 
Avolcho man gowolinlich duroh dio 1'lieorio dor Transvcrsalcn zu boweison 
pllogt, sind die liannonisclic Proportion und dio porspootivischo 
Projection. 

Vor otwa drei Jahvon sail sieli dor A^orlassor diosor Abliaiullimg, zu- 
falligor ‘Wci.sOj zur Bcschtiftigung mil dor Aiifgabo: 1) oiiicn Krois zu bo- 
scliroiboii, -Nvolchor droi andoro, gogobono Krci.so lioriihrt; 2) niit dor Mal- 
fatti’sehon Aufgabo (No. 14); so wio 3) init dom XA^ Thourem im JV, Pucli 
dor (JoUcct, waihem. vonl^appus; mid 4) mil vorsoliiodonoii I^orismon und 
dor roin geoinotrisclion Bolrachiung dor (kirvon und Eliiclion zwoiton Ora- 
dos, angorogt. Don Jbippisolum 8aiz kaimio or luir olmo Bowois; ('bon 
so dio Malfatti’soho Aufgabo; von dor ersten (1) jodoch dio A^iota’s(5liG 
goomotrisclio Losung. 

Dor Vorfassor pllogt in dor liogol nicht olior libor oino Aufgabo odor 
iibor oinon Gogonstand woitor nachzuloson, bovor or niclit sclbst cine Auf- 
Idsung odor 8atzo dariibor gofundon hat, um alsdann soino llosiillato mil 
don schon Amrhandenon zu vorgloioiion. 

Diosos land auoh boi don obon gonannton (iogenstandon Statt; das Po- 
sirobon dos A^orfassors war, z. B, boi den Auflosungoii dor vorscliiodonon 

2 * 
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Kinic*o ii'oonictiiKchft iVtiacliiimooiu 


AuJgalieii iibor Borulirimg dor Kvoiso. don ihno]i 7,um Gniudo licgoudcii 
geiiioiiisoluiriliclioii Zu«ammcnliaiig zn findoin 

Don Salz (i^o. B), .,(lass dor Ort dor gleichon Tangcnion zwoier gegobcnou 
Kroise cine gonad o Linio sci/^ bat(c dor Vorfassor sell on l)ei oincr frilhorn 
gooinGtiisobon Untorsnohung gofniKloii. DicBodoiiUing dor Aoliiiliclikoils- 
juiiicLo (A^o. 7) nnd dor gcmoiiisnbafUiclicn Potonz (No. 11) zwoior Kroiso. 
■woYoii srJion l>oi Pappus nnd Viof.n slob Spm*oii findoii, lornto oi* dnrcli ibro. 
von ilnn gofiindc'no vlolsoltigo AmvciKlbarkeil, ovkcnnon, Miitclst dor An- 
woiuliing diosor droi 8iitzo ortonbarto sioli ilim nun dor gosiichtc Ziisammon- 
hang dor vorscliiodonoii Aufgaben ilbor Dcruliruug dor TCroiso, wed olio or 
sick vorgcicgl batto, iiolfsl, oinor l\[onge dainit in VorbiiKlung slobond(‘r 
8{itze. 

AIjh nun dor Vorfassor sednon Gcgensland cinigormas«on oi\scli6pfL zu 
hal)on glaiibto, ,sali or sioli audi imoli Doinjonigcn um» was Aiidoro gc- 
tban. Er sail, class die Ib’anzoscn nioht nur cinoii giusscn 'riicil dor von 
ilun gclosloi) Siilzo und Aulgabon scboii bositzon, sondoni aiudi boi don 
Doweisoii nnd Anllosungon sick kist allojiilialbon dorHclbcn Mittol bedicni. 
bal)on, wio or. In llinsichi dor Ainvciidimg dor barmonisokon l^roportiou 
uiid (lor porApoci.ivisclioii Projoclion anf oino grosso Mongo gooiuoirisolior 
frcgcinsliindo (hosondc^rs anf dio Cnrvcn mid kdackon yAVoilcn Grades, dio 
IMrismcn u. s. w.) kind or bosondo.vs boi PoncolcL {Traif(\ do^ p^Qprivfh 
projciim^ de.^ sowohl vielc >soinor Siilzo, als aiick don.scl ben Gang 

dor Bolraolitnng. 

Fiir dio A^'orsicbcriing, dass dor Vorkissov Dasjoiiigc, was die I'k’anzoson 
in dio.ser llinsitdil gedhan, vorlicr iiioki gokannt babe, hoik or, wordon niclil, 
alloiu diojonigon soiimr Bokaniitoii, wcdclie, bci Uiglichom Umgango mil 
ihni, die EnUtcluing und RntAviolcoUnig seiner ArboiLon hoobachloicn, son- 
dorii dcin Sacdikcnnor wird aucli >sclioii die umfassendoro, allgomcinoro 
Unlwickelnngswciso in den llniorsuclumgon, aus wclchor nickl. nur allc jone 
Bcl.raclitungcii, sondcni aiioli cine grosso Mengc iiouer llosuUate von solbsl. 
Iiorvorgehon, cin Zouginss ablogeii. So lia(. or z, D. die Uniorsimliungoii 
ilbcrKrciso und Kugolri aid' dio Woise vcrallgeinoinorl, class dio Wiiikol, 
inil(?r wclchoii diesollion sick schnoiilcn, bolraclitct wcrdcii, so dass die 
Boruh rung imr als ein spoziollcM* Pall dcs Sdmoklens aiv/Aiselion ist, niim- 
lich dor, wo dcr Hodnmidungswinked gloicb 0 odor gloicdi 180^ isi. Und 
zwar losi or duioli lliilfo dc^r in den naclisiohendcn Paragraphou (1. ff. Ill) 
cntwickolioii JiCbrsalzo niebi- alloin alio dio vcii'sclncdGiion (A))olloni>sclion) 
Anrgaben iibc^r Boiailiriiiig dcr Kreise und dor gcradou Linion etc., Homlerii 
nook well inobr Aufgabon iiboT das Solinoicloii dcr Kvciiso; wio /, B. 
Iblgondo: 


") Vmgl Orello’s Journal Hand L S, Dfi. 
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„Einon Kreis zu l) 0 .scliroihcii, wclchor droi dor Grosso und l/iigo nacli 
gegc])eiic Krciso K^, K., , rcspectivo imicr den gogel)oncii AVliikolii 
sclmei do L“ 

,jEinon Kreis zu bosclircil)eii, wolchor vicr, dor Grosso imd Lagc naoh 
gogobono Kroiso iiuier einerloi Winkel schueideti/* U. s. w. 

Und zAvar wordon allc diese Aiifgabon cbonsowoJil lici Kroisen, dio in 
oiiicrloi libcno, als boi Kroisen, die in ciiterloi luigcllliiclic licgoii, gclosL 
l^’crnor wordon analogo Aiifgabcu boi Kugoln im Raiimo gelosl, als z. lb: 

^Eiiio Kugel zu hosoliroibon, wolclio vior, dor Grosso uiul i^ago nacii 
gogobono Kiigeln K,, K, rospociivo iintor den gcgebonoji Winkolii 

a^, Wj, </, sclinoidot/‘ 

^Eino Kugel zu bosoliroiben, wolohe I'iinr <lor Grosso und bage nacli 
gogobono ICugolii untor einerloi Winkel scbiicidoi/* U. s, w, 

Naoh (loin friihorii JMane dos Vorfassers solltcn seine geojnciiiscdiou 
llnLersucliiiiigon cin zusainmcnhangoiulos AVerk aiismuche]i; alloin l)ci dcr 
Ausarl)oiLung land sicii, dass es zu ausgodohni werden wilrdo; andorersoits 
war es ihm bis jcizl nooli iiioht inoglich, soineii Uniorsnohuugen cin bo- 
sUminLos Ziel zu solzon, weil sich dioselben nocJi Liigliob orwoiioni und 
auf ncuo Gegcnslaiido auwonden lassen, so dass bosLiniinio Sclirankon dor 
Jroioji EiiLwickoIung dos Gogonstandos nur naolilhoilig soin wiirdon. Dor 
Vorfassor wlrd (labor orsL oiiion MMioil davon, wolchor 

,,DaH Bclinoidon (mit Einscihluss dcr Borulirung) dor Kroiso in 
dor El)onej das Hchncideii dor Kugoln bn Kaunio, and das Scdinoi- 
den dcr Kroiso auf dor Kugolllaclio§ ** 

OJiLhalten soil, Untorsucluingou, wolcho sclion vor zwoi Jahreii l)cend(d 
wanMi, und donni Ausarboilung zum Drucko g(»gonwiiriig hoinaho vollondci 
isL, ill oinoni Dundo von oLwa 2 () bis ?)() llogon, horausgolmn, und wonn 
diosor ersto 'I’hoil ciaige Theilnalimo Ilndoli, dio iibrigon Unlcrsiicluuigon 
na(5lifolgen lassen. 


§ T. Von (lor J^alenz }»oi Kreison, <Uo in oinoiloi Klieno liogen. 

i. 

Wonn die goradon binion Aim und PG (h^ig. 1) auf opiandin' sonkrochi, 
sLohen: so isi fill* jodon holioingon Puiicl I* dos Pcrpondikcls PG, wonn 
man die Piinclo 'W, AI als gogobon boirachioi; 

AIP‘^~mP^ = AfG’^^m'G^ 

dUvS hoissl; 

„l)or UiUorschiod dor Quadrate dcr Abstiimhj allor Puncio P der Seiik- 
rochten PO von zwoi gogolicnen Puncton AI^ vi isi oinc uuvoraiidorliclic 
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uooiiictriM'ho Belnu'liluii|?on. 


(Iiosso, niimliRli glcitili cloin Unterscliicdc dcr Quadrate dcr Abstfinde MG, 
vtG dcr Senlirecliton PG von dcii gogcbetieii riiucicn j\I, Ilicr- 

aus folgt: 

„Dasi< dcr gcomolriHclio Ori elnos Pimcis fiir wolchcn dor Uiitor- 
soliied dcr Quadraio senior Abslfuidc vou ZAVoi gegobciiou Puncten M, m 
gEciclx isl oinor gogcbcncn Grosso cino gorario Liiiio PQ isl, welcbc 
aiif dcr (lie gcgobenoii Piniclc VGrbiiidciKlGii Goraden (Mm) scnkrochl stoht.“ 
13czeiohnot man dcii Abataiid dor gcgoboncii Puncte Mm von cinandcr 
(lurch a: so ist 

M ff + w G — a uiid MG'^ — VI G'^ = u“. 


IJaraus folgt; 




2« 


und 


mG = 


(P — 'iP 
2« 


2. 

In don Jjolirbwclioru dor Geometric findot man folgendou Salz bo- 
^viesen: 

^j^Vcrdoii aus oinom, in dor Ebcnc cinos Kroiscs M^ (Pig. 2) ^vilIk^ir- 
lioli aiigcnommcncii Pniictc /% g(5rade Liiiion PABy IHJD . . « gozogoii, 
die don Kreis schnoiden: so i.st das Product (Roclilcck) aus don Abstiindon 
dos J^incls voji don DurchstdiniUspunclcn dor sclinoidond(3n Linicn cine bo- 
stiiiidigc Grosso; d. h, os ist 

PAxPB = PCXPD = 

J)iesos Product, fiir cineii bostimmton Piinct, in Bozug auf oinen go- 
gcbojioii Ki’ois, soli 

„Potcii/, dos Puuols in Bo%ug auf don Krois/*<* 
uder auch iiingokolirt: 

„Polciiz dos Kreisos in Bezug auf don riinoP’')^ hoisHcn. 

Porner wollon wir sagon: Die Potenz cinos Panels, in Bezug auf oinon 
Krois, sci iiiisserlich odor innorlich, jo iiachdom dor Punct ausserhall) 
odor innerlialb dos Kreiscs liogfc* 

Jdegt dor Panel P ausserhalb dos Kroisos A/, (Fig, 2): so isi seine 
Polcnz gloich dom Quadrat dor, aus ilim an don Krois gcloglon, Tangonio 
P'l\ Die Potonz ciiies iniierhalb desKreises M Uegonden Pniiots Q (Fig, 3) 
\hi gloioh dcin (Jiiadrai der halben kleinslon Solino QCy duroli don gego- 
benen Punct. Bozoichnol man don Ilalbmcssor MTy MC dos Krc^iscs M 
(Fig, 2, 3) durch Ry so ist, vennogc der rechBvinkligon Dreiooke MTP, 


D Dio Allen iiannioii den coii&laiiloii Inhalt dos zwisclioii dur llyperbol und iliren 
A syinjHotcii beschuebonoii Paiallebgiamins, „pGtoiiz dor UyporbeP, 



Eilliifo jfPdinnlii'.cho Rptiaclitiniiicn. 
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^]Q(\ die Polony, dos aiissorhalb dos Kveises liogondon Funds ]\ 

PT^ =. P]\P---R\ 

iind die Poton/, dcs innorlialb dos Kreisos liegondcii Piuicts Q, 

Q(r^ == 

llH'raus folgt, dass Punclo, wolcho gleicli ^voit vom Mitlelpuiid oiues 
Kroiscs enUbrni sind, in Pozug auf ihn gloioho l^otciizcn haben. Fallf, oin 
Fund in die l^criphorio cinos Kreisos, so ist some Polonz gleicli 0; iiiul uni- 
gokchrt, jedor Piiiict, dossen Jkiieiiz in Uexug aiif einon gogobcnoii Kreis 
gloich 0 ist, liogl in der Fcriplioric dos Kreisos, 


:3, 

VVonii il4 0 die Jliitclpuncio y.weicr Kroisc m sind, doren 

Kadion diircli R, r bezoicimoi worden mogon, uiid P ist ciii Piinct, ^YcicllGt' 
zu hoiden Kroisen glcicbe iind gloichartigc, d, li. in Roziig uiif beidc Kreiso 
zugloioli iiusserliclio odor ziigloich inncrliclio, Poionzeii hat, so isi cni- 


wodor (No. 2): 


(a) 

i 

II 

J 

odor 


(10 . 

= r-—mF\ 

A\w ]3ci(lcm folgt: 



d, 1 l: ,,1)01* Unlorschiod dor Quadrate dor Absiiindo dcs Punols P ist iinler 
dor voraiisgGSotzl.on Podingung oino unvcriiiHlorlichc (Irossc (R“ — r*), iiiiin- 
lich gloich dom TJiitorscliiod dor Quadrate dor Padioii dor gegohenen 
Kreise J\ly mP 

Ilioraiis Iblgi nach No. 1: 

„1)ass dor Ori oiiios IHmcts Py wolcher zu zwoi gcgeboiicn Kroisen 
i\/y m gloicliartige imd gleiclio l^oioiiz hat, oino gcriule Tanio PG- ist, wclclio 
auf ilcr Axo i)/?n dor Kroiso sonkroelit stoht/^ 

AVogon diesor Eigonschaft dor goraden Idnio PG soil dioselbo Ibrtan: 

„Linio der gloiolicn Potonzen dor Kreise My hoisson. 

Aus (loin Obigon folgoii noch die Zusiiizc, class: 

,,ErstlIch die gemoiiiscliaftUcho Poliiio zwoior Kroiso, und 
„Zwo lions die Linie, ^volc]lfl zwei Kreise in eiucni und doinselbcii 
Puiict lioriihrL, ziigloich die Linio iliror gloiclion Polcnzon ist/^ 

Da naoli No. 2 dio l^oicnz oinos ausserliall) dos Krciscs liogondon Pmicts 
gleicli ist dom Quadrat dor Taugoiite aus dom Piuicle an ileii Ivrois, so 
I'olgt fornor: 

„l)ass (lor geomotriscli(5 Ori oinos Piincts Py aus wololiom die Tan- 
genten an zwei gcgobeiio Kroiso My m eiiiaiulGr gleicli sind, cine auf dor 
Axo Mm dor Kroiso soiikrcoht stohondo gcrado Linie PG ist.“ 
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Hiniite (feomotiisvlie Holiachtmiffoii. 


Roseliroih( man nuL oiiior doi* vicr I'aiigcntcii aiis dom Puncl an 
(lie hcidoii gegebenen Kieisc oiiioii Kreis l\ so schnoidoi dorsolbe <Uc 
l)oideii gegobenon Kretsc rechtwinklig^ iind cs folgl iGriicr: 

,,DasK dor goomclrischc Orl dc^> AELltolpiuicts P oinos Kroisos P, 
welclicr vAYCi gogoboiio Tvrci.sc vt rooliLwiiiklig sidiiioidolj oino gorado 
fiinio FG ihl, avcIcIic auf dor Axe Mm dor gegobonen KroiHo senkroehi 
h'iolit/* 


d. 

liji 8oieii j 1/, , d/j, JTj (Kig. 4) die IMittcIpunctc droicr, dor Cb’bw.so 
und bago nacb gegobonen Krciwe 4/,, 7 a \ je /iWol der gogebenen 

Kreiso gohdrt naoh No, *5 cine Jjinio der gloieiicn Potenzen. AVir wolloii 
dieso (Irei Linion, iniLtoJst dor den Kroiscii ziikoinnicndcn Zaldon, iind /war 
duroli /(12)j l(V6}y /(2B) bc/eicimen, d, li. /(12) bczoiclmoi die Iniiio dor 
gleichen l^otoDizcn dor beiden gegebonen Kreise 4/^, il/g, ii. h, w, 

Dorjunigo Punel, in wolchcin sich z, 13. die beiden Linion /(12)j /(IB) 
hclinclilon, iiiid wolchen wir durcli j'j(123) bozoichnoii wollcii, hat, vormdgo 
dor orslcn Ijinio /(12), zu den Imidon Kreisen jl/,, il/^, iind vormbgo der 
a ndern Lillie /(IB), zii den beidon Kreisori il/,, gloiclio Poton/en; mil- 
liin bat or m alien droi gogobeiion KrolHOU jl/j, gloiclio Polon/on, 

nnd folglicli goht aucli die dritle Linio /(23) durcli den gonaniilen Panel 
/>(12B). Daraiis folgt iiaclistcliendor Satz: 

,J)io dioi Liiiion dor gloidioii J’oten/on, wclclie zu droi gogebenen 
Kreisoii, paarwoise gciKiininen, golidron, .scliuoidon oinaiidcr in oinom und 
cloinsolbon Jbinct />(123).‘* Wir wollcn dicsou Piiiicii yi(123) liinforl 
„Piuicl der glcichon Poton/en dor drei Kreiso 4/^, 

neimon. 

Liogt dor Pimct /^(12B) au.ssorlmlb der droi gegobonen Kreiso J/,, il/., 
jl/„ so fotgi iLus No. B, dass die aiis ihin an die Kroisc gelogtcn Tangenton 
oinandor gloich sind, nnd dass or in dicsoin Fall dor lliUclpuiict oinos 
Kroisos ist, welcbor die drei gegobenon Kreiso roclitwinklig schnoidoi. 

Da iiach Nu. B die gcmeinschaftliclic Soliiic zweicr Kroisc zugloich die 
Lillie dor gleichcn Poionzoii dorsolbon ist, so folgt fornor; 

jjDass wenn droi bcliohigc Kreiso J/j, (Fig* 5) oinandor 

hcluieidGii, dass dann die droi Seliiieii CDy EF^ welclie diosolbon 

paarwoise ini t oinandor gomoiu habcii, sich in cincm und domsolbon Pimcto 
/i( 12 B )5 iiiimlich im Puncte der glciclicn Potoiizoii dor droi Kreiso schnoi- 
don.‘‘ Und; 

„dass Avoim droi boliobigo Kreise oinaiulor boriihreji, alsdann die, 
in don drei Berulmingspiiiiclon an die Kreiso gelogten Tangoiitoii, in oiiiem 
und domsolbon Piinci zusainmcnircffen/‘ 

Ilieraus folgcn feriicr nachvstohencle Siitze: 
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2r) 

„ Worden zwoi, tier Ciro^se und Fjage iiacli gej(ohone Kreiso 
lU, (l*'ig. (0 vun irgciid oinom willldirliehon Kreiso i\I^ gcHdiniiloii, .su 
LsL dor gconielrisclio Ort des DurdisohiuUspuiiels P dor lieidoii yGlnion 
l^b\ ('Di Avcldio dor lol/ierc Krois anil jeiieii hcideii gomoin Imi, citio 
gonide Liiiio, wolcho aid’ der Axe dor gegd^onoii Kreiso seiikreddr 

slchL“ 

NiimUch dor Ori des geiiaimteii niirdisdiiuttspuiiets P ist die Jjinio 
dcr gloichon Poiciizcii /(i2) dor boidoii gogoboiieii Kroisc. l\lun skdit Icidii, 
Avio sich hienuis die Liiue dor gleiclioii l^otonzou /(12) zwoior gcgobcnca 
Kroiso d/j linden liissL Fernor: 

„Wordon zwoi. cIlm’ Ijuge iiiul Grasso niich gegoheiic Kreiso d/,, il/, 
(Idg. 7) von irgoiul oinom willlcurlidion Kreiso boriihi’i, uiul man togt 
ill don boiden Ikruhriingspuncion ^1, Taiigciitcn PP au die Kreiso: 
so ist dcr goomotrisoho Orl dos Durdisdiniltspunds' 7^ der beidtm Tan- 
genlon oino aid’ der Axe i\J^^L dor gegeboiiGii Kroists seukrodii stolionde 
gorado lanic PQ^ niimlich die Idnio dor gleiolieii PoLonzen /(i2) dor beiden 
gegebonon Kroi»so d/,, d/,/' 

Duroli Ginkolniing dit'ses. loi/lon Haizes Iblgon nacIislolKnule 

„Logt man aus oinom in dor Idnie dcr gleielieii ]\)tenzoii (PG) 
zweior gogoboium Kreiso d/,, (l'’ig. 7) willlcilrlicli angonommenon IHmele 

an joden Krois oino d'angoiito; so beriibron diesc ^rangcnlen dio Kreiso 
ill zwoi PiincLon, in wololion sic aueli von oiikmu liosUmmten Kreiso bc- 
ruhrl wordeii kdnnond* l^ogl man also aus tlem Puiudo f* dio vior Tan- 
geiUon PAy Pliy PDy wolcho dio boidou gogobciicii Kroiso M., 

ill don Punclcm A, By ('y 1) boriihnni: so Icoiinon die Kreiso d/j, voif 

oinom bostiminien Kreiso (jI/J in den Ihincion Ay By von oinem uiulern 
Kroiso ill don Punolon (>y By von oinom dritien Kreiso in don Piiiicion 
Ay (!y und oiullioh von oinom viorion Kroiso in don Puiicion By I) lic- 
riiiirl- weidon. Oder was dusselbo IsL: 

„ilodor Krois P (z. H. ABGl))^ wololmr zwoi gogeheno Kroiso d/,, 
/l/j rooliUvinldig scimoidol, schnoidcli sio in vior solchoii Punoloii ^1, Ay 
(ly l)y in wolclioii (liosclboii von vior liosliinmLen Kroison boriihi'l, wordoii 
kdnnon; d. In jodor dor vior Kroiso bcviilirt diti gogobenoii in zwoi dor go- 
iiannicn vior Durohsehiiitispuncic/* 


f). 

Stollt man sich 'alio mciglielion Kroiso^ /^j, 7^, vor, von 
donon jodor zwoi gogobono Kroiso d/j, d/j (IGg. 8) rooldwinklig scliiioidel: 
HO foigt nacli No. !i, dass Jo zwoi dorsolbcn dio Axo d/j, d/j dor lotztorii 
zur liinio dor gloiolion I^olenzon haboiij und folglicii habon alio Kroiso 
l\ ... zusammou die Axo d/jd/y zur Liiiio dor gloiolion i^otonzoii. 
Jdtts lioissi (No. 3); (lor gcomotrischo Orl dos Mitlolpimoios oines Krci.sos(d/,, 
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jJA, M, - woW'cr allc Krci.sc 7^^ . . . rccliLwinklig 

ihi (lie Axe dor gcgcbeiicsii Krciso il/,. 

J)io beklou Gnippcjii von Krcisen 1\, iL 

^lelien clomnach in oinor .solcheii gogoiisoiligen Bcxieining^ <t{iss j( 
der eiuen b{ihaai , joticn Ifrei.s dor andcru Scliaar rochtwiiikJig 
uikI (lass clio Kiolyo dei’ ciiioii feclijicir clio Axo tier aiidereii 
(lor gleiclKiii I^olenzon liabcn. 

Da (lie Krekso 1\, l\, l\ . . . dio Axo M,, d/,, . . . 

ilav glciclicii l^olcnztjn liaben, «o foigtj das«, Aveiiii irgoiid zwei 
eitiaiider .sohnddcii, dann allc zusainmcn eiiiaudor in denselbon zwc 
A, B sclinoiden, unci da«.s iliro gonioinschaflliche Scline A B die 
Ax (5 d/j, d/3 • • * Wen 11 aber dio Ivreise der oineii S 
1\^I\ ... ciuandor scliiiciden, so kanii von den Kreitien der 
iScliaar j14^ ^ 1/4 koinor clou aiidorGii hclmoidon. Also: 

„Allo Ki’cisc /^p von dcucii jeder zwoi gegebei 

Oder iiicinaiKlor liegoiiclo Kroise jU^ odor reclitwinklig i 

.schneiden sich in zwoi bcstiiumlciii Puiictca i?/' Unci; 

,,Yon alleii Kroisen AI , , , ^1^ . . . , wolclio zwei gcgcl 

j&cliiieidcJide Kitjso P,, /I reclilwiiikiig .scluioidoii, kann keiiior dei] 
8chnoidcn.“ 

Da sioli nuch No. 4 die 8cliuon, wclclio der Kreis A7, mit irg 
Kreisen dor Sohaar }\^ , geinoin hat, mit der Axe A 

Lillie dor gleidien Poionzen der leP/itorcn Kroiac .) in ujU' 

.sclineideii; so folgt, dass wich alle Sehnon, I)C\ JSF . , w( 
’Kreis d/, mit don Kreisen P, , ... oinzeln gemein 

oinoin bostimnUen Piinct A/ der Axo A/^A4 sclmeiclon. Ans 
Grunden folgt, class sioli alio Scbiioii DiJy iff, welche der 
mit don Kroison /U,, A/^, A/j oinzeln geiiommen, geiiieiii hat, 
bostimmion Puiict der Axe .solineideii. Bemorkt man no 

da die Kndso I \ , ^ . den KroLs A/^ rechtwiiiklig s 

di(^ nach den IJurcbschniltspunctcii gfozogoiicn liadicii P\P:) 
den Kreis AI^ bcriihroii, und dass eben so dio E adieu Al^C^ - 

don Kreis P, beruhreu: so folgon aus doin Obigen uaclistohcnde 
Siitze: 

„Logt man aus bcliobigeii Puncteii A7^, A/^ ... (Kig, U) ein 
benen geraden Liiiie A/jA/^, wolcho eincii gcgobeneii Krei.s P^ t 
Tangonton an clieson Kreis; so golien dio Sohnen CD^ l/I . , . 
die BGiiiln'iiiigspiincto dor zusammeugeliorigcti Tangeiitcn verb inch 
oinen imcl donsellmn ausserlialb do.s Kueiscjs Jiegciideu Piinct PP 

„TiCgt man aus boliobigen Pimcten P^ ... (Fig. 10) oiiiei 
lAiiic l\Pj^ aus jadoni zwei Tangciiteu an erinen gegebenen Kreis 
ciicr die geiiannto Linie niclit scliiioidei; so gclien die Selmcii CL 
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wclcho (lio ]3er(ilu’»ngspimctc dor ziisainmcngoliorigcn 'raiigonlon vcrbindon, 
durch einen bcsUmmtcn, inncrlialb dcs Kroisos licgcndon PiincL 

Und umgelcohi't: 

^Zicht mail aiis oincm in dor Ehone cincs gegobeiioii Kroisos (I\ 
Fig, 9 odor Fig. iO) boliobig angonoiTimonou Puiict P odor M oiiic 
willkiirliclio gorado Liiiic {P(>D odor rj/Z)), die don Krois holiiicideb und 
legL in den Durclischnitlspiinctcn {(\D) Tangoiilcn an don Krcis; .so ist 
dor goomotrisclio Ori de.s Durcliscliniltspuncls (^1/^ odor /'*,) diosor boiclon 
Tangcnton, cino gorado Linic . . , odor PJ\ , . ,), welclic auf dcm, 

duroli don angoiiomnionon Punot (Podor iU) gohoiidoii Durclnnossor (Z*P, 
odor MAI^) senkrocht stoht.‘‘ 

Die gogomscitigo Lago und Postimmmig dcs angGiiommoiicn ]\incts V 
odor AI und dor Orislinie odor in I3ozug auf don gcgcboncn 

Kroi.s odor il/J ist loiclii m solion. Namlicli die aus doni gogcboiieii 

Punoto Py (Fig. 9), an don gogebonen Krois /^, golcgton Tangenion PA, 
PB boruliron don Krois nothwendig in denjonigen Punclou Ay By in wol- 
chon or von dor Ortslinio goscluiition wird, u, s, w. 

BokannLlich findcn dioso Sillzo auf ahnlicho Woiso boi jodor (kirvc 
zAvoiton Grades SLatt. Audi linden aiialogc iSiilzo boi alien Fliidion zweiicii 
Grades yiatt. 

§ II. You (Ion Aolmliclikoils|)unc(.ou and Aoljuliclikcit.sliuicn lici Kicisoji, die ui oiiiorlol 

Ehono liogoii. 

(b 

Sind irgond droi JkincLc Afy my Ay (Mg. 11), die in oinor goradon 
Linic liogon, gogoben, und man zioliL diireh dcii ^1 cino willkurliohe 
gorado fdnio AnNy und aus don Punclon A7, in zwei bc'liobigc Ikirallolon 
iMNy mn nach jonor idnic AnNy so isl; 

AIN \mn = AlAimA. 

„ZioliL man umgokchrl aus don Pundon My m irgond zwoi Paralloleii 
il/iVp von dor Grosso, dass 

AIN ^ : vin^ — AfA : m J, 

so liegon iliro Endpimkto TV,, mil dom Punole A in oinor goradon binio.^* 

Aehiilichos lindol Stall, wonn man stall dos Punds A oinon Puiicl I 
nimm(., wcjldior zwi.selion don lioidcn Punclon M, m (Fig. 12) liogl; nur 
liogen daim dio Parallolon AINy mn odor AIN^^ mn^ auf vorsoluodonoii 
Soilon dor gogobonen goradon Liiiio Alfm, 

7. 

l^GSoliroibl man um dio gogobonon Puiiclo Aly m (Fig, 11, 12), mil 
/Avoi bostimmlon llalbincssorn AINy mn /Avoi Kroiso My in; so Jblgcn aus 
No. () unmiliolbar nachstoliondo Salzo; 
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,Ji\ VAVQi bclicbigcn KtoIhou My lUy (Fig. 11), llcgen dlo Enc!p\uiclo 
A^, n zwcicr belscbigen pumllelen lladion MNy mn, dio ,sicli an cinorldi 
8cilc dav Axo Mm l)cfiiKlGn> niit oitiom imd denisclbcn Wnmi 

j\ in oinor goradou Unci: 

„ln }5wci belicbigon Kreifien My m (Fig. 12), Jicgcii dio Endpiinoio 
N, n '/Aveioi* bolicbigoii piirallGlcn Hailicii MN^ mny wclclic sicb auf ojil- 
gcgcngoscl/lon Seilcn dev Axe bclindcn, mil cinom uiul dcinHolbon bc- 
slinnnlen Pnnet I in gemder Linio.'^ Ferner: 

„ZieUfc man naoli irgciul ciiici* goradeii Linio An^N^ odor 
(Fig. 1)]), wclche diu'oh cinen jonor bosiiinmloii Ibuicio A udor f g(?!il^ 
aus (Ion IdiUeljpimclcii A/, m zwoi boUobige Pamllolon A/AT,, so v(5r" 

lialicn rtich Avic die Hadion der Kreiso, d, h, : cs isl 

MNy ; mn^ = MN: 

UikI iimgokclu’tj 

„Zioht man au^> den Mitifolpniicion A/, 'in der gegebonen Krcis(‘- /.woi 
l)('licbigo Pai'filloloii A/A^i, mn^y wcloho .sudi verlialion Avio di(' liadloii dor 
[(rci«c: so liogen dio Eiidpuncto 7l^ derselbcn eniwedor Jiiii; ^1 odor 
mil I in gin'ador Linio, je naclidcin die Parallolen aui' cinorloi odor auf 
vorsclucdcncn Soilen (l(n' Axe Min gc'/ogcti sind.‘‘ 

J)ic bcidon Pimcto A;, /, wolclio vM zwei gcgcbciion Kreisen A/, m 
gchorcii, wullon wir 

^AohnllohkoUspnncte der beidcii Ki'cise My m** nennon, 
iiml zAvar vl don ausscren iind I den inncu'cn Aciuiliolikoitspunci, Ferner 
soli jod(^ soloho gonid(A Linie 7i^[N^y Avclohc durch eimm dor boi- 

den Aehiilichkcilspiinale A edcr I gohl: 

^Aeliuliebkoi tsiinie der lioidon Kreiso My 
and yiwai’ ebonfalls iiiisscrc adQV iimoro lieisseii, jo naohdom sio diindi 
den aiissorpn oder iniwiroii Aoludiehkcltspuiicl gold, 

Uexoiohnet man dio Uadien MNy omi der Kroise My vi diircdi A, /•: 
so liat mail iiaeli No. (i fiir die bago dor beideii Aolmliclikoilspuiilde Ay I 
falgonde Gleichungeii: 

It : V* = AM ; m A = MI ; m T, 

Hioraus iblgi, dass, Avcnii Vu P. It gloicli MAy alsdaim aindi ;• 
glcicli mA ist, und folglicli die boiden Kreiso einaudor in clem PuncA. 
2\ iinioi'lich boriihron; odor Avonn It glcicli MI isi, (lass daiin ziigleicli 
aucli r gleicb on I ist, iiiid dass die gogobeiien Kreiso oinandor nolliwondig 
in (lom Piiiicl I iiusscrlich berulirom Durch Unikohrung folgl: 

„Wenii 7 AV 01 helicbigc Kroise My m oinandor liusscrlich boriilireii; sn 
ist der DeruhriiugspLmct raiglcicli ihr innover AGlmUchkcUspiinkt (/)1‘ Und: 

„Wenn zAvei belicbigo Kroiso {MyOii) oinaiulcr innorlicli beriihron: si» 
ist dev Hovhhrungspimct ziigloich ilir iuissorer AclinliGhkoitspunct 
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Da (Mg EndpiiiiciG paralloler Uadi on dor hoi don Kreiso M, 'in mil 
oinein dor boideii AoliiiliGlikoil«piuiklo A odor T in j^cradcr Unio liogon: 
so Iblgi forner, durcli Uinkolining, dass jodo gorado Liiuo, wolclic (lurch 
01 non dor licidon Achnlichkoilspnncio golit mid den oinon Krois schneidok 
nothwoiuligor Woiso ancli don iindcrn Krois sclnioidot, iind dass A\q luicli 
don DiirchsohniUspimcion gozogonon Uadion dor boidcn Krolsc paarwoiso 
parallel sind. Rondirt dGininich die gonannto Linio clou oinon Krois, so 
borilhrt sic ziigloich aiich don andoriMi. Dahor folgt rornor: 

„Jdcgcn y.wci gogcdiciio Kroisoil/^7» (Fig. L4)ausscr oiiuindor: so schnoi- 
don sich dio hoidon iiussoron gomoinschaCtliolion Hkingonion Hb mid 
in doin ausscron AolinliolikoilspiincL A, iind die hoidon innoron goinoiii- 
scliarUichon Taiigcnton ('c und in dem innoron Aehnlichkoilspnnct fA 
lliorduroli kann man loiohl an zwoi gegohonc Kreiso cine gonioin- 
sc]iaflli(5ho Ikingonto ziolien. 

lindlich isL zu hemorkon, dass, wie aiis dor (diigoii frioicliung Iblgi, 
bei zwei in oinandor liogondcn Kreison, die Aolinlielikoitspiineio iiiiicrhalb 
iicidor Kreiso liegoh. 


8, 

l?s scion d/y, (Fig. 15) dio Alillolpiinclo droior bediobigon, dor 
(iWisse und Ijago naoh gt^gobonon Kreiso d/,, /I/.,. Nacb No. 7 gcliiiroii 

zu JO zwoioii (liosor droi Kroiso zwoi Aohnlielikoitspinicl.o, Us soien 
und A,, ylo und yl, und T^ dio AohnliclikoiispmicLo dor Kroispaaro 
d/.d/ji 

Da dio gorado Idnio wolclio durcli dio Achnliclikoilspimcio 

und A,^ gclii, vermfigo dos orstoron, zu don Kroisen d/,, d/,, iiiid vormdgo dos 
loULoron, zu den Kreison 71/,, d/, oino iiiissoro Aohnlichkoiislinio isL (No. 7): 
so isi sic rolglieli aiicli oino iiussoro Aohnlichkoiislinio zu don Kreison 
d^, d/j, uiid gold, (labor durcli don ausseron AehnlichkoiLspinicIi yl, der>‘ 
solboii, (1. h. dio droi Aohnlichkoilspimcto yJ,, yl^, yl, liogon in oinor go- 
radon Linio. Auf ganz iihnlicho Woiso schlio.ssl, man, duss sowold die 
droi AohiilichkoUspunkLo A^, Z",, als aiudi yl^, Zj, so wio aucli 
yj,, Zy, ill goraden Jdiiion liogon. Wir linden dahor folgondon Halz: 

,,Yon (Ion soclis AohnliclikoUspuncion, wclcho zu droi bolicbigon gogo- 
benoii Kroisen, paarwoiso gonommen, golioren, liogon vicrmal jo droi in einer 
goradon Linio, niimlich os liogon die droi iiiissoroii, imd jeder iUissero mil 
don boi(l(‘n nichi zngehorigon innoron Aolmlichkoiispuncl.oji in oinor goradon 
ldnio.‘‘ 

Diose gonannlon vlcr goradon Jdiuon, 'von wolclion Jodo diiroli droi 
Aolmlichkoitspuncto dor gogolionon Kroiso g(3]ilr, und mithin zu alien droi 
Kroisen itlmliohc Lago Imt, wollcn Avir 

„Aoliiilichkoltslinioii dor droi Kreiso ilZ,, 71/^, 47^, “ iionnon, 



Hini"o cteoniHiisclie Bctrachliinifoii. 


'.W 

imd zwar die Liiiie aus«oro, uiid die drei Linion AJ^f^ 

Ajjs innero AehnlicJikeitslinkn, 

J)a die beiden aiisserou gcmciiischaftliclien Tangciitoji zwoior 
einander liegeiulor Kroisc, sich tin liussorGii, dagogeu die beiden inneri'ii 
geineiiisdiaflliclien Taiigenten higIi im iniiorcn AelinliclikeitspmicL tier Krcd»^<* 
sclmeiden (No. 7, Fig, 14): so folgt auH dem vorigcii Safcz unmiitollmr d*’*' 
naclistehende; 

man an jc zwei voii clrci, dor Grosso and Lagc iiacli gogchoutOU 
aiinaer cinander llcgeiidon Kroiseii (Fig. 16), dio beidon Ibmi'O 

gGineinschaftlicho Taiigcnteii (d. h. die bokleii aiisscrGii uud dio boidon 
iiineren): .so liegcii soavoW die drci Burchsohniltspuncto (A^^A^^A^) tier 
droi Paaro iiusserer Tangonten’^), al.s aticli dor DiiiohschnittspiinoL 
Paares iimsscrer Taiigenton mit deii zwoi Durchsoliniitspuiictcn dor 
niclit zugehorigcn Paare innerer Tangoiiton (d, i. in 

einer geraden Linie.‘* 

Da nach No. 7 dor Bcrii]iruiig«pimct zwoicr Kreiso zuglcich oin Aoliii- 
liclikeithpiiiict derselben ist, so folgt daraiis und aus dom obigen Salz foriun': 

„Weiin irgeiid oin belicbigcr Kreis jI/^ zwei gegobeue Kroise il/,, A/.j 
beriihrt, so iiegen die beidon Beriiliniiigspunotc mit ciiiem dor beiiUni 
Aehnlichlvoitspuncto dor gegclioneii Kroi.sc in einer geraden Linio/* 

Donn da die Puiicto, in welcbon dor Krois die boidon gogtdjomni 
Kreiso 1/,, Af, beriilirt, zugleich zwei von don vicr AoiiniiohkoitspuiHdi^ii 
/„ yJp A siiid, welcho jener Krois mit dic.soii boidon gemoin liat: 
hind dio gciiaiintcn Beriihrungspunclc zugleich ontwodor 

1) die beidon Aelinliobkoitspuncio nnd 
Oder 2) - - - 

odor 3) - - ^ A, - 

odor 4) - - - - Ag, 

iind liogeii folglicli in den beiden erston Fiillcn (1, 2) mit dem iius.sorcm vl 
und in den beiden letzten Fallen (3, 4) mit dem innoren Aolmliclikeil.sininol/ 
L gegebenon Kroise il/,, in einer geraden Linic. JIan kann dalnu' 
(leu vorliogemlcn Satz aucli bostiinmtcr, wo folgt, aussprocIiGii: 

jjBDriihrt irgend oiu Kreis A/, zwei der Grosso iukI Lage naoh ge- 
gebone Kreiso A/,, gleicliartig (d. h. entwoder beiclo iinicrlich (1) oder 
beido aiisscrlicli (2)): so liegeii dio beiden Berulmingspuncto mit dem 
au.ssercii bcriihrt or abor dicsolbon ungloicliartig (cl. In don oiiun) 
iiusserlich midden anderen innerlich (3,4)): so liegcii dio beidon BoriibriingH- 
puncte mit dem innoren Aelinlichkoitspunct (/g) dor gegebenon Kreiso in 
oilier geraden Limo,“ 


) Uio^eii oihlcii Pall boweist M, llit'hcli itii zweiten Baiidc, Seitc 3(58 soiiior ,.Saiinji'* 
lu«|r guomeliiacliei* Satzo etc/* 
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§ JIT* Von (Icr ^^'omoinschaftlicllGll Potonz boi Kroisftii, dio hi oinorlci ICbone licftcu, 

9. 

Nacli § 1. No, i kuniicii zwci gogobono Krciso jVp in dcnsolboii 
Piincton Aj /i, (\ in wolchcn .sio voii irgond einom Krcisc P rooliL- 
wiiiklig gGHcliiiiiten wordon, znglcicli von vior l)cslriminlcji Krciseii boriiliri 
wcrdcn, Nibnlioli, sclmeidct a. lb dev Kroi« V (Fig. 17) dio boidoii gcgo- 
bonoii KrcKse J/,, il/, in don Pimctcn A, Dy C\ B vccliUviuklig: so kaniicii 
dioscdben von oincin bosUmmtcn Kvoiso in don Piinoion ^1, and von 
oincin zAVOiion Kroiso in den l^inol.on Uy P gloicliaidig, dfigogcn von oinom 
dvilton Kroisc in don Pnnoton Ay inul ondUcli von einom viorton Kvoiso 
in don Punctoii 71, iingloiciiavlig boridud wcrilon, 

Nach § If. No. H licgon abev dio boidon Boriiliriingspuncte, in wol- 
olion irgend oiii Krois zwoi gogobono Kvoiso jl/^, gloichartig beruhvi, 
mil* dom iiii.ssovon Aeliiiliclikeitspimot (yi^), dagcgon dio Boviihriing.spiiii(di\ 
in woloiion irgond oin Kvcis dio gogcbcnon ungloioluivUg tioviiind, miL doin 
iniioi'on Aohnlichlcoitspuncl. dorsolbcn in oinor goradon Linio. Folglioli 
liegoii dio vior gonannlon Pumdo 71, By in wolchon irgond cin Kvois 
7^ zwci gogobono Krciso jlA,, roohUvinklig sclinoiclob sOAvohl puai’woisc* 
mil dcin ilussoron (yb,) als aucii mil dom innoioii Aolniliohkoitspunol (Z^) 
dor lelztoron Kvoiso in gomdcn Linion. Das hoissT: jo droi Pinicic /b 
AJ)(\ AIJiy liogon in oinor goradon binio. ^Viv findoii also don 

folgon don Halz: 

piSclinoidot irgond oin ICreis P zwoi gogobono Kroiso Al^y J/g rochb 
wiuklig; so liogon dio vior Durolischnittspimclo yl, 77, Cy By pdarwoiso, 
sowolil mil* dom iiussoron AcbnliclikoitspimcL (y|.J als aiicli mil dom imioron 
Aolmlichkeitspnnot (7J dor gogobonon Kroiso in goradon Janion.** Odor, was 
dassolbo ist: 

„liOgl man aus irgond oinom Piiiud P dor f/inio dor gloiclion Poionzon 
{P&) zwoior gogobonon Kroiso d/,, >17,, vior Tangonton /VI, PDy P('y /Vf 
an dio lolzLoronj vorhindoi dio vior IWillirungspimcto yl, /?, V, 1) dorselboii 
)naarwoiso cliirch sochs gorado Jjiiiion: so solmoidoii stoli zwoi diosor Innion 
BA iind VZl in oinom oonslaiUon Jkinclyl^ (dom aussoron Aolmlichkoits- 
puiicl), zwoi andoro yl 77 imd BD in einom coiisiantoii PiincL (dom 
imioron Aohnliolikoitspiinol), dagogon ist dor Ori des DurcliscImilLspuncts P^ 
lies di’iLLon Innionpaars 7Vl and 7//f die gonamiio Linio PG selbsL (§ f. 
No. 4), inid ondlitdi goht jedo dor boidon loiztoron Jmiion 7)yl, (jB darcli 
oinon oonsianioii Jkmet ((^,, Q,^) (§ L No. 5)*“*'). 

”') Diosor Satz ist oiii spoziollor Pftll dos allgoiiioinon Satzos Soito 10 No. Vll in dor 
vorhorgolioadon AbJiandlung. Dio gogoinviirtigo Linio 7^ <7 cnisprielii dor dorlijrou FJnio 
Ly und dio dortigo lanio I ist im gcgomviirtigoii Pallo nnoiuUicb ontfoiiil. 
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])ii alle iniiglichcii KroihC l\ wclchc zwoi gcgebeuo ICreiso A/._, 

icclihvinklig •■^cl'iioidcn, (lift Axe clcr lotztorpn K^ci^o zuhanmion 

ziif l.iiiic (Icr glcichoii PotoHzeii lisibon (§ f. No, 5); uiul da foriipi-, ^^i(. so 
ohon envii^cn (No- die vior Puiiclc, in xveltdicn ein solchcr Krpis /» lUc 
lic'ulon gegelienen Krcisc sehuftidcl., paavxvei.se, sowohl mit dom iiiiss(!rcii 
iiiit dftjii itmeren Achnlichloilspiincl. dci- Ict'/.tem in gcradcn Jdiiion 
St) Iblgt, dass howold 

j^AxA,B = A,DxAJ ; al.=; r,Axf, C = X ^ B 
i-oiiNtantc Productc sind, wio aiudt dor .sclmoidonde Kvoi.s, iintcr dov i>pon- 
lieiK-n Bodinguiig, -‘^eine Oriissc mul Lage iindcm mag. Denn das or.'^io 
I'lodiict ist glcicli dev Potena do.s PunGt.s in Rezug aiif don Kixd.^ / 
und das lotzlcre Product ist gleicli doi- Potenz d(!s PiinctH /, in Hoviiig" 
aul' doiisidben Krois /^• folglicli .siiul boid<> Producto cuiislanl, wcil, 
scitua bcineiit, alle Kroiso /' die fdtiio zur Liuio dor glciiolnm 

INiteiizcn liabcn. „ 

Bezieht man diese Eigomschaft anf <Uo heideii gogeboncii Kveise /!/, , 
;U,, so ciitspringt daraus folgciulor Satz: 

„Ziebl man aus oinein Aobnliclikeitspnnct odci’ zwoicr g<!go- 
bonen Kroiso Al„ irgcml oino gcratio Liiiio A^AB odor AT/', wclolx* 
die Kroiso sobneidot: so ist das Prodnot A^Ax A^B odcr AI^xCI^ tiii.s 
den Abstiindeii dcs Aclinliclikeitspuncts von 7AVci DurcBscliuitlK[nm<;U',n - I 
imd B odor A nnd ("dor gonannton Linio und der Bcidcn Kroiso, (hu-('n 
zugehilrigen Hadicn d/,duud M/I odor A^^A und AT^C nicBfc purallol .slnd^ 
von coiistaiitcr Grosso. “ 

Dieses constantc Product wollon wir 

„gomcin.scliaftliolie Potenz dcr boidon gcgobcncii Kroiso 
jl/„ jI/j in Bezug auf ihron Ao linliclikoita puiicL A^ odor /,** 
iieiincn. 


11 . 

Es ist abor die Polcnz do.s I'lmots A,^ in Bezug auf den Krois /\ 
woim die gegebonon Kroiso d/,, d/, aussor oiiiander liegon, wio in P'ig. 1 7 , 
gleieli dem Quadrat der ans dcin Pnnet an den Krois P gclogton 'I'aiigt’iil o 
A^£, folglicli ist diosc Tangonie, fiir jeclen Krei.% J* x'on uiiveriindcrliulior 
(ii’iissc. Bcsclireibt man also init doi'selben urn dcii Punct yl„ oincii Krois 
..Ij, so selmeidet dorsclbo jedon Krois .7* roclitwinklig, Dagogoii ist tlio 
I’otenz des i’lincts /, , wolclier innorhalb <lc.s KrcLses P licgt, gloioli dovn 
Quadrat der halbcn durcli dcnsclbon goliendcn klchiston Sohiio dcs Krolsos 
7’(§I. No. 2), und milliin hal dicso lialbc Scliiie fiir jedon Krebs i^oitu'rloi 
Grosso, odor, ciii mit dorsolbou nm den Poiiot boschrioboner Kreis 
wil’d ion jcdcni Kroiso P im Durchmessov gcscbnitlcn , cl. h. die Piintd<‘, 
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in welclion ii'i^end oin Krcis don Krei« sclincidot, .siiul zugieich dio 
Endpiincto cines IJurclimossorfi di's IcL/dcron Krcisos. 

Dioso boidcn goniinntcn, iiin flio Aoliidiohkeilspiiucio yl, und bi'- 
stdn'iol)c*noii Tvroiho ^1.,, /p doreii Ibidion in’s (Jimdrat (irliobon glcicli sind 
don gonioinscJiiU'tliclion Poionzon dor gogci)oiicii Kroise jV, in l^czug 
aiif‘ dio Piincto ul.p Zj, solleii 

„PoLonzkroisc dor boidon gcgcbcneii Krciso d/,, Iioisson, 
inid zwar dor Krois ^1,, dor iiushcro und dor Kvois /, dcr iiinoro Putcn/ATois. 

Es ist nooli zii bcnici’kon, class iin dio gogeboiioii Kreiso in cin- 
andcr liogon (wic in l^’ig, 7), alscUinii das Unigokclu'te »Slait liiidet, niimlicdi, 
dass in diosom Pall dor innore J^tonzkrois j(}dou Kreis I* rocliiwinklig 
stdnuddoL, der iiiissoro Potonzkrois /I, abor von jcdoni Kroise 7^ im Durch- 
ini'ssor gcscjluiiLtcn ^vird. Jnd Avonn fovnor die boiden gogobonon Kreiso 
/)/,, oinaiulor soHnoiden, so sebuoidoL sowold d(3r aiisscre als dor inuoro 
PoLoiizkrois jodon Krois F rcolitwiiiklig. 

12. 

Da dio boidon Ibinoiovl nnd /? odcir 77 und (\ (Kig, 17), fill* welolio naeli 
No. 10 das Jb'oducli gioudi ^l,7}X^I/' eonsianl isi, odoiMvoicdio 

in Dozug ail! don AolmliohkeiLspuncL ^Ij dio Potenz besiunmoii, aiif oiiiorloi 
Hciito dos loiztoroji Piinots (y|,,) liogon; so soil dieses hoissen; „dio doiii 
Aohnlicdikoiispunkl zugcilidrigo Potonz soi iiiissorlicli; mul 
wcinii die Puiiolo A und C odor D und //, wololic} in Boziig auf don 
Aolinliclikoitspiinel /j die gomeinscJtallliciio l^otcnz der gogobonon Kreiso 
yl/p M, bosLijninou, aul’ v<'rscliiodcncn Soilon dos fbincls ^ liogon, so wollc^n 
wirsagon: dio ziun Aolinlichkoitspunct 7^ gohdrigo gomoiiiscliart- 
licjho Potonz d6r gogobonon Kroiso soi iunorlicli.“ 

Ucborhauj)i avoIIou Avir von irgond zwoi Piuictou X und Y, wclcho 
mil doin Ibuicd A.^ in gorador Liuio nnd anf oiiiorloi »Soito dossolbon liogcni, 
und zAvar in solohon Abstiiiidon von deinsolbon, das.s das Product A^XxA^Y 
gloicli ist dor zu zugoliorigon geinoinschaftlichon Potenz der gcgolioiion 
Kreiso, sagon; „sio scion po tonzJiaUond in Bozug aul don Achn- 
liclikci tspunct A^^K Ebon so sollon zwoi l)eliol)igo Punoio X und 7, 
wololio mil (loin Jbmet 7^ in gorador binio, abor aiif entgegongosotztou 
Soiien dosselbon lic'gon, und zwnr in solohon Abstiincbni von doinsolbeii, 
dass das Product f^Xxf^Y gloicli ist dor zugohdrigcni gonicinsoliaftliclioii 
Potonz; „potonzhaUondo PuncLc in Bozug auf den Aolmliclikoits- 
punct 7^,“ hoissen. 

Eudlicli Avollon Avir von jedem boliebigon Kroiso Ky dos.s(ni Potonz in 
Bozug auf oinen dei’ boidon Aclmliolikoiispuncto odor 4 gleichartig 
(ilussorlicli odor innorlicli) und gloicli ist dcr zu deniselbon Punct gehdrigon 
gomoinscliaftliolioii Potonz dor gogobonon Kroiso J^J^y sagon: „o]' soi 

Stcino r's Woike. I. D 



'J4 EiniCfu c'oomohijjclio BefiAchtwng-en. 

poienzlialtend in Uozuj* auT don jodi‘sin«.li“M*n Aohnllohkoits- 

Alsdiiiiti ini khir, tiass jcnlor Krois, wolcluM* durcli irjvoixl zwoi po- 
ti'iizhaUc‘ndo Jkinoto oLonfalls puLouj^liallond i^t; fovnor: dils^ jcdor 
Kms K, wcdchor in aiiT don Aiduilichladtspuncl - lI j potoir/lialioiid 

isi, den PoUmkrois I'oolitwinklii^, iiiid dass jndor Kivis A\ wcdohor 
til 15L7.ug aiif dcui Aelinliolikoilspuiu't jioU'iiz hall and isi, dvn Pot^‘n^^•* 
krois \m Dui’chn[io,ss(M’ sHiiuddot. 

Da min diMjoni^^o Kivis, wohduu dio hoidoii i^o^chonoii Kr('isi‘ in dim 
I'lmckm ^'I iind Ji (odor /) und ^') ^Iciohariiji.' honiliri (No. 9), vorm%i diosor 
Pnncio in ]]m\yr aid don iuissmon AolinliohlcoDspmioi poionzhaltond isl,; 
Lind da ohonso diTpniij^o wolohov dio ^o^‘(d)oiion Kiviso in doii Puncioii 

A nnrt ungloiolmiiiji* hoviihri, vormono cliosor Punolo in Dozuj^' auf doii 
iniK'n'ii Aolinlicli|{oi(s])iinci potonzIutlUmd ini, su Ibl^i naclistidiondor Salz: 

„Ji'der ICrois K, wcdohor zwid j'Oijjebcno uussor oinandor liogomlo Nndso 
d/p d/, ^kdoliiiTii;» (d. i. oiUwodor luddo ilussorlich odor bonlo oinsidiliossmid) 
hot'iibii, isl in IWaifij aid' don iiussorou Aidudichkcilspinuii A^ dorsidhon 
poUni/Jialtoiul und sidnioidtdi don aiissoron Poimr/dcrois ^Jj dorsidhon Kadd- 
winklii».‘* Und: 

„ Jo dor Krots Jiy woIcIut zwoi j»o}»oljono, uussor oinaiKlor lii'^xMulo Krolsi^ 
d/p i\f, iiiif^doicharli^ lioridirl, isl in auf iloii inneroii Aolniliidikidis- 

piuujl /, dorsolIxMi polimzlmtlond iind sidiiioidol don imioron Poionzkrois /, 
dorstdlion iin DiuHihiuossoi'P" 

Aotiidiohos flndoi Stall, wonn dio <vc\iv(‘l}onon Kroiso, auslall aussor 
oiiuindoi’, oniwedor in (‘iiiandor lio^oii odor isinandor sclinoidon. 


13. 

Df^. naoJi No. Vi jodor Krois K, wolohur z\VL3i ^o^oboiio Krciso d/p dA 
»lojoharli;^ boruliri, in Hozu<» auf don iiussiMTn Aoliiilicbkoilspuuot Wp und 
j<'dor Krois Avolohor <lios('llKm niiijjloioharli^^ liorulud, in nozii<> aid' ibrn 
iniiorcn AGlniUohkeitspimot /j dorsolbon polenzlmltond isl, so folgi'ii nudi- 
stellomlc SiilZG; 

,,Alln KroisG, von dcnon jodor dio Ixddeu ^ogoboncn Kroiso d/p d/. 
gloioluirlig boriibri, hnlion clou iiiissorou AolmUcilikoitspiinoi yl, dor lotzloron 
Kroiso jijcnioinsclinfllioh ymm Punot dor glc^iclien l'otonzon/‘ Und: 

pAllo KrtMS(‘, von doiion jodor zwoi gof^obono Kroiso d/p d/^ iiiiglololi- 
urlig boriibrt, Imbeii don Iniiorou Aolmliohkoiispuuct dor lolzlcron gcmoiii- 
schalllioh ziim IHmol dor gloichon Polonzcn/' Odor auoli: 

pWkmn voii irgcnd zayoL bcliobigou Kroisoii zVj, jodcr zwoi gogobmu' 
Kroiso d/p d^ gloichartig boriihii: so golit dio Janie dor gloiclion Polonzoii 
ilos erstercn Kreispaares (lurch don iiussoron AcjlmlichkeUspuncl A.^ d(3H 
letzteroiiP' Und: 
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*,Woiin voii ir<;oml yavoi Kn^soii, N^^ jCflor zw(‘i ^oi»(‘hoiio Kivistj 
jl/j, ;l/j iini^'lcioluirti<>’ honihri: .so die Liiiie der ‘•loiclien i’oteii/.eii des 
orsfor(‘n Ivrcdspjuirs diireh d('n iiinereii A(diiili(^likeils[)unci <l(‘s lelztm'ii/‘ Es 
fol^i ferncr: 

j^Wonii jeder dor lioidon ICroiso J\I^^ M., mohroro Krolse iV,^ iY,, • 
^loiehailin hondirt: so i^olit die (iinio d<T g'loiohon rotonzoii Joiior bcidoii 
Ivrois(‘ diirdi d(*u iiussoron Aohnliehlcoitspiinei jo zwoi<‘r dor kdztoroii, odor 
die iSoliaar Kroiso iVj, Iiiihoii die ^vnaniil.o Liiiio ziir ^omoin- 

sobafirudioi] Aolinlichkoitslinio/‘ Odor in)orlia«pt: 

„A]lo Kroiso iVp iY,^ von doUon jeder /Av<'i ^oj^^ol >0110 Kroiso 

jMyi il/jj gloicliarlij^ l)oru]irl, luibeii die Janio dor ^loiohou lk)tonzon /(f 2 ) 
dor ]ot/. Loren yaw ^omoinsamoii Aehnlichkoilslinio.'* Und: 

^.Allo Kroiso jY, von donon joilor /Avi‘i i^oj.n'bono Kn‘ise 

d/p il/y ini^‘Ioi(jlmrLif> l)onihrl., luilion die Innio dor ^loielum Polonzoji dor 
l(dzU‘n'n ynir i^oinoinsuinon AohiiIiclikoKsJinio.“ 


§ IV. Vorall^’oimdnonma uiul |^oomoinMlh(; , Losinif^ dor M alfa 1 1 i’sclioii Aufj^ulu'. 

Iljn die KruchUmrkoil dor in don Pa,r{ii*Taphon (I, 11^ 111) anlgosLelKon 
Hiilze an oinoin daxai ^eoij>[nolon Boispiole yai zeiji^oii, J'iigon wir die i>oo- 
niolriselio hnsung und ziif.doicli die Vonill^'oineinorunf' der AlairaLLi’schon 
Aulgalxr), joduch oJnie Heweis, Jiin/ai; 

14, 

A n f g a b 0 , 

„ln oin gegol)ouos Droieok AlU! (Kig. J8), drei Kroiso (f, by <*. zii 
I ) os 15 !lreib{u^, die oinnndor, nnd jodor zwoi So lien rlos Droiocks beriihren, 
d. In, so: dass d(‘r Kreis a die Meiion y\ H und A(\ der Krois b die SoiLon 
HA nnd H(ly inid dor Krois c die Soiien (!A nnd 671 borulni“ 

A ii r 1 0 s u n g. 

1) Man lialbiro die Winkol dos gogobonon Droiecks durcji die droi 
liinion yld/^ BMy so trollbn sieli diose droi lanion bokanntlioli in oinoni 
und iloinsolbou Ibincio iU 

2) In das Droieok AiMH besohroibe man don Krois wolelier die 
8eite AH in doin Puncte (\ boriilirl, und in das JJreiock JiMC bosc5]u’eibe 
man doai Krois 


*') Man solio „Sainnilmig inatljonialisehor j\iif«rilzo von CroIJo, f, Baail, 8. 
Loll mas, Lelirbiich (lor Ocomotric, und 0 organ no, Annales th 

'J'om I, IL 
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X) Auh (loin J^niclo Icfto man an den Krois a^ die Tiiii/^cnto 
iiud bcschreihe 

4) in das Droiock (\AJ^ deu Kreis fj, so tst diesor eiiior ikv ver- 
laiigten drei Kioiso. 

■ Die bcidon iilndgon ^esuchtoii Kroise Uy <• wmlon aid ^anz iilinlioho 
Weisc gcfmidon. Niiinlicli die ot«nannte Tangente boriihrl iiield 

alloin (Icn Kueis , somlerii zuglidcli auch don in das Dreioclc Aj\/(' hc- 
sohriohonoii Kreis so dass also dor in das Droiock boschricboiio 

Ki'cis t( el)cnfalls oiiior dor g(‘sucliton drei Kroisi* isL. Auf glciclu‘ Wois(‘ 
kann Ibrnor ans doju Puiictc , in wlchom d(‘r Krois 6, die Seiio AC 
bonilu't, oiiio Limv gezogon wordoi^ wolche niclit alloin die l)oidon ICi’ois(‘ 
(^^ und /•,, sondern auch die hoidoii gosLicJiteJi Kroisc a iind a l»oriilu4; 
und olien so goht oino Innio diirch don Puiict A^, in wolclicin dor Krois 

(i^ die 8cite lU' heriihri, wolche jc'dcn der vita* Kroiso o, , A, r 

boridnd. 

J)a(lie bolden Kreise ft uiul d oiiiandor lieriihren, und jedor dcrselben 

die Ijinic beriilirfc: so ist loicht. zii solum, dass sio diosedbo in 

oinem luul demsclIuMi Lhinclo iKTiihroin Ebon so beriiliron dio boidon 
Kroiso a and r dio durch don Ihincl By geheiido goiiannlc liinic in oinoin 
inul (Icmsolbon Pimcte; und »loicIionnaass<m boruliroii dio boidon Kroisc* 
d und f* die diircli dtui Ihmct ^J, gehoiulo gonannto binio in oinom und 
d(*mso]bon Puncto, Dahor {rollon die drei genaniilcn gcratlon binion, wolcho 
durch dio Ihiiicto By, Ay golum, in oinom imd doinsolbon besUmmton 
Punci; zusainnioii (§ 1. No, 4). 

Die Aulgalx* liissl k(‘in('sw(^gos hlus einc Auflosung zu, Jis kdiinen 
vielinolir die drei gesucliLon Kroiso auch ausscu’halb dcs gcgcl)onon Dreiocks 
liogoii, und dessou vcrliiiigerto Seiten beriiliron, also z. B. iiber doj* Heito 
JW iin Ibuimo A/j, odor iiber der 8eLic (*A im Raume odor iiber dor 
Scile A B im Haiinus IlalbiH, man inimlicli Jeden dor sochs AVinkel 
(dio innoren und die iuissoreii) dcs gogebotu*!! Dreiocks, so stdinoidon sicli 
von (leu Tlieiliuighlinion vier Jlal droi in (dnom und domsolbcn PunoU*. 
Dicst's hind dio vier Pimclo A/, A/,, A/^. Jedor cliesor Vmv PuncLi', 

z. P. der Pimcl A/ bihtoir mil den Eckpuncten des gogohoiion Dreiocks 
AB('d\ii droi Drcjioeko AAJBy BMCy CMA. Dio droi SoiLeii oiiios jodon 
(liesor Jlrc^ieokc kbniion von vior bostimmLon KroLsen boriiliri wordcui, so 
dass alsu zii diosf'ii droi DrciGcdvon zwdli bcstimintc Kroise gehbron, uiUor 
welchen dio ol>en g(uiaiinlGii droi Kroiso (fj, 6^, Cy mil inbogriircn siiid, 
Es scheiiieii, miUolst dor geiianiiLcn zwulf Kroiso, nach Art dor vorsLe- 
henden Auribsiiug, wonigstons achi vorschicd(3no Auriosungon inbgli(di zn 
seiii. Und da cin Gloichos iu ISezug iiul’ jeden der droi iibrigen Puiicto 
My, iUj, AJ^ Statt findet: so liisst dio Autgabcj wcuigstons 32 verschiodeno 
Auflusuiigon zu, wolcho allc der obigoii Aiiriosiing ahnlicli sind. 



KiniCiP sfpoincti ix'lio ){ctiiU'liluiif[oii 
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[Jiilcr dioson Aiifldsiingon siiul dip spoziclloii Fiillc. wo zwoi dor 
di'('i gosuohloii Tvroiso oiiie Sciio clos gcgohoncii Droiecks in oiiipiii mid 
dcniholhcn Punci boriihrou, iiichi milgoradmot; soiulcm os gkd)! ^ulchcr 
spoziclItT k'alle nusscrdom AS. So siiid z. P, unlor don Auridsimgon, 
wolcdio im I. Iktndc S. SdS dor Anindeii dor JhiUicnmtik vou Gorgon no, 
von dor obigon Aulgabo aulgozilhli wordcii, vicr iiiul zwanzig, wolchc zu 
don liior ausgortchloHscnon 48 l'4illoii golioron. 

Dio vurliogcndc Aiifgabo kaini librigcns aucli uls cin spcziollor Fall 
voJi dor Iblgondcn, allgcmoincrcn Aufgabo aiigosoliou wcrdcn, 

15. 

A u f g a b c. 

,,l)rci liclicbigo Kroiso, dio in oincrloi Fbono licgon, siud dor Griisso 
uiid Ijagc naoli gogoboii, man soil droi andore Kroiso bosoliroiboiij dio oin- 
aiulor boriiliron, uud von donon j(‘.dor zw(»i d(‘r gcgeboncn Kroiso boridiri^ 
jodoch so, dass aiuih jodor dor tlrci gogobonon Kroiso /Avoi von don zii 
suoliondon Kroison l)or(ilu*i/‘ 

Zum Goispiol: Wonn dio tlroi Kroiso d/,, i)/, (l<4g, 19) gogol)on 
sind, so soli man droi Kroiso linden, wolcho oinandor in <lcn 

Puiioion 6,, /jy, boriiliron, imd vou wolclicn zugloich dor Krois dio 
Kroiso d/y und 47, , dor Krois w, dio Kroiso 4/, und 4/,, imd dor Krois 
w/, dio Kroiso 4/, und 47^ bcriilirl. 

A u fids u 11 g. 

t) iMaii suohc dio droi iiiissoron Aoliuliclilcoilspuiiclo yl,, A,^ /!,, 
wolcho zu don droi gogobcnon Kroison 47,, 44, 44. |)aarwoiso gcnomnion, 
gohdron (§ II. No. 7), und construirc dio zu dio.son Aolinlichkoilsjumclon 
golidvigon I’oLonzkroiso ^1,,, y|y, yl, (§ III. No. II), doron Uadien rospocLivo 
J\^(\ shul, und wolcho Kroiso sich in oinom besiimmion 
PuncL 1 ) sohnoidon wordoii. 

2) lliorauf boscliroibc man dio droi Kroiso p.,, p.j, von donon (jcr 
crsLo dio droi Kroiso 4/,, Dy, yl.„ dor zwcitc dio droi Kroiso A^^ A^, 
uud dor dritlo dio droi Kroiso 4/,, ^In, yli boriilirL 

H) l^'ornor boscliroibo man oineii Krois, dosson Poriphorio /',7i,p, diirch 
don Gernhriiugspiincl /4 dor Kroiso A7, und \l^ golit, und wolclior dk 
Kroiso py, fx, lioriihrL, jedocli so, dass or dou Krois |x„ wclclicr von doin 
kloincrcn (44) dor boidon Kroiso 47y, 44 abhangig isi, oiiiHchliossond 
boriihrt: 

4) So isl, endllch dorjoiiigo Krois wolclicn man so bescliroibl, dass 
or tlio Kroiso 47^, 44 uud don Krois (i,/4p,) boriilui, cincr dor droi go- 
suclilon Kroise, 



jjCcojiKjtnsHio lietraclihiiigi*h. 




J)u* l)(M(lcii uhnoon gesudiiou Kroiso 7Ji^^ (indcir mnn auF nhiilioho 
\Voi.s('. Z. n, dor KwU kann aus dor vorsiolicndoii Cojislruclion m\- 
in[Uoll)ar go fun don wertloii^ 'weim man ,staH des Kreisos ///j (4) oinon Kroih 
l)G.s cl ir ei 1 ) 1 , welclici* 1 1 i o Krc i s c 4/^ , Mj u nd don Kro i s , P i ) I >e r ii I n1 . 

10s is( y.{[ liomoi'keii, da«s dio boidcn Kroiso 9n,, and w, tlon ll^!lisklOJ^ 
(/;, A'jPi) in einem uiid demscll>on Pimol IjcriiliroiL 

Dio viclcii vorHoluodeneii Aullosungoii, 'wolclio dicse Aufgabo zuliissl, 
wind in dor llanpLsaoho dor vorstuhcndeii abnlicb; solbsi woiin dio gcgc- 
berion Kroiso jVj, i/., d/,, niihiatt aiisscr oiiiandcr zu liogoii, wie in Fig, ID, 
oinandor sclinciden odor in cinandcr liogcn, bloibcn die Aulldsungon sioli 
vollig iiknlicli. 

Nimmi man an, die drei gcgoboneii Kreisc dA, scliniilon cin- 
aiulcr, imd zwar so, dass slo mclii'oro kruminlinigo Droiccko bildoion, liiiJi 
alsdanii <lio Eckpimcto //, C oiiacs solchcii Dreiooks lost, unci liisst die 
Kroiso, (lurch imondlHjlie Znnabmo, in gcrade binicn iiborgolicn: so crliiiU 
jiiati alls dor vorliogciuleii Aulgabe mid Aullosiing die Aufgabo iind Aiil- 
iosinig No. 14; nihnlicli <lio gogemviirtigcn l^oloiizkroisi'. A^, A,^ A^ gohon 
dann in dio dortigou goradon Tiinian yld/, /IjU CM i{\m\ ii. s, w., so dass 
in diosor llinsioht dio Aufgabo No. 14, win oboii gosagl, als cin spoziclKr 
Fall dor gi^goinviirligon Aiii'gabc aiigcsclicu wonleii kann. ' 

Dio vorstohondo Autgabe kann abor selbsL wiesdor als cin spozlollor 
l'\iU dor fulgenden angofiohoii ^verdon. 

la 

A u f g a lj 0 , 

,,Auf oimT Kugohluidie sind droi boliobigo* Kroiso d/,, d/^, d/, dor 
Grdss(i und bago mmli gogoben; man soil aiif dersolben Kiigellliioho droi 
andoi'o Knnse vw,, nt^ iiiulon, woloho eitiaiKKr boriiliiGii, and you W(d- 
chcJi zuglGioli dor Kreis die Kroiso ^f^ und dVj, dcr Krols die 

Ki'cisc d/, inid d/j, und dor Kreis die Kroiso iiiid d/, iKH'iihrt.^ 
Odor was dassolbo isi; 

,,Wcnn drei liolielngo gorado Kegel, wclchc oinorloi Stilioitolpuncl. 
haliGii, (lor Cirbsso und laigo naoli gcgebeii sind: so soli jnan ans dem 
niiinliclion SclioiiGl droi andoro gorado K(^gol beschrcilion, wolclio cijiandor 
boriiliren, nnd von deiiou jedor zwoi dor gegebenon Kogol boriilu’td^ 

J)io Aulldsiing diosor Aufgabo ist dorjonigoii in (15) vtillig aliiilich. 
Nilmlich die in don Paragraphon (1, 11, III), ontwickoltou Lolirsiilzo von 
Kreiseu, dio in iniUTlei Fbcnc liegen, linden niif ahnlicho AVoise l)ci 
Kroison, die in cincrlei Kugolfliiche liegon, Stall, wcichos an oiiioin an- 
(lerGii Orte liewieson werdon solL Wir orwalmen z. 13. nur folgondcn Saiz: 
„.Si> wio zii zwoi Kroison, dio in cinerloi Ebeno liogon, zwei Aolnilichkoits- 
puncte gehdren, von denoii Jodor dor ilittelpimci oiuos Polonzkroisos ist; 
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('l>(;ji so i^choroii jiLioh /ai irj^cnd /Avoi Kvcisen, die in cinorlci Kni^ollldche 
liogeiij /Avel Aclnilichkoitspimcio (oigcnllich vicr, di‘nn jodor ist dupprlL 
vurluiiidon), von donon jodor der Pol oiiios hohliiiiniion Kt’oisos istj woi- 
(dier ill g'cwi^sor llill^i^•ld die Skdle des Pnlen/Jvrcd.sos vertritL“ Und, wie 
nun allc jonc lUillksaizc von Krciseii, die in eiuerlci Khuno Hegoa^ widche 
l)ei dor Aidhisuno in No. IT) erldrdiM'lieli wareii, uuraiialogc Woisc hei Kreisen, 
die in oinorloi fviigelfliielie liegen^ SiuU lindoii: «o isl mioli die Aullusung 
dor vorliegoiiiloii Aiirgithe dorjonigeii in No. If) vollkoninicni iilinlich^ so class 
lolzlero in dcT gogeinvariigou onllialku isL 

Liissl auin die Kiigcllliioho, durch nnondllclu‘ EnUeraung ilires i\liiiol- 
punciLs^ in edno lihonc iihcrgcdieii, .su gold, xiigleicdi die gegomviiHigc Auf- 
gaho in dio Aulgabc^ Ni>. Ifi iiber, in wolcher llinsicld. die Ict/iere, wio in 
No. IT) gesagi^ als oin .s[)ozicllor Fall dor ( 3 rstor(‘n aiigosolien werdcai kaan. 

Eia undoror spoziollor Fall tier vurliegoiKlcn Aulgaho isi derjoulgtj, wo 
dio (Iroi gogclionon Krtdso aid* tier Kiigollliiohe in grossltj Ivreisc uborgolieii, 
d. h. Jiaoli.slohendo Aulgaho. 


17 . 

A u r g a I) 0 . 

„la ciii gegtiboncs sphlirisolios Dreiock drei Kreiso m bcstihreibeii, 
welolio oinander boriihron, und von tletica Jeder zwei »SeiLeji des Dreieeks 
boridirL^^ Oder^ was dasselbe i.sl; 

„lii idiion geg'obonen dreikaniigeu Kdrperwinkol tlroi goratle Kegel y.u 
b(*,scliroiben, woltshc^ cinaiid<*r horiihren, und vtm doneii jeder z.woi Soilcn- 
lliiclion (los Kt)rj)erwiakels bonihri.^ 

Die Aulldsiing diesor speziellon Aulgabe isl derjenigen in No. 14 ahtdieli. 
Stall (ler doriigen IJuKslinien AM^ /k)/, wolohe die Winind dt‘s ge- 

gelKUiea Drcdiooks lialinroig koniineti Uogen grbsstor Kroise vor, weltdio die 
^Viiduil des gogobeneii spliarisolum Droieoka hallnrcui, in s. \v. 

Eino noch ullgoiuoinero Aulgabo als No. I(» isl Ibigondo, wololio in go- 
wihsor Arl ullo hi.sherigea Aiilgabon als spoziollo Fiillc in .sich sc]ilio»sst. 


18 . 

A u I g a b (5. 

,AVtnin aid' irgend edaer Olan'llilohe vom xweilon (irade drei btdiobige 
oliene (bivveii (zwcilen fJrades) der fbusse tmd Lugo naoli gogeboii sind; 
so soil man aul dersolbon OherlliiolK' drei antloro eliene (kirvon iindtai, 
welcho oinaadei' beriihreii, und vuii dciioa joile zwei der gogeboaon (^Lirvoii 
horiihrl.^^ 

Dio Auddsiiiig dieser Aidgabo isl dor Form nach don Anllosungtni dor 
bishetugoii AufgHbeii, bosoiidors No. |() ganz iihiilitdi. Fs (iaden iiiinilioli dio 
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fiir die bislicriprcn Aullosungonj aiif alinliclic '^Voiso aiitdi bei 
ehenon Ci[i'v<‘ii, dio in oiiicrlei Fliiolicf zweitcii fimdcs liogeii, Shitl, wclchos 
ail eiiiom andercn OrLo nachgcwicsen wcrdeii soli. Z. lb zii irgond zwci 
oiienen Cuivcn, die in oinor solohen Flachc liogoii, gohdreii (wia zii zwci 
Kroiscii, dio in cinor Xiigolilaclie liogcn (No. 16)), zwci (oigciitlicli vior) Achn- 
licliLcitspimcio, and diese sind Polo zwoier bcstiinmlon cbenen Purvon, 
(wolcho in dcrselbon Fliiclic liegoii und) wclclic in gowissor Art, in lk‘zug 
auf dio beidcii gcgobenon C'urvcii, die Stcllo dcr Potcuzkrcisc boi zwci 
Kreison aiif dcr Kiigcllliicho vorti'ctoii. Und so ist nun aiich dio Aidlosiing 
dcr vorlicgcndoii Aufgabo dcrjonigoii in No. 16 odor in No. 15 voJIkominon 
iilmlioli, so dass letzterc in dcr gogomvartigen ciillialtcn isi. 

19. 

Eiidlicli ist nock zii bemerken, clas.s dio in den Annulen dor Mallio- 
malik von Oorgonne, im [. 13aiulc S. 196 in dcr Note aulgostollic, danii 
im II. Bando 8. 287 wicderliolle, und endUoh im X, Bando 8. 2i)H in dcjr 
Note wiedorum in Eriniiening gobraolito Aufgabc: 

,Jn ciiioii gogcljcnon vicrfliichigen Kdrpcr vicr Kiigoln zu boscdircihon, 
wclcho cinander boruhren, und von dcncii jedo aussordom droi Hinton- 
(lachen dos gcgcboneii Tvdrpors bernlirt/^ inchr als liosiimmt ist, wic 
Iciolit zu seken. 

SUtt diosor Aiilgabo, deren Ijbsung luir in bcsclirankton spczicllcii 
Ibillcn nibglich ist, kann man folgcndo Aufgabc aiifstcllcii : 

„Jii einen yon vior chcncu Itliiclicn begronzton gegobonon Kdrpor droi 
ICugcln zu bosekroiben, wclcho einandcr bonihron, und von denoii joda 
aLiHscrdcni droi 8ci(eidHicliou dcs ICbrpers boriihri." 

Diese Aufgabe ist goi^ado luir bo.stuumt Sic zii loscn ist-iininci 
moglich. 


§ V. Foihot/.ung dcr Folgounigcn sms dor gcmoinaohaftlicheii Polouz lioi Kiolsen, dir 

ill oiuerloi Ebono liogoa. 

20 . 

Woiin cine gerado IJnio zwoi, dcr CIrdsso und Lagc nach gogcbcnc 
Kreihc schneidot, und diirch einen dor beiden Achiillclikoilspiincto dorsolbon 
go lit; so sind nadi No. 7 die nadi dun DuicbsoliniUspuncicn gohondcn 
liadicn dor Krci.so paanveisc panillcl, uml nach No. !0 isl das Product 
aiis den Abstiindon zwoior soldier Uurchsohnittpuncto, dorcii ziigoliorigc 
Radicn nidii parallel siud, von deni gcnainilcn Aolinlichkoitspunct, cine 
liesiiliidigc Grbssc, wcldic wir die gcmeinseliaftlicho Potenz dcr Kreiso in 
]]czug auf don Aelinlichkcilspniiot gonannt haben, Zum Boispiol: Ziolil 
man aiis dcin iiiis-soron Aclmlidikoitspimcto yJ dor beiden gegobonon Kroisc 
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niy /U (Kig. 20) dio gcrado hum wolclic dio Krolso in don 

IHiiiolcii ^fy By scJmoidel.: «o mjkI siwolil dio l?iiclioii mh^ luul M!h 
rIh auch ml) und MB^ parallol; imcl aiidcronscil.h siiul sowolil dio iHinolo 
b 1111(1 B, nl*s aiioh iitid /i,, in Bo/nig aiif clou Aolinliolikcilspiiiuit A 
polciizhulloncl, d. h. das IWuct AbxAB gloitdi Ah^xAB^ ist oiuo he* 
sUincligc (h’ossc (i^ wio aiudi iuiniorliin die scdiiioidondo Linie Hire iuigc^ 
iindoni uiag. 

Es ist Idar, class eiiiom liostimmion Puiicl b odor luii’ eiii cin/dgci 
Punoi B odor /^, so oidspricht, class limdo ziisaminou in Boziig iiiif den 
Acliiiliclikeiispunct A potomlmltond siiid, d. Ii., class bcidc J\uicto unf 
oinorlci Seitc von A liogoii (iui gcgoinvilrtigon Fall), luul class das ProcUict 
Ab^XAJ]^ oinoi gogebenon Omsso gloicli ist: so class 
also jedor Pimct By wolclicr uiit irgciid oincm Pniicl by clcr iu dor Poi’i- 
phorio dos Kroisos m licgt, hi Bo/aig aiif don Aelinliohkoilspuiiot A pn- 
ten dial loud ist, nothwendig in dcr ] Peripherie des TCi^oisos M Jiegt. Dalicr 
folgt dcr naclistchoudc Satz: 

„Jst iu oincr Rbene oin beliobiger PimcL A und oin Kreis ?// dor 
Luge und Grosso nach gogeboii, und zielit man aus dom Ihmct eiiio gcrado 
Jiinio, wclolio den Krois in don IPuiicton by b^ sclinoidol, iiiinmt in clioser 
hinb dio Piuiulo By By so an, class sio mil jciiion Puncloii by A, aiif 
oinorlci Seito von ^1 liogxm, und das Product Aby^AB gloioh 
oinor gegolicnon Grosso gloicli ist: so ist dcr geumolrischo Ort dor 
IPunctc^ By By (lie Poripherie oiiics bostiininleii Krciscs AI, wclchor iiiii 
(lorn gcgoboiion Kroisc lu den gogebonon PiincL ^1 zuni AoltnIichkoiUpuiiei, 
und ill Boziig aiif cliosou dio gonannto Grdsse (r ziir gcnioiiisoharLliclicn 
Potonz hat.“ 

Aclmllclios lin(|ot in Peziig aufcloii iiinorn Aohnlichkeitsptinct »/ (No, 7) 
zwoior aiiSHor oiiiaiidcr liogondor Kreiso my My und boi zwei in oiiuiiiclor 
liogcnclon, so wio aucli boi zwoi cinaiulcr sclinoidcnclon Kroiscii Slait. 

21 . 

Ilabcii die hoiden Kreispaaro viy M imtl m^y AI^ (Fig, 21) densollion 
IPuiict yl zuin Aehiilichlcoilspunct, imd in Pozug auf donsolbon gloiolm 
und gleieliartigc (No. (3) gcinoinschaftlicho ]PoLonzmi: so folgt, (lass dio 
Pnnelo, ill wolciion z, Jh dio Kroiso Aly J/, oinaiuler ,scUnouloii, mil den 
Punctoii, in woluhon dio Kroiso -m, w/, cimindor .scdmoiclon, in Poziig au! 
den AclmUchkoiispiinct vl potcnzhaltend sind, Donii s(;lincidon die Kroiso 
Aly My oinaiidor iu clou Piuiotoii B und Bi so Mgt (No, 20), dass z, B. 
(loijcnigo Punct by wolchcr luit clem Piincio By iu Bozug auf den Aeliii- 
liclilcoilspunct A, potonzhalteiid ist, vormogc dor \''oraiissotzuiig und vor^ 
mbge dos Krcisjiaar.s vty My in dor Poripliorlo dos Kroiscs niy luul vennoge 
dcs Kreispaars m^y Al^y in dor Poripherie dos Kroisos vi^ liegt, folglich 
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ii 

li(‘*>1 <ir in Imiden Krclsoii ZTiglQiok cl. li. or Lsi ciiier ihror Durcii- 

sf liiutlspu mi 0 . 1 )ah or fol I : 

„lhibeii YAW Krcispaaro ??/, jVimcl -m,, jIA^ oiiicn luul clonsoll)Oii IHinot 
J ziiin Aclmlichlccitspunct, iiiiil in Boziig huI' dcnselbcn f'loiclu^ mid ^loicli- 
arlige {►omeiivscluiftliclio Potoiizon: so liogen su^volil die DiiichscliniilspuncU’ 
clcr Kroisc i/, iV^ mil doiijonigon der Krcise -m, w,, als aiudi clio Durch- 
sdinltkpunctc dor Kroiso mil dGiijcnigen dor fvveiso paarwoiso 

iiiit clem Aelinlichkoiispinicl j\ in gonidoii Linieii^ d. li. AhJi, Ac(\ AdD^ 
siiid gcnidc Liiiion.‘' 

Es isl klar, dass, weim ’A. B. die runolo 7?, C\ in weldicn din lu'olso 
dA, jlA( oinandor .schncidon, zussuTiinonJallcm, dami mdlnvcndig aucdi die 
bcideii DiirchsclmiUspiiiudo c dov JCroisc ziisamiTionrallcn; worans. 

als spozicllcr Fall dos vorlicgondon »Satzcs, der iiadislehciulo Ibigl: 

jdlaben zivoi Kroispaure j)/ uiul ?//,, il/j oinon imd donsolbon l\inoi 
A zuin Aohiilichkoilsjniiict, uiul in Bozug auf densclbon gloiclio mid gloioh- 
arligG gomeiuhdmftlicJio Pulonzoii, uiid /avoi dioscn Kroison, die iiiolil 
oiu Piiar bildcii (z. B. Al^ AJ^)^ boriilircn oinaudor: so bcriihrcii uucli dlo 
beideii jdirigen Kreiso (m^ hi,) cinandoi’, uiid die bciden Beriihniiigsjmncio 
liegcii inii dcm Aeliiilicjhkeitspuiioio A in gcrador Liuio mid sind in ]3czug 
aul’ donsolbon [lotciiydiallcndd* 

man an, dio bciden Kroiso AJ, lallon in ciiion einzigoa 
Kroi>s ylAj zusaiiinicn, so Iblgt lenicr: 

jjkl die Iklenz oinos ICreisos i\J,^ in Beziig aid' den Aolmlichkeilsjnnml 
^'1 zwcior gcgobeiKni Krcdno j]/, glcioli und gloichartig mil dor goniciii- 
s(diartliclicn Pofonz dor Iclzloren Kroise, in Bczug aui dcnsolbon Piincj: so 
boriilni ’der Krois J/,, wonii or oinon der bciden Kroisc A/ horiilirb 
aiich zugleicdi don andoren, uud es Uegen die bciden Iicruhrimgspiinclo mil 
dem Puuct A in gerader Linio, iind sind in Hezug aid doiisolben poU^nz-^ 
lialtcnd/^ 


22 . 

Aus doiu Vorliogenden lasscn sioli uiilcr andorn nachslchondo inerk- 
wilrdigo Folgorinigon ziohon. , 

Es soien z, Ik vavo\ liolicbigo, in (‘inaiidcr liogoiidG Krcisc Uy N (d. In 
die Kroisc edDC luul feJCF) (Fig. 22 ) gogebon, AG soi ilirc lanio der 
glGiohon Poicnzoii (No. :i), imd von den beidon bcliobigen Kroisem vt, i\J 
bmihre jeder die boLdcii gcgcbcncn Kreiso nnglcioharlig; so I'olgt (No, Jll), 
class cler iiiissero Aclnilichkoitspuiicl yl, dor bciden Kreiso m, M in dor 
l/nuc OAlicgl, mid Ibrner I'olgt (No. 12), class dlo Polonz jcdcs dor boidcu 
gc^gebouen Kreiso N, in Bozug auf doii Aolmliclikciispmicl y|^ gleich 
uiid glcicliarlig isl dor goiueinseliarUiclicn Poionz dor Kroisc viy i\I, in 
Bezug aiil' dcnselbcii Piinot. Dahor IblgL I'eriior, dass, wenn dor ICrois 
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(lie (Iroi Kr( 3 iso w boriilu’L, al^dnim aiich (lorj(Mii^^(‘ Kroi.s ;l/j, — 

\voIoli(‘r mil dom Kreise deii Vwmi u\ zuiii A(‘liiiiiohk(’i(.s[uni(ii, und 
in Uezu^ aiif (l(}ii.sell)(‘n gleiclio und nloiolmrlii^fo goinoinHcliaflliclie \\\UnvA 
liai, wi(‘ clan Kivispaar w, M — die drci Kroise i\\ M l)(‘nihrL (Nu. i^l). 
Es isl klar, (lass cin OIrich(‘s von (dnom Iblgondon Kroispaarn v//,, M,, 
\\t1g1i(‘s sich an das luvis[)aai’ il/, anschltossl, gilt; u. s, w. iMan ziohl 
daraus J’olgonde Satz(‘: 

,Jk‘.sc]iridl)t man irgend z^v('i holiebige Krcis(‘ jV, von doiK^n jod(M’ 
z\v(si, (ler Grosso und Lago iiach gogc^beno, in oinandor li(‘gcnd(‘ Kreiso w, 
N ungl(Mcliartig btu-iilivt: so liogt ihr iuissoivr Aelnilitihkoitspunct A in dor 
Jaiiio dor gloicbon l^jlonztMi d('r gogobomm Kroiso; und bc'scliroild 

man Corner aufglomlm Widso dii' fvroispauiv m^y il/,; il/^; yl/,; . , 

woioJio sioK an oinandor anschlic^sson, d. Ji., wlclm oinandcn’ d(‘r Ordimng 
naoh bonihnm: so hat jV'dos dicscr Kroispaaro doitsolbon Ihuict ^1 zum 
aussoron A(dmliclikcitspunot,“ 

Donkt man sich di(^ Hoilio Kroiso My il/,, y)^, *'•) doncn 

Jothu’ die boiden go'gc'bc'noii Krcdso iiy N ungloicliartig berilliri, und wohdu' 
cjjiandor dor Heiln^ nach boriihroji, l'orlgcsot/,t, bis man wiodcr nacli dom 
crston Kixds A! zin'indckomml, und so w{3itoi' ini l^ing hcriim, so siud fol- 
gonde vorscliiodono hallo moglich; (^ntwoder kohrt die Uoiho in sioli s(dbst 
ziiriick odor niclit, d. In 1) (UiUvcidor golungl jnan sclion, wcnn man yiUm 
orsien I^lal zu dom Krcis M zurii(ikkohrtj zii oinom Krcjiso ylA, welclior 
sick chmi Kroiso M anschli(?sst, so (la>SH d(‘]‘ darauC folgondo Krois M-f-i 
mit dom Kroiso il/ zusammonfallt, odor maji golangt <jrstj w(3nn man 
zuin z\voitcn, dritton, viortoii , . . Mai mudi dom AnfangsgU{'do der Roilie 
zuriUdckolirt, zu oinom solchon Kroisc ilA, wolclier sicdi gcrado an don 
Krois M anscbli(\sst; odor 2) man gvlangt uio, so lango man aucli dio 
Roilui (brlsoizon mag, zu oinom solchon Kroiso, wolchor sich dom Kroiso 
M anschliosst, so dass dor Ibunn, in Avelchom si{jh die Roiho bofindeb I'iir 
dio icdztora Incommonsurabol ist, Da nun luudi dom vorsLohoudcii Hatzo 
dio Kroiso ..., rospoctivo mit don Kroisem My jl/,, yl/, 

don Ihmot^l zuni aussoLTii Aohnlichkoilspunct lialxni: so folgt, class, woini 
man in dor loizterou lioilio von Krciiscn nach oinom odor nach mcdirorcm 
Llinlauibn, zu oinom solchon Kroiso golangi, Avolcher sicli dom Kroiso 
y1/ anschliosst (ilm boriihrt), daim aiicli in dor orstoron Roiho, dor chon- 
soviolto Krois 7/y^, sich dom AnCangsgliodo ( 7 //) dicsor lioilio anschliossl, 
und dass die Renho iny ... <d)on so violo Umliiufo onthlilb 

alsdioRoiim d/, i/,, d/y, ... ilA. J)araus scliliosst nuui folgomloii mork- 
wiirdigoii >Satz; 

,,Ist dor Zwisidiouraum zwischon zwoi, dor Griisso und bage^ uaoli go- 
gchonon, in oinandor liogoiulon Kixnson ny Ny fur oino hosiimmto Koiho 
Kroiso d/; d/p d/,, . dA, vou donon jedor jono hoidcii uiigloichartig bo- 
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rnlirl, mifl welclio oinaiidor dor Orcinung iiach hcriiliron, cominensiirubol, 
d. h.j bosichi dio Keilio aus tr+1 frUe<lcni, wdcho Umliiafo bildoii, imd 
iK'i’ilhri dor Icizlo Kads Mdedoruiii don orstcn i\f: so ihi dcrsoliio 
Zwjschcuraum fiir jedc beliohigo Koiho Kreiso Wp 7//^, wt> 

loan auch das Aidaiigwglied m annohmou mag, conimoiisurabol; uiid os 
h(*sto]U (lie lotztoi'e Kcilic obonfalls aus Gliodeni, wclclio u Uniliiulo 

bildoiij ^vio jeno orstcre Roilio.“ 

Es foigt aus dic.soin Satzo yAigleich: ,, class, wcjui dor gcnaimic Zwiscilioii- 
raiun fiir iigc^iul oinc* bcsliimnlo Ruihe Kreiso Jl/, iV^ il/^, . . , incjojumc'ii- 
surabcl isl, cr alsdann fiir jede andoro licilic Kroisc Wj, . , . oljeii- 
falls iiicoinmcnsurabol isl/^ 

Es ist nooli zu bomovlccn, dass, im Fall die genannto Roiho in slcli 
zuriickkolivt, cL i, coininciisurabtjl ist, iind die Zalil dcr TJinliiiifo dcr- 
selboii bezoiclmct, daiin dio Zalil dor Glicdcr der Rciiho niclit kloincr scin 
kuim als 2?^+!. 

Alls dcin Obigon folgl fornor: ,,dass, woiin y„ 11, dor Kreis q dio droi 
Kreiso N bcriilirt, dann aucli dovjenigo Krois Q, — woJcbcr mil 

ihm don Piuiol zinn ausseren Aehnliclikoitspiinclj itiid in 13Gziig aiif 
dicscii, gloiclio und glckdiarligo gonK‘lnxtjhaftlicli(3 bat, M’ic dio 

Kroispiuirc d/ und 7a,, d/,, — dio droi Kroisc i\fy d/,, N bcriiliri.; odor 
duss also uingokolirl, die boideii Kreiso </, mdcdio man in die boidon, 
ciimnder ontsproolioiulon, Arhcleii (krummluiigen Droiccke) bed, JUl) |)e- 
solircibl, mil den Krcisiiaaron ?//, M und K eiii und doiisclbc'ii I'uncl 
A 7Aim AcliiilicI>koi(spimoL, uml in llozu}^ auf clicscn gloiobo und gloich- 
arligc g(iniein.sclmrillche Potonx liahen. Rbcn so Imbon diejouigon lioidoii 
Krriso o, 0^ welche mini in die Arbolcn b(\f und /i/iV*’ bosclmsibl , dcii 
niimliclu'ii J’unci A xuin iiusHOi'cn A(‘linli(;hl{oils[)iincl, und in liozug aid’ 
dioson glciclic inul gloichaidigc goinoinsohaftliolic Polciix, wie jodcs dor 
gcimnuten ICi-oispaai’o. Uud besclii'oibt man I'cnior in zwei non ontstandono, 
oinaiidov cntsprcchendc Arbolcn, wic 7-. B. in don Avbolos bhk, wclobov 
zwischon don droi Kroisen vi, q licgl, mid in don onlsprodliondcn Ar- 
bolos HJIK, wolohor 7,\vischeii tleii droi Kreisen M, A/„ Q liegt, zwoi Kroi.se 
R: so baben avicb dio.so don nihnlichon Punci A 7.um iiussoron Aciin- 
ilciikoitspimcl, ii. s. av., von GoachloohL xu rTCsclilcclil, bis in’s Ui)ondliclic.“ 

Alio die A’-orslclionden Sillxo linden auf gaii/- glcicbo. Weise Slatl, woiin 
anstatl dor boidon in oi nan dcr liogcndcu KreLso ?i, A', xAVoi aussor oin- 
aiidov liegonde Kreisc gogolicii sind, wio man IcicliL einsolicu Avird. 

I'onior linden bei Kroisen, dio in ciiior und dorsclbcn KiigoldiiclK' 
iiegon, .so wic iihcrJiaupl lici cboncti Giirvcn, die in ciiicr und dorsollion 
Placbo zwcilcn f}rade.s liogen, iihnlicho SiUxe BlaLL. Eiullich linden aiicli 
analogc Siilxc bci Kiigohi ini llamnc .Stall; von AVclcJion Allcra, iiobsl 
iilehrorciii, an cinom andorcii OrL ausfiihrliclicr gcliandolt Averdou soil. 
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i)a (lio ]?Griilii*iiiigspuncic dy I), in wclclicn der gogcbeno Kroi.s iV die 
bo id on Krciso M bcriilirl, mil dom jiu«Hcron Aohnlicliboitspmici A dor 
loi/lonni Kreiso in gonidcr Idiiio liogon (Nn. H): so Iblgl, dass, wiiii man in 
doin Punclo d an die hoidon Kroiho w/, N (Fig. "^5) dio Taiigonto da Icgf, 
wol(;lio die Jdnic dor gloicbcn Potemon AG dor gegcbenoii KroLso 7i, N 
in doin IbincUw/ sclinoidob daim dor ICrcis m mil keinein andcreii Kreiso 
M odor [X, wolclior dio gogobonon Kreiso n, N imgloichartig beriihrt, den 
Jbnict a ziun Aohnliohkoilspunol luibeii kann; soiidcni dass violmclir 
dor li us sore Aolndicbkcilspuncl, welchon dor Krois ni mil irgond ciiioni 
joiior Kreiso gomoin lial, onlwodor nl)or odor unlor dom Piinct a (in dor 
Idnie ^\G) liogl, je iiaohdem sioh dor lotzloro Krois (il/ oilor p) auf dor 
oinen odor auf dor auderon Hoi to dos Kroisos m bollndol. Z. Ik, dor iiussoro 
Aclinlichkoiispunci dor Kreiso A/ liegt oberlialb, iind dor iiusserc 
AoliiiliolikoilspuncL a dor Kreiso m, p liegt untorlialb des Punotos cl 

Dajodo bolicbigc gorade Unic wololio durcdi don aiissoron Aolm- 

liolikoitspiincl dor beidon Kroise Af golil, oinc iiussoro Aolndiohkoils- 
linio diesor Kreiso isl (No. 7), d. h.j da dio aus don MiUolpunoton vty jV luicli 
joncr Idnio gozugenen Paralloloii wy), Ml^ sioh wio dio Ibidien der Kreiso 
VI, j\/y odei*, woiin man diese Radion duroh r, R Iiezoiclinel, wio r zii H 
vorlialton, so isi 

mp^ _ 

' r ~ ~li ‘ 

KIkmi so hat man, wonn man nach dor Idiiio (/Try;, weloiio duroh den 
iiiisseron A(‘lmli<dikoilspunoL a dor Kreiso 7//, p gold, die Ihirallolon vl/l pir 
zi(dil iiiul dmi Radius des Kroisos p duroh p bezoiolmot: 

mp pit 

-r p 

Zi(‘hl man nun dio gcrado l/mio aT:^p/]i so sohnoidot sio odbiiliar 
von den Jiinion pir, A/P dio Sliioke Pl\ ab, so dass Iblglioh tier 

Quolienl grbssor isl, als joder dor beidon Quolionten uud 

DartLus Ibigl, dass dor Quolieiit dos Kreises m (tier doin Kroise vt zuge- 
hbrigt^ Quotient) oin Grbsstes (Maximum) ist. Das hoisst: 

„Zi(^]it man aus irgond ouiern Ihniol a dor Linie dcr glcicboii Potoiizon 
(^1 G) zvveior g’cgtsbonoii, in oinander lit^geiulen Kroise n, N, oino boliebigi* 
gorado binio ap, und fornor aus ilou Mittolpuncten vi, p, A/, . , , boliebigov 
Krtuso m, p, J/, . . . , von donon jodt'r dio gegobonoii Kreiso uugloichartig 
borillirt, mioli jontu’ biulc ctp, in irgond cinor Richtung, dio Thirallolen vip, 
p-ir^, ... und dividirt diese ilurch dio Radion r, p, U, ... dor 

respoolivon Kreiso vi^ p, Af^ ... r so isl (lor Quolionl desjenigon Kroisos m 
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{(L Ji. dor (^UioUenL, wcicher y,ii iliosrni Kroiso <>'olinrt)j wlchoi' iiiit (torn 
Kiviso N ziisfimtnen von ilor Tangeiito (uf in einom uml flomsolhoii BuncL(‘ 
(J hcrulirL wini, unler aJlon iilmgon Quotionloii dor grdssto.^ 

Ails gum gloiclion Griincleii ist auf dor amloreii Soiio dor {fp: 

,,dcr Quotiont dosjonigoii KroiHes w/,, wtdclier mit dem Kroisc iV znsamnioii 
von dor Taiigonto ^((l^ m oinoni uiid dejnsclboii Piincto //, Imidiliri wil’d, 
II II (or den {^hioiiontcn all or dios.soits Uegondon Krei so dor grossto/^ 

Niniint man die i^iiorsl Imiraotitoto 8oito dor Linic al.s posUiv, iind 

die loizlcro als nogativ an, so ist alsdaini: „dor Quoliont dos Kndsi^s 
ill IJo/iig auf die Liiuo <lor grdsstc positive, iiad dor Qiiotioiil dos 
Kndses w/, ist dor grdsslo iiogative/' 

In IJoziig aid* oino ajidero rdnio alior, wolchc die gogoboneu fCridso 
jfy N nioht, wie die Linio (fp, sohiieidot, ist von don (Juoiiontcii dor belden 
Kroise dor oiiic iiiUer alien iibrigeii dor gnissto, und dor andoro 

dor Idoinste. Niimlioli: in He/nig uiif irgoud oino biiiio wolelio don 
W'iiikol tlioilt, ist dor Quotient dos Kroisos vt untoi* alien iibrigon 

dor kl(‘inslo, kind doi* dos Kroisos imiov alien dor gross!, o; ttagogon isL 
in Ho/iUg anf irgcnd oino JJiiio wolchc dcii 'Winkol Ga'?}l^ ihoill, dor 
Quotient dos Kroisos in imtor alien iibrigcn dor grossLo, und dor dos 
Kroises )n^ iinior alien dor kloiusto. 

Nacli tiem Ilislioiigon kaiin nun die nachslohoiidc Aiilgalio loitdii mid 
ologaid. goldst werdom 

A u f g a h c. 

„Wonn zwci boliobigo, in oiiumdor liogcndo Kroiso N, dor (Irosso 
und bago nacli, gogobon sind: so soil man untcr alien fvrcison m,, p, 
iA . * . , von (loiion Jodur jone bnidon nnglcichartig horulirt, donjonig(m 
linden, desson Quotient in lioziig auf oino gegoboiio gorado I/inio (up o(l(‘r 
f(p^ odor up,) cin Wavimuin odor eiii Ifiuimiim ist, d. li. dass, wonn man 
aus den Millolpunelon 7n,, |jl, Af, . , . joiicr Kroiso, naoh dor gogobonon 
gormloii Linie, in irgend oinor liiclituiig, Parallclon ziohl, und dioso dur(jli 
die Uiulien dor rospociiven Kroiso <livLdirt, dann voii dieson Quolionton doin 
gosucliton Kroiso dor griisstn odor dor kloinsie zugolioro/* 

A ii f I d s ii n g, 

1) JIan Imsolu’oibc oinen willldirliclioii Kreis ii", wolclior die gogobonon 
Kreiso 71, iV. in don Puiicion A B, sclmoklot, imd zioho die Sobncii 
A A,, welcho dcrscibo mil don let/dcron Kreison gemoin hat, und wclclu' 
Sohuon oiuandor in oinenx bostinmiioii PiincLe (! schneidon, 

2) Aus dem Pimoto (• fallc man auf die Axe 7iN dor gogobonon 
Krcisc das Lotli CGa, Avelclies dio gegelxouo gorado Idnio (uj) odor ap^ 
odor ap.J in dem Puiiel a sdmeidet, und wclolios botli dio Linio dor 
gloiclien Potoiizeii der boidon gegeboiion Kreiso n, N ist (No, 4). 
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;>) Ails dom VmwA, a lo^(‘ man die Timi^'ontoii ad^ ad^ an 

(lie ivo^clumon Kroisc N, wolcho die’ lol/deron in don l^motoii /y, d 
d^ honihroit, mid lioschroiho 

-I) (licjenij^on boidon Ivreiso w,, Miii doiUMi dor orsioro die t^oge- 
boiicMi Kreiso v/, N in don Piiiioton (\ d, inul dor lotzloro in den Pimoten 
e,, //, la'riihrl (§ I No. 4); so loisbm diose, wie ans doin Ohigon Iblgt, doi 
vnrgologtoii Aulgabo (loniigo. 

]3escliroil>i man (orner diojonigen boidon Kreiso v, v, , von donen doj' 
orsio (lio gogobonon Kroise N in don Punoten d, und dor lolzloro 
in don Punoion d, bornhrL; so folgl ans ganz ahnlichen Griimlon, (lass 
(lioso Kreiso dor Aulgabo (ioniigo loisLcn, wonn nnior alien Kroisen v, Vj 
wolohci die g('gol>emm oloi(diariig (anslall, inigloioliartig) boriihroii, dm- 
j(Oiig(m V(n’liingl wordon, doron Qnotionton, in Hozug aul' dm gegeboiio go- 
rad o ljiiii(’, oil! ]\lavinium odor iM ini mum soiii sollen. 

I^s ist nocli zu bomerkeig duss Alios, was in dom Vorliogoadon (No. 23), 
ill Ho/iUg an!' die boielon iiiei minder In^geudcm Kreiso n, N gosagL wurde, 
aucli anf ganz iilinlioln^ Winso, in Kozug aiif zwei aussercinandcr liogondo 
Kroisi^ Stall lindel, Pernor (indon amilog(i Siiizo b(d Kugolu im liaiimo 
Siaf.L Wliron z. B. anslall dor Kroise N zwei Kiigeln, und auslall 
dor goradon binio ap (odor odoiw^/ij irgoiul oino Kbone gogoben, und 
man snllLo uiilor alien Kngoln, ivolelio dio gogelKunm boidon Kiigtdn bo- 
riihron, diejonigon linden, (ler<‘n Quoiionton in B(»ziig auT die gogebono 
Kbono oil! jMaxiinum (jdor Aliniiuum sind: so ware die Aullosung dor vor- 
iiogondem lioi Kroisen ganz aliiilieh. Niimlieh dio liiionon AA, und ^/i^ 
(lor l)ur(ihsehniUskreis(‘. (unor wiilkiirliclum Kngol K und dor gogobonen 
Kugeln N, solmcidoii oinandor in (dnor bosLiminloii goradon Ijinio 6' dio 
diindi diose lanio golionde imd znr Axo NnG sonkrochl sloliondo Ebeno 
('Ga solinoidol die gegebeno Khene pa in einer ItosiimmUm binio nnd 
(lie (lurch diose Binie an die gogebonon Kugeln gel(’gton Boriilirungs- 
eb(5nen, boriiliron diosolbon in cKn namimhen Puneleii (i^J dy dp in wol- 
chen sie von don gi'suchleu Kugeln Wy /«,, v, v, boridirl wordon. 

§ VL VnmngonKnimiiing einos von I’apiius iilioil infer ten (alton) Satzos. 

24. 

Pappus (( 'oUeMtionoii lindkematimVy Uhr. IV. vomXlj. his zuni XVill, 
Theorem) liowoisl (blgondeii, wie or sagi, alien Salz*'): 

pBcsohreibl man eiiio Hoilio Kroise '/^p Wj, ... (Pig. 24. 25), 
von denon jedor die boidon gogoboiion, oinandor in B boriihreiulen Kroise 
il/p 4^ boruhrl, und welchc oinandor dor Roiho iiacli (iiussorlich) borilhren: 


') yyCircum/ei'lur in (/uibusdam Ubris aniujua proposkto htiusmodi.^^ 





4S 

SO biUlen die Qiioticnieii, dio ciiistchGii, %venn man die auf> dcii MitU*!" 
inmctcii geiallten Lotho 

diircli die Kadien , Tg , , . . i\ dor rcspectivon 

m,, iftj, divitlirl., rolgemlo a.rithiiiotisclie Ikdhe: 

ti) AVeiin ilcr ILitLolpiuicf cles erstcii Kroiso.s dor 
Hoilie in der A\o dor gogobonen Krei^io liegt, so isi (Fig. 24) 

'}nj\ nnj\ mj\ 

» "9 > . 9 ... 

^1 .* » ^ ^ /‘\ 

gfeich 0, 2, -I, C, ... J).2. 

b) W(M)H der orsto Krois w, dor geiiaiintcii Roihe die Axo A/, M, di'i* 
gcgebciicii Kroi.se boriilirL, .so i.sl (l''ig. 

WaA W'xA 

'i ' ' ^'t * j > ■ ■ ’ 

glcicli 1, 3, 5, 7, ... 2 , 0 — 1.“ 

Oder dor oigonLliolio Salz, aus xvciclioin diese boiden Fiillo (a, b) blo.sst' 
]'’ol»oi'nngcn sinil, ist der iiiiciistclietule (^'JVtt’orcut XV. lihi'. IV.): 

c) „Wciin zwei Kroisc d/„ /!/, (I'^ig. 2G), die cinandor in B boruliroii, 

dor Giussc iind J.agc nacli geg(!bon .sind, itnd man bc.sclircibt irgond z\vi‘i 
boliebige Kreisc m,, w., woicliu cinandor in h (ansscjdich) boruhren, imd von 
denon jedor jouc bcidoii Kroiso IjcriiJirl., flillt .sodaiui airs den j\littol[)uiioU‘ii 
/«,, m. aui dio A.ve dor gogobonen Kroiso die JiOtlio vl^ l\, vi^ J’,, iinil 
dividiii diese Lodie diireii dio Hadioii v, , r, dor respcctiven Krei.so ?/<,, 
in/, so isl dor dem lol./,torcn Kroi.so zugehbrigo Quotient inn 2 gi'iissi'r 

als dor orstcro, d. li. es i.sL 

odor, M'ic .sich Pappus ausdriiokt: das Loth plus dom Duvchniossoi’ 

lies zugehiirigen Kroi.ses vorliiilt sioh y.u cliosem l)urclunp.ssor wio dus 
both W(.7* Kinn Diirtiluno.ssor doa '/-ugcliorigon Krciscs d. i., 

w, /Vl-2r, „ 

2 r , 2kj~' 

Bcdient man sich dor iliiirsinittcl uucl Kuuslausdriicke, wclolic in don 
voihorgclienden Paragraphon (f, il, III) ciitlia.]ten siud: so kann der Hal«, 
wio folgl, bcwio.scn wordoii. 

A. Dio gcrado Janie ATi (Fig. 26), wolche dio boiden gegebonon 
Kroi&o jl/,, A/^ in doin Jknicto li boriihrt, ist y.uglcidi die Linio dor glololioii 
Polonzoii doT.selbeii. (§ I. No. 3.) 

B. Da jedor der beidcii Kroiso A/, , AIj dio beidoii Kroiso •?«,, 7 w., 
glcicliartig boriihrt, so Jbigt: 
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o') (lu.ss iliti Linie BA (als J4nic dor gloichoii Voloiiy.cn dor Kroisc 
4/,, jl4) durcli don aussoroii Aelmlichkcilspimol dor Kroisc 
gclit (Nu. 13), und dass duller dcr rutiol in wolchem die 
Axe die 'rangeuto BA sclnieidct, dor iiiisscro Aolniliclikoits- 

puiici dor Kroisc m, ist; 

P) (lass roriior die aiis dcii MillcJjuincicn w,, iiaeli dor Linio AB 
gozogenen PiiraUolliiuoii sieh vorlialton wio die Kadicii r, dor 
rospoctiveii Kroisc 7;/j, (No. 7), dass also z. Ik 
Am,/, Aon^ — r./,r^] 

und, da ^1 /i, zu dor Axe Bj\J/\I^ senkrochL, miiliiii 

untcr sicJi parallel sind, dass aueli 

BP/BJ\ ^ vvn; 

Y) dass cndlich jedor dor boidon Kroisc ilTj, J^f^ in Bozug auf den 
aussoron Aohnlichkciispmiet A dor Kroisc potciizhaltond 

isi, so dass das Quadrat dor Tangonto ^1 B gloudi ist dor gomoin- 
schal’tliction PoLcnz dor Kreise vty, ?«., in Bozug auf ihren iiiissoreii 
Acimlichkcifspunct A (No. J2). 

0. Da fernor aiich das Quadrat <ler Idnio Ab gloicli isi dor gcmoiii- 
sclial'tliclion Potoiiz dor Kroiso w-, , ??/,, in Bozug auf don Bunol .rl (wcil 
ill doin Bcidilirungspunci b zivoi potejizliallondo Piineto (No, 12) ziisaminen 
fallon): so I'olgt (y), dass A IB gloioh /!//”, uiid niilhiii aucli AB gloich 
j\b isL 

D, Nacli dor Voraussclzung sind die Itadicn m/J und myB dor KroJso 
'/Mj, parallel (sonkrocht zur Axe Bj\I/]Q, dahor liogon die drei Punoto 
Db(' ill gorader Linlo (No. 7); uiid da yl7^ gloicb Ab und vtjj gloich 
mj' (als Uadicn dos Kroiscs und aiich AB ipid m/* parallel sind; 
so liogon auoli dio drei IkuicLe BCh in gorader Biiiic, und luilhiii isi 
BUbD oino gcrade Innic. 

E. Ziolii man nun nocli dio gorado Dinle Bm,Ji!^ so hat man; 

E D : 6' ^ BJ \ : Bl\ = : -r , (B, p). 

odor, 'wpiin man bemorkt, dass gloich 

EV ; — r ^ ; r., 

und folglich; 

EV - n, 

und da aucli w,7J gloich ?•,, 

m^E = 

Nun ist fernor 

EJ \ ; 7\ ^ BI\ ; BP, = r , ; (B, p), 

odor da 

E 1\ — P^ i? — w , Pi -P 2 i\ , 

so isi: 


StuI 111*1 '<4 Woiki*. 1. 


4 
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]0ini$'(! freomctnsdic lieliiivliluni'cii 


und folglich; 


I , o 


'J'y 


^velches dor obigc »Satz (c) UL 

[In iloiii Piillo^ wo dio Krc3t>e i)/j, J\J, aicli iiusscrlicli boriihrtin, Iviinii 
uinor tier Krelsc ?n,, v., B. dio drci {indcrcn aucli oiiischlio.ssoml 
bcriihron, niid daiin gilt dio Okicliiing: 


2- 


I w 

wcIeliG in iilinlicher Wcise avjc die voratcliende bowiescii wird.] 


Doidtt man sich nuii ehic Roilic Kroisc Qn^^ ?n.j, 


m. 


vu 


YOU denon jedcr dio beidon gegobeiicu Kreiao beriihri, und wolclio 

cinaiider dev Roilie iiaoh (iiuaacrJicli) boruliioii: *so liat man nacli dom yoi'~ 
liogeiidcn Satzo: 


+4, 


■>i 

' 1 

m,J\ 

>d 


■J'l 


. — _j-2 — 









Oder, wenn man zui* Abkiirzung 



1). 


gloich <}y und 

1H\1\ 


Hotztj SO iat; 

^3 '4 

Sotx,t man (/ glcich 0, d. li., iihnint man an, dorMittolpimoU^, des orolon 
Kroiaes liege in dor Axo Al. dor gogobonou Krciac (Fig. 24), ao lull man: 

J^^4. 


Vi ■.) . 

A’., 


i^ = y-|-2(.r-l). 


— 2 (.a 1), 


welches dor obigo sjjaziollo Salz (a) ist. 

Und setzl man q gloicli 1, d. li., nimmt man mi, dev orsie Krois 
boriihre dio Axo dor gogcbcncii Kroisc (Fig. 25), so liai man: 

1 •! . Vs P. . p4 n . 

_ — ^ ^ j ^ ^ 

' 1 *2 




:2.V— 1, 


welches dor obigo spczicUo fSalz (b) ist, 

Es ist klar, dass dor llauplsalz (c) unveraiidcL’i walir blcibt, Avcnii 
auch der Krois M, sich Iminor mehr ansdclmt, bis or znlotzi in dio govatto 
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liinie BA libcrgclit; unci da.ss dicser Satz fcmcr aiich daiiii iiocli Stall 
fiiidol, wenn iler Kreis JV, durcli die gcrado Linie BA gogangoii i^t, uiid 
auf dor andoren Soite dcrselben Aviodcr als oigcnllichcr Kreis ziiin Vor- 
scheiii komnil, ho class nun die bcidoii Kreise iind cinander iiiisser- 
licli beriihron. Wen dicso Abloitungen niclit bolriodigcin, f(ir dcii bcmoj*ken 
wir, dasH dor Beweis fiir dio abgoleitotcu Pallo dem vorstohcjidon ganz 
iilinlich isb Papinis beweist jedon Fall besonders. 

25. 

WiowoJil wir boim crslen ‘Aiiblick dcs vorsteliondeii intcrossanloii 
Satzes die Vernfiulhung licgton, dasH dcrsolbo ciiior grosseren Ausdoliniing 
fiihig sein musse: ho fandoii wir dock nicht aogloicli den Wog, auf wclolicni 
dieses Ziol loicht zu errcichoii war. Das naclislcliende Vorfahrou, diircli 
weloliOH wir unscron Endzweclc ziun Thoil erroiclileJi, ist zioinlicli oinfaoli, 
kann uber vicllciciil, zuinal da nun das Gosotz bokaimt ist, iiocli aul\ 
oinem andoren, kiirzeron Wege bowieson worde]), JJas llaiiptrcsuUat, wolehos 
wir gofunden haboii und welches wir woiter iiiiton bewoisoa wordcii, isl 
das ])esUminte Gosolz zwisclion don Qiiotiontcii, die oiitstolicn, wonn man 
auH don Mifctelpiiiicton w, , m., dcr boiden Kroise nu (Fig, 20) auf 
irgend einen l>elicbigcu Buroliinessor oiiics der boiden gegebonen Kreisc 

J/, (anstalL auf dio Axo (No, 2*1)) Lollie Killt, und diese durch 

die Radioii dor respociivoii Kroise w,, cUvidirt, 

AVir boinorkon lucr bcilaidig, dass nun nooh die folgeiide allgemoiuore 
Aulgabo zu losen iibrig bJcibl; 

„lilin Gosotz zwisohen den boiden Quotionlon zu linden, dio dadurcli 
ojitstolieji, dass man aus don Miilolpunolon dor boiden Kroise 

m.^ aul’ irgend cine gcradc Linio L LoUio fitllt, uud diesolbon durch die 
Radion der rospecUvon Kroise ?w,, dividirl (No. 24o)/‘ 

2G. 

Boruliron sicii dio boiden gegobeiion Kroise J/j (Fig, 27) in bo- 
rlihrt foj'ner joder dor boiden Kroise lUy M dio boidon gegobenon, liogt 
dor MiLlolpunct M dos lolzteron, in dor Axe ilTJil/j, imd bczeicimot man 
dio Radien dor vior Kroise j!/,, i)/,, m rcspoctivo durch iiy, li) r, 
so isl; 

AC^BC—BA odor 27^ = 27?, 

odor 

R = R,^R,, 

und andorerseils is I auch 

BAI == R,^'-\~Ry * 

ForJior isl: 


BPiBiV r\R (No. 24, B, p), 


4 ’»‘ 



Kinitfij ixt!aniohis 4 ‘lji* 


inid folglidi: 
0) 


BF : R.,-hR, = r : 

n f« R->~FR, 


. R,-R, '■ 

fcJctzt man aur Abkiiming das aus dem Mitlolpuiiot on aid’ die Anp 
d/, gcfiillte Loth wt/-* glcich p, und d/, gleicli £A, vlL gloicih u, 
i\fpit glcich A, Myi)i glolch i, so lindct man Iciohl Iblgeiidc Glciclumgoi): 

( 2 ) A=fi,-t- r; = JiJ>^ R, + U= R^-\- u. 

Nun isl vurmogo dcs vcclitwinkligen Drciecks M^Fou: 

F = ir-\-v;\ 

Oder wonn man u aus ( 2 ) and ( 1 ) substiluirt, 



= 2^'+( 

jRy "-I” 

R.~R^ ■ 

11 

2/tJ, 

R,-R, ■' 

jF 

> _ _z 

R,- 

'IR, 


-(/H-r))' 


r..-r: 


odor, wciin man doii (Jiiolionton ~ gloich q imd gloiali u sotzl, 


* i i o 


Iblgl. Auf glciuho Weiso findci. man 
( 4 ) /, - 

Alia dcr obigoii Oloiclumg F = (indot man (bnicr: 

= (i-h'pXt-r) 

“ (—K—- (- 4 ^ «'■) 


iiiid folglich: 

( 5 ) 

xiiicl ebon so: 
( 0 ) 




gi — 4 tc' 


L7= (/— 

4 (it -hi) 



Rnii|?o cfronidnsclH' MoljaolUuuj^Hi. 


m 


Enctli<jli er^clKMi sicli aub (2) uiul (3) unmiUelhai' fulgojidc WcmIIig ffir 
die RadicJi tier hcicloii gogcbcuen Kreisc M./, 


(7) 

dir 

( 8 ) R - 

filan siolit alls (3) iiiul (fi), ilass die bciden T/inicii / iiud v iininer 
m elem Uadius r comnienMirabel siiid, sobald ]> zu /■ (d. i. 7) luid Z?, zu 
H ., — R^ (d. i. %) eommoiisui'cibel isl. Hovor wir uiisorcii Ilauptgogonsland 
weitor voWblgoii, wollcn wir zuerst eiiiigo Mile, wo die gonaiinten Orosson 
fospoclivo coinmcHsurabol sind, l)cU-achlcii. Z. lb 

a) Nimrat man tt glcicli 1, d. i. R, gleicli 2/7, an, so lial man (GJ, 
(3) bis («)) 


I _ < 7^—1 
r ' 4 


und 


^ (/•'H-IO 

7" 8 ’ 


n 





und 




Bczielil, man dieso Ausdriiclcc auf cine Ueilic Kroise’w,, w,, ?h^, ... 
(I'’ig. 28), wololic .sich iinoinaiuler anschlie.sson, und wo dor JUUoipuncl w/, 
lies erslen dersolben in dcj’ Axe dor gcgcljcnen Krci.so liogt, so liaL 
q rospocLive die WorUie (No. 24, a): 0, 2, 4, (5, 8, . . . 2(«— 1), and 

ilalior lull luspccUve die AVcrllio: 1, 2, 5, 10, ... {n — 

die AVerthe; 2, f], 4, -'j*-, ... -- die AVcrllio: — J, 0, 

u 'V 

3, 8, . . . {n — 1)''’ — 1; und ondlich lull ™ respoolivo die VVortlio; — 2, 
— I, 0, I, ... ^ i; welchoK Iblgondo Tabcllc giobl. 


Kroise. 

w/, 



Wl, 

"A 

. . . 

w„ 

p:i' = q = 

0 

2 

4 

1) 

8 

. . . 

2(?i— 1) 

/:;• = 

1 

2 

5 

10 

17 

• • 

(«-l)“-l-l 

L-.r == 

2 

1 

4 

13 

‘a 

10 

. . . 

'T 

It 

ii\r = 

— 1 

0 

3 

8 

15 

' . . 

1 

U-.r = i 

—2 


0 

1 

(> 


(«-l)'^-4 

2 




gcoineti ischo jk'iiachtungon. 


r>L 


JIan sicht luoraus, dass die vior Mittclpimcic ilTj, jl/,, oin 

Kechleck bcstimmeii, dcsson Seiten iiiid hich verhalicii wio 4:3. 
b) Nimjjii man gloioli 3J?^, so is(, 


unci 

t Jj 

— — — ^> — 

i V __ (/— 9 

r 2 ’ r ^ 6 ’ 

lliciJiad) crliiili man Tiir oine Rcilie Kroisc . . . (Fig. 29), 

wolctiG sich dci‘ Orclniing nach bcnilireii, unci von dGueii dor orsle die 
Axg der gogobciicn I(i‘eisG boi’iihrtj so class also q respecUve die 

Werlho: 1, 3, 5, 7, . , . 2n — 1 hal (No. 24, b), folgondo Tabollo: 


Kroisc. 






, . . 

'fnn 

V :r = q= 

1 

3 

5 

m 

9 

. . , 

2«— 1 

^ : r = 

1 

5 

13 

25 

41 

• » 

2 

7y:r = 

ri 

;t 

i- 

■ 

■ 

<1 5 

3" 

, . . 

(2«— !)•-'+() 

G 

It \T = 1 

0 

4 

12 

24 

40 

“ 

(2n_l)»_i 

2 

U:-,' = 

-i 

0 


2 0 

“df 

i lil 

1 4 

(2n— 1)'— 9 

G 


c) Nimini man an, dor Ki'cis /!/, goho, durcli imendliclie Vorgrnssoriiiig, 
ill die gorado Jduic AB (Fig. 30) (Taiigoalo dos Kroisos M,) Tiber, so isf, 

IL glcicli oo, inilhin n glcicli — gloich 0, und dalicr 

oo — K. 


I 


Q' 



OO, 


Tj 

r 4 


r 

r 



CX3, 

cx>, 


U _ 
r 4 



((7) und (S)). 


Fiir oino Koiho Krcisc w,, m,, wclclic cinniidor der 

Ordiuing nacli boriiluen, und a'oh deiioii dor erste in^ die, zu dor Axo JSC 











Khu^r. J]oLhU'lituiip^cii. 


of) 

sonlvn'clit s to hen cl c. go ratio Unio (!D ist, orhiilt inaii^ da q rospootivo dio 
AVortlic 0, 2, 4, 6, . . . 2(7i—l) hat (No. 24, a), folgcndo Tahollc; 


Kreisc. 

m, 

"0 



"'s 



Wl„ 

p-.r=^q = 

0 

2 

1 

fi 

8 

10 


2(ji— 1) 


1 

2 

5 

10 

17 

26 


(«-^l)“+l 

ir-.r = \ 

— 1 


3 

8 

If) 

21 


(Aiy— 1 

Iiy:r = 

0 

1 

4 

!) 

16 

’~2f) : 


(«-!)» 


Wic man siohL ist luor))Gi die Uoiho dor Wortlio von —■ am aiillal lends ten. 


27. 


Es soi A(! (Fig. 3j) irgond oin bcliobiger Diirclimcssor oincs dor l)ci- 
deu gogol)onon Kroiso d/, , wolcho sioli in Ji beriihren, 'A. B. des 
Kreisos d/,. Don Winkcl y|d4d/,, wclolion dersolbc mit dor Axe d/^d/^, 
bildot, wollen wir diirch a, niul das aus doin j\[iitclpunct d/, auf don 
Durclimcssor J('/gclalltc Loth d/i7/ dnreh h bozoidmen. 

Von don Kreison von doiien jedor die beiden gegebonon Kroiso 

bcriihrt, soi dor lotztore ganz bcliobig, dagegou liege dor Miltolpuuct di 
do.s crsloron in tiom genannten Dnrdnnessor Ad, Aus den MiUelpunctoii 
fallo man die Lotho mP gloicli gloidi auf die Axo 

d/^d7y, und fornor aus dom MiUclpunot ?«, (has Lotli gloich A, auf 
don Durchmosser A('\ Dic’Badion dor Kroiso d/j, d4, nij vl^ bezoiclmcn 
^vir, wic oben^ diirch /t!,, r, /*,, uml sclzcn znr Abkiirzimg; 

d/,// , A , K, , 

so ist 


(t) 


Slim — 


i]f,U 


■■it.Q. 


HcKoichnct iniui fonicr dio Winkol und diirch p uiid y, 

so is(., wic lickunnl.: 


odor 


siiip = siii(a — y) = siim.coHY — cosa-siny, 


_A__ 

7n^ Af„ 


ML 


sin a — 


ML 


• cos a, 


und fbiglicli: 

(2) hy = /' jl/^.siiia— wi,/^,.cosc'. 

Odor wciin man fiir und myl\ naoh No. 26, wosolbsl .sin duroh w 






I'j i 1 li prr 01 ii<3 1 1 i^<‘ho Hoirar li h uiuf en , 


und }> bcKoichiiot hiikI, iiiro Wortlie •/•, uiitl r;,/', .scl/i, so konimt 


3 = 


sniff — .COSff. 


l)ic.se filoicliuug gill I'iiv jodon bolicbigcn Krcis w,, wclohoi' clio hi'idwi 
gcf(cl>eiieii Ki'ciso d/,, jI/, boi-iihrt. Fiir den Krcis m isi abor das bulti 
h glcicli 0, dahcr hat man: 




Slim — qr 


und milhhi: 


oosa = ‘aiim, 

■^^<1 


mP p 


Wird (liosor AVcsrUi von ccisa in die Olololuiiig (3) substituiiL, su 
kommi: 

(6) -5, ■ -Siv.7- ■) 

SoUt mull in dio^sor Gloicluing; stall sina (i) und slaLL 7|, 

Avu R dio Stollo anzoigtj wclclio dor Krcis tu^ iiacli'dcm Kroisc ?m oiiv 
nimnil, no crhall man: 

_ ( Cy+2»)*— 4ir- ^ \ 

- _ ^ (,h.2«)— 

= q.„.h.q.X:^.2„, 

IJcmoiict in<aii abor, dass nach No. 26 fU, (3) dio Jjinio 


mil/g — 1 = 




r und mP — p = qr, 


. f d^/TT 


und aucli 


nach 61. (t), folgUch 


sin a ~ Tc . Q 


Tc(j — — r".S— r 


0 _ 1 
^ 4y “ 



Kini)ii‘ ({PiiniotiiM In' lii‘liiu‘liliiuj>;<’i* 


f)? 


80 goliL clio vurliegciKh' Gloi(;liun|> in (olgcndi' iibor: 

(f>) — Qn^+'in, 

flas hoisst; 

„iMaii findat don QiioliciUoii (Aj : /■,) fiir ir{^oiid oinoii Krois ///,, welclior 
dlo hoidon gogohoiien Kroisc ^4, M, l^oriilirij in G(v.ug aur don ango- 
uoinmoiKni Uurclimo.ssor yl C; aus dor Slollonzahl n dieses Kroisos ///,, von 


(lorn Kvoiso vM an gorechnet, und axis dom QnoiioiUGii 


"74 


gloich Q dos 


Kroisos i)4, ill Bo/aig aur doiisolbcii Durchmossor ^16'.“ 

Liogi dor TvrcLs ?w, aid* dcr andcren 8oito dos Kroisos w, wio z. 1). 
(lor Krois so isl ?i als negativ zu botraclitoiij und man hair fur diosen 


Kali: 

(7) 

J)io lioidon ]*'ormoln ((>) nnd (7) golion aid' ganz glciolio Woiso, ^voun 
man anslall dos Durchmessors C, irgond oinon belicbig(*u Durclimossor 
dos Kraisos My anniinmi; imr wiirdo sich iin loiztoroii li’allc dcr (inoLionl 
Q auf don Krois M, boziohon. 

Dcr obigo alto Saiz (No. 24, c) ist oin spoziolku’ Kali dos vorliogondon 
Satzos ((iL (()) nnd (7)); man orldtlt ji'non, wonn man hoi diosom (1 gloudi 0 
solzi, (1. h. wcmi dor angotiummono Durclunossor A(J mil. dor A\o MyAf^ 
zimamnimdalU. 

Dozoiclmct man don Quoticidon — duroh ^4, und don Quotionion 

* 1 

oiiios Kroisos wclchor die SLclIo naoh dom Kroiso 

(iiiiniinml, diirdi 4!\» isi naoli (}1.(0); 


Qi “ Q 9 r-\- 27 iy 

Q. = 

Wire! aus diomi beidon (HoioJningon n oliminirl, so fiiidct man 

(8) g, = 

„J)ioso Olciidiung lolirL, wio man ans dom gogebonon QuoLiciilon g, 
oinos bosUmmtoii Kroisos w,, aus dom Qnoiioidon Q dos gogobonoii Kroisos 
il/,, und aus dor Jiahl — 1, wclclio anzoigl, die wiovioUo Siollo irgond 
oin bostimmlor Krois 9 ;/^ naiih dem Kroiso w, oinniinmt, don Quolioidon 
g^ dos Kroisos Wk, in Boziig auf don nitinlichon Durclimossor J 6^ lindon 
kann/^ 

8oizL man */; glcicJi 2, so liaL man: 

0)) Q, - y±2|/iq-VK?,+c>.. 

„J)ioso ]'\)nnt.>J lolu’t, wio man aus dom (iiiotionton Q dos {>ogohoiion 
Kroisos Jl/,, in iicKug auf don Uiirclrmosscr AC, und aus dom Quotionion 



I<<uii|ru i»ooinclns(‘li(" 


TjS 


it’l^cnd cincs hc^Umiulon Kroises in Bczni' auf deiisGlbcn Durcli- 
luossor, den Quotionlon dosjonigcii Kreisos in Eozug auf don niim- 
liolieii Durctinicaser, fiiidot, wclclior sick dem Kroiso aiiHoliliossL (d. h. 
iliii bci'iihriy^ 

Es SOI z. B. 


hi) isi; 


= = unci 

3^- = == 12 ±2 l/l'-4-l2;24-i-24 


:70 Oder =2. 


7 a}v Krlautorung dcr Bedontiuig dor gofundonon Formoln ( 6 ), ( 7 ), (R)» 
(S)), wollcii wir diGsolboii nocli auf oiuigo hcslimmle Uoilion Kroiso an- 
wcuden. Z. B, 

a) 'Nimmt man an, dor gogcboiio Krois (Eig. 33 ) bcriiliro don gc- 
naunton angonoinmonen Duvclimossoi’ AAl^Cj so isl Q glcicli 1 , und duller 
erhiill man fiir oinc Rciho Kroiso; p-y, p-,, qh, ,,,, 

d. )n, fur ciiio Roilio Ki’oiso, aycIcIic sich zii boidon Soitoii dom oben go- 
nannlou Kreis m unschUosson, und wolclio cinamlcr dor Ordnung nach 
boviihron, folgendc Quotionlcn (’wenii man dio aus don MUiolpuiicloii: 

- • • P-i* Durolunosscr A C gcfalUon boihe duroh 

die Radion ... p,, r,, dcr respooliYon Krcisc Wy 

♦ . . dividirl): 


Ivroise, 

V;, 


1-., 


P'l 

m 

Wi, 

m. 


... 


It _ 

— 2« 

! 

1 ^ 

1 0 

1 

1-1 

\ 0 

i 

:) 1 

8 ^ 

irJ 

' * * 1 

i 



li) Bolzl man ^jglcicb 3 , so flndcl man liir oiuo Hoilic Kroiso; , , . p.,, 
my 7 M,, vt,y , . , (Eig, 33 ) Iblgondo Quotiontcni 


Kroiso. 

1J-.I 

... 


V-.T 

l^'i 

P'. 

m 

711^ 




... 

Wn 

k __ 

j2?i''‘ — 2>i! 

... 

24' 

12 

4 

0 

0 

4 

J2 

24 

,40 

... 

2?i^-l-2?i. 


U, H. ^V, 


Es kami noch bomorkl werden, dans dio yillzc iiiid Vormoln, wolcho 
wir blslior in Bc/Aig auf die bciden ciu under iiinerlioh beriihrondon Kroiso 
d/,, aufgcstolU haboii, auf gnnz ahnliclio ^Voisc boi zwei sioli iiusscr- 
lioh boriihrenden Kroiseu Statl fiiKlcai> und dass sic fornor auoh dunn nocli 









l‘/iiii){0 jroiiinclnhclio IScliarhluii^AU. 


09 

Stall: findcii, wciin dor cine Kreis (d/,), cliirch uiioiulli<5lio Ver^missoriuig, 
in 01 nc gcradc Linic iibergolil. 


28. 

Aus ctem obigoii altoii Satze (No. 24, c) hissca Kich luitoi undoron 
aiich naclislohondo inlerossaiite Folgoriiagon zichoii. 

Liegon die Mittolpuncie dreier hclicbigoii Kroiso 4/^, m (Fig. b4), 
wolchc cinander, paarweisc gonominon, in don drei Puncloii Ay (I be- 
riihreii, in einor goradon Uiiio: so isi, vermogc dos alton Salzos, das aus 
dom irittol])uncto dcajonigen Kroises wolchor jono droi Kroiso be- 
riiliri, aiif die Axe gcfallto Loth gloicli dem doppoUen Radius 

vi^D dos Kreiftos Dcjnnach isl 

VD = Dm,, 

Es ist War, class dassolbo Slalt findot, wonn man sich, aiisiatl dor 
gonaiinton Kroiso il/p il/g, w, Kiigolii donlct. Fornor ist Icicht zu 
.soheiij class jodo Kiigol, welclio dio droi gcgcboiicn Kugolii il/,, jl/^, m lie- 
riihrl, wo sic sicli auch boliiiclcn mag, glcich der Kugol ist; nnd class 
fornor dor Ort dos Jliitclpiincts oinor solclion Kugol, wololio dio drei gc- 
gebonon Kiigoln d/^, m beruhri, cin Krois isL, d(3ssoii Radius gloioh 
Pm,y und class dio Ebciic dieses Kroisos, wolelie wir (lurch 7^ bozoiclitmn 
Avollcn, in dom Piinoti^ zu dor Axo scnlcroelii sloht. Dc'iikt man 

sicli nun oino lloiho Kngohi ?«,, wolclio ciinindor den* Ordiumg 

iiacli boruliron, und voii douon jodo dies droi gogcbc^non Kiigolii 
in bcriihrt: so folgL oflcubar, da 7^2} gloichw?, D, dass dio gonannlo Ebeno 
E init'jonoii Kugoln {m,^ oino Durclischuiitsfigiir bikloi, 

wolclio dor Ji'ig, 35 gloicli ist. Nun ist abor loicht zu schon, (lass man 
urn oinen bostimmton Krois P (Fig. 35) gorado soclis Kroiso m.^y 
Wj, Yon donen jodor dom Kroiso P gloicli ist (J^D gloicli 

so hcrumlegeii Icaim, class jeder don Krois P boriihrt, und class sio oin- 
andor dor Rcilio iiacli boriihren. J)araus folgt nachslolieiulcr Salz: 

„Ror(iliron irgond droi boliobigo Kugoln il/,, d/j, in (Mg, 34), doron 
SliLtoIpunoto in oinor goradon Linio liogen, oinandor, paarwoiso gonommon, 
in don droi Pniiclon /?, A, C: so komicn in dom Uanmo, wolchor zwischon 
don drei KugoUlaoIicn liogt, sochs gloichc Kugeln 7/?^ 

bo.schriobon wordoii, wolesho oinandor dor Roilm nacli Iioriihron (die Kugol 
beriilirt dio Kugol 9a,), und von doiioii jodo dio drei gegobonon Kugeln 

il/j, m bcriihrt/* 

Mittolsl oincs bestimmten Satzos bei Kugoln, wolchor oincm Sntzo boi 
Kroisen (No. 22) analog ist, folgt aus dom Torliogondon loiclit naoliHiohoii'' 
dor sohr inorkwiirdigor 8atz; 

„Wonn irgond droi boliobigo Kugoln oinaiuloi* boruliron und 
man boscliroibt oino Roilio iCiigoln ?}l^y wolcho Ginau- 



Kiuiofo ;>eoineinsclif5 Boh iicli tun {ion. 


iW) 

dor Or dll ling iiaoh horiihron, unci von do non jodo jonc droi 

Kugeln licriihrt: sohliosst shdi iminor die soclisLo Kiigol diosor 

Ivcihe, wo man aiicli immerliin die orsle anuclimeii mag, goradc 
an die OTsto am Und fcviior liegon die Mitielpiiiicto cliesorRclho 
Kugeln imincr in eiuor und dovselboii Ebeno, und zwar in oiiici- 
und dorsolbon Ourve zwcLton Grades.^ 

Zuin 13c‘inpiel: „Wei)n die droL gegobenen Kugolu i)/,, d/,, \i (Fig. B-L) 
oinandcr, paai'wcisa gonominoii, boriilimi; so Icaiin in dciii Raunio, wololior 
/.wiHclien diosen droi Kugolfliiclioii liegL, oine Rcihc von sechs ICugoln 
1^.0 Po H- 4 ? Kugol, odor das Anfungsgliod 

dioser Rcihc anncliinon mug, so bescliriebeii wculon, dass sio einandor 
dor Ordming iiach lici'idircn, und class jedo dio tb’ci gogebenon Kugoln bc- 
riihrt; unci die Mitlclpunetc dicser sechs Kiigoln liegen in oiuor bcsliinmlon 
Ellipse.^ 

Unlcr anderen liicrlier gohdrigon spczicdlon EiLlloii orwalmen wir imr 
rcigenden: 

jjWonn dvei gleiclie Kugoln oiiiaiidor, paarweLso genommen, (ausscr- 
!ioh) benihren: so gicdii os zwei besUmmte, mil ciiiandcr parallolo Elicnon 
Aj /}, von dciien jede dio droi gegebonou Kugclii boriiliri. Und bcschroibi 
man in dem Raum, wolchcr si eh zwischen don drei Kugoln bolindoi, oiim 
Hcilic Kugoln, von donon die evsio die Ebonc ^1 und die dvei gegobonen 
Kugoln, und dann jodo lulgonrto die varlicrgohonclo und die droi gogebonun 
Kiigcln boriihrt: so wird die vierfec Kugcl dioser Reiho goradc dio aiulcuo 
Ebenc B boriihren.^ 

Niiinlich die beiden Eboueii Ay B wind als zwoi unondlich grosso 
Kugoln zu bctraclilon, wolohe einandor beruhren (da sic parallel siiid), und 
wclehe also, da sic ebonlalls die droi gogeboneix Kugclii boruhrcii, in dor 
gcnanntcii lioiho Kugclii, die Slollo dor fuiifton und scclislon Kugcl vor- 
trcieiu 


29 . 

Durcli Hiille dos alien Satzes Icann Icriior auch dor Radius dosjonigen 
Kroiscs, wclohor drei gegobono, einandor lierilhrondc Kroise bcriilirl, aus 
(ton Radion diesor Kroiso Iciiohl golLindcn werden. 

Rs soioii dio droi ICrcise A/j, xl4, (Fig. 3G), wolclio einandor be- 
viilircii, gegobem J)gt Krois m beriihre sio ilusscrlich und dor Krois i1/ 
einschliossend. Dio Radion dor liinf Kreisc i1/,, My m solleiF 

respective (lurch ifo, liczeiclmot werdon. 

Falll man aus dcii Mitlolpuncion A/,, m auf dio Axe dio Lolhc 

gloiiih A.J und gleich yj,, so isi iiacli (No. 24, c): 



Kini»o ifoimiotiiM'lK* lirtiaclihiiiypti. 


()l 


woraus Iblgt: 



J)a amiii cine lilmliclio rxloiduing cHuill, wonii mini luis don Aliflol- 
pinicleu M, Liiul tn anl' die Axe d/j, odor aus iMilLoipiinolon d/, 
uiul m aui* (lie Axe liOtlic lallt, sn liaL iiuiii znsaiiunoiigoJKJiiinKHi 

fnlgeiule (li'ci (iloicliungon: 



welclio addii'tj 



gebon. ])or orsic Thoil dioscr ftloiclumg ist abor nacli oiiioin iKikannion 
Satze glcich 1; namlich: „AVonii man die aus eincin lioliobigen Piiiicl 
aiif dio yeiLcn oiiies Droiocks gofulUon boLlio /Jj,, (lurch 

die corrospandironden llohcu A,, A^, A^ dos Droioclvs dividiii: sn ist die 
Sunimo tier dioi Quolaonton allomal gloicli l,“ Dio vorliogondc (lloicliung 
gcliL domiiacli in Iblgeiido liJjor: 



Ihnnorkl man Ibrnor, dass dio lldlio einos Drniooks diircli die Hoiien 
desselboii aiisgedriicki, wordon kann, und dass <lio Soilon dcs l)roi(Td(s 
/l/,jl/yA/, ihror Giusso niieh Ru-\-R^\ sind: sc luii 

mail z. 11. 


; _ ‘ 2ie;:2 7^, 

Wci'dcii (liesc 'IVciiho I'iir A,, A,, A, in dio obigo frlcioliung sub«l.iluii't, so 
orliiill man nacli gohbrigor lioduolioii Inigondo (lloicluing: 


'fK-l-ii, 
RJi, R, 


(1) ~ - -h2 J 

Diose Gloichiing lelirtj wio man don lifwlius r dosjenigon Kroises vi^ wcbdior 
diei gogobeno, oinaiulov iiussorlich beriihrciulo Kroiso il/,, d/^, aussor- 

licli boriihrl, aus don Iladion Ji^^ dor loL'/toroii Kreise fnuloL 



Ki nitre ifoomeiiisehe Bctiachhuiften. 


Vi\v don KroLs welcher die droi gogebenen Kreidu einHchlicsseiKl 
beviilirt, hat man aiif almlichc VVeiso, Avonn man die aiLs dem Mi ttcl panel 
AJ dossclben auf die Axon ] geialltGii Luthe MN,^ 

AfA\ durch bezeicliiiot, Ibigendc Gleicliiingen (Zus. z. No. 24, e); 

. ... A, . A. ^ L. 


_A+2 = -^-- 

R ^ It '■ 


-^-+2- 


_A_h2 = A. 
R ^ ft, 


Die iSiimmo dic8Ci; drei GloiclumgGii ist: 


P P 

K 


_ ,Rt2_ 2 2 1 1 

, It ft, lij 


Bcinerkt man, class der erste Tlioil diosor Gloichmig nacli dom obon 
orwiihiilGii Satze gleich 1 isi, iind sotzt statt der Gvdsson \ , A,, A, 
(Iloliioti des IJrcieclcs ihre obou augegobenon Wcrtlio: so erhiill 

man, iiaoh golidriger Ucduclion, folgondo Gleichung: 

^ \ ^ I 2l/ 

P li, R, R, y RAR. 

wclclie lelui, Avie man don Radius R desjenigon Kroises Jl/, Avclclier dit^ 
droi gogobonon, sieh boriihrendon Kroiso if/,, i¥, oinscliliossond bc- 

ruhvl, alls den Kadicu R^^ A.,, dor Iclztoron Kroiso flndct. 

Diircli A^erbindung der frlcicluiiigGn (1) uud (2) crhilU man z. B. 
tblgciidc Glcicluingon; 


PiR‘iRs 


■=4 


R,R, ^ ft,ft3 
. 2 


1 1 _ 2 , 2 , 2 

V ft ~ 'Ep' ft, ft, ’ 

. . I _ 1 1 1, . ft,H-ft.,+ft, 

rli ft* ftj ftf^*''" 'ft.ftjft, 

Gclit ciiicr dor gegoljonon Kroiso, B. der Ki-ois AI^, in oino gorado 
Linio iibor, so ist ft, gloicli oo, und dalior geheii die Glciclunigcn (i) 
nnd (2) in Jblgende iibor: 


(3) 

A — 

/• 

1 

ft. 


' 1 
'ft.ft, 


1 

L 

A i-2l/ 

' 1 

\ * > 

■ft ~ " 

“ ft. 

R, ^ y 

ft.ft. 
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„l)ios(! rfleicluuigon lehren, wio dor Radius (r odor Ji) cines Kveiscs 
(m odor i/), wclchor zwoi sicli iiussciiich bcriilivondc Kreise iU,, -A/, imd 
tloron gomcinscliaftlicho Tangciitc beridirl, aus don Radien dor boidcn 
Iclztoroii Kroiso gcfundcn \vird.“ 

Nimml man an, die drei gogobcncu Kroise AJ,, A/^, A/^ seicu ein- 
aiuler gleicli, so dass Ji, glcicli Jij glcich R„, so gelicii die Gloieliiingoii 
(1) und (2) in (blgondo iibcr: 

1 d-|— 2 ]/^ , 1 


( 5 ) 


(fi) 


Ji. 


odor 


1 

R 




/— *-^ 1 ) 

3-|-2y3 ” 

1 


Ji. 


odor R = -—-^-R 

- 3 + 21/3 ' 


worans (blgh 

(7) r.R == ^Rl 

Isl tbrnor Ji^ gleieh ao und Ji, gloich Rj, so 'Iblgt aus (1): 

1 i , R, , 
r Ji, r 

Welches mit (No. 2G, o) iibereinslimint. 

Uni die Syminetrio zwisclion den vier Gro.sson r, R„ ii., R^, welcho 
in dor (ileiclumg (1) vorlcoinmon, loLclitor uborschen zu kbnnen, solzon wir 

J- — L _ J__ _ 

- — — Vii -fi^ i/ji —fji, , 

80 (lass iiach filoichuDg (1): 

<J = ‘/i-l-f/ii -^-2Vy,!/a^-<AV3^-7•//r 

J)uraii8 Iblgt; 

(.q—q—ih—qj‘ = 4(fy,(?,.+(/,</,+</./ij), 

odor nach gehoriger Rcchiuiiig 

(8) ?“-l-!/H-(?J-l-^5-~2(r/</,+??j+(/«'/,+2,(ir„+-7,</,+(/a</,) = 0. 

Setzt man (bmor gloich Q, m (indoi man auf iihnliclio Woiho aus 

dm- Gloicliuug (2) dio folgondo: 

(9) Q“+?H~</H-!/3-l-2(Qf/,+ Q(/o+Q(/3— = 9. 


30. 

Es lasson .sicli nooh oino gros.se Mengo Rotrachlungeiv an die obigcii 
iiiischliosson. Wir ^Yollon uiitoi* andoron nooh folgondo hiazufiigciu 

A. Sind droi boliobige Kroisc il/^, (Fig. B7), dio eiiuiiider 
paarweise genommen in don Puncten C\ A boruhien, und doren Mittel- 
puncto in oiner geraden Linio liegen, dcr Grosso und Lugo nacli gcgoboii: 



K[iii“<‘ ffoniiiotrifvclu' i^oliriHilunaoii. 
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hO Itaiin, mo au>s dciii alien SaUe (No* 24) Jblgl, clorjenigc Kreis |j., 
wolcliCT jeiic dvci Kroisc bcriilul, loicilil gcfundeii wcvden, 'svio Iblgl: 

„]Man crriclif-ft aus den j 1/, 47, die boidcii goriidoii Linicji 

iUG und ^f^JI sonlcrctdii x.u dor Axo nclune MG gleicli 

gloich 2i<*> 47// gleindi fiC gloicli 27?,^ iiiid xdohc die gcmden Jdnion lUr 
und U) so solineklen sUdi dioso iin MiUolpiinct jjl dos gosuelUon Knnscs 
p (No. 24, E).*‘ 

B, Jodcr von den boHobigen Krcisen ouy /«,, boridire die boidon 
gogeboiioii Krobso 4/„ 44; die gcnideii Linion 47/7, mPy 
seicn zu dor Axo 47,4/^ soukrcclil, and cbonso die gevndo Jjinio 
Avelclio die gegeboiieii Kreiso 4/,^ 47^ in 77 boruhrt; ondlicli sollon die 
iUdien dor Kreiso 47, uHy m., respective durcli 7^ r, r,, r., boxoicdinol 
wordoii. 

Da die Kroisc 47, viy 9rt,, die Liiiio dcr glcichoji Bolcnzon /^//, 
dor boiden gcgcbencii Kreiso ^l/, , 4/^ gomoinschaftlicli ziir A(dnilidd(oiis*‘ 
linio habeu (No* IB), d. In, da die Parallclon uus dou Miltolpuncbni 4/, 

/«,, ftu nacli dor Linie sicli wio dio Uadien dcr rospectiven Nreisu 
47, 'tUy Wj, Yorhalion, so hat man (wie No. 24, B, p); 

7/4/ _ 7//^ _ 7/7^, _ 

W R ““““7 -- ‘ 


Ziebl man aus // (lurch die AUUclpimoto QUy vl^^ m, dio gei’iidi'ii 
Liiiieii /////, 77,, so Iblgt ftM^ner, woil dio gonidon bitiu*)! 

MD^y 7'*/4, l\Ky parallel sind, dass: 


(b) 

Ebon so isi: 


47/7, _ f>, 

R ' r~ rf “"“r, 


47iV fbi /\u^ __ 7^,9^, 

iiiul inilhin, wonn 4/7V gloich 7^ auch: 


o») 

Pernor isl: 
( 0 ) 


Pn = r ; 7/a, = ; 7/i, = r^, 

R r 3' 


Niininl man an, daws die ICreiHO •?«,, oiiiautlor lioi'iihvcu, hci isl, 
f^loioh ’2/’, (No. 24, E.), folglioh i.sl in diosem Eall; 

(f) . =: 2 r; 

Ziolit mail aus /i dureh dcii Herinirungapuiicl h dor boidoii Kroisc vi„ 
dio gorado Linio so ist fernor (No. 24, E.): 

(lO '»>,/> E,e, = e.,E,^r; l\d,= = R. 
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Alls clcin Yorliegftiulon folgi uiiLcr aiulorem Naclisiclieiidos: 
a) Wonii tier QuoUciit’^) ciiios unbokamiton Kreisos w, in lioziig aiif 
die Axg gegcbcii ist, so findot man imcli (b) cine gorado Linie 

in wclclior dor Mittclpiinct dos iinbckaiiiUcn Kroisos liogt. Jst 
inimlich der gogebene Quotient gloich so nohmo man UV^ gloidi^/pi? 
iind ziclie die Linio , odor man nohmo, wonii dcr Krois m gogclion 
ist, gloich iind jiiolio die Linio so liogt in diesor Liiiie 

dor Mittolpunct 7/?^ des gcsiichten Kreisos 
p) Nimmt man in dor Linio Pm irgoiid zwoi Pimcto E^^ jBj, so an, 
dass E^E,^ gloich 2r ist, und zioht die goradon Linion DE^^ BE^^ so liegon 
in diosen boiden Linion dio Mitiolpnnctc m,, /.woicr bcstimintcn Kroise 
dio sioli und die bcidon gegobenon Kroise J/,, J/g beriilircn, inid 
zwar golit die gerado Linio wonii dio Mitto dcr Linio /^,Y?g ist (g), 
diircli don Boruhrungspunct h jenor beidon Kreiso 7 /^,, Bin (floiclios 
findot 8latt, ^Ycnn man anslaU in der Linio Pm in der Linio Ml) /avoi 
P unctc mit passendem Abstandc voii oinandcr annimml. llicriiach ist 
loiclit oino Roiho Kreiso 7/^,, 7«,, ... vax boschroiben, wcloho cin- 

andor dor Ordiumg uach borilhron, mid von donen jedor dio bcidon gego- 
bouon Kroise ilYj, boridirt. 

C. Logt man In don Endpuneton dcs Durclimossors ylYi oinos gege- 
benon Kreisos M (Fig. 38) die "rangoiUcn AJ) nnd BC an don Kreis, zicht 
duroli cinon willkiirlichon Poiiplicricpimcl E die boi<lou goradon Jjinloii 
A Ed und BED, und logt in dem Punct E dio l^iiigonte FEG an don 
Kreis, so ist das Droiock BEC boi E rechtwinklig, und die Pangonton 
GB nnd QE sind oinandc]' gloich; folglich ist aiicli 

GE^GB=Ga 

Ebon so ist 

FA ^ FI). 

13as hoisst; 

„Logt man an cinon gegobenon Krois Al zwoi parallolo Taiigcnlon AI) 
und BCf dio don Kreis in A und B borilhron, zioht z. B. aus doin Bc- 
riihrungspunct A oino lioliobigo gorado Linio ^16^ "wolclio don Krois in E 
sclmoidct, und logt in diosom Durchschnittspuncio oino Tangoiito FEG an 
den Krois, so lialbirt dioso lotziero ^Jkingoiito dio I'angoiito BC in 

Da fornor die beidon roclitwinkligon Drelockc ABC und DAB ahn- 
lich sind, so ist 

ADxBC = ABxAB, 

das hoisst: 


Zuv Abimrzung iiolimon wir von nun an don Aiisdruck; „Qiioiieiit oiiics Krei.sos 
in liozug aiif oino gorado Linie, in dom boscliriinUtoron Sinno als „das ans dom Mittol- 
pimct dos Kroisos iiiif dio goi ado Linio gofulllo Loili, dividii't duicli doulladiiis dos Kreisos “ 

stein or' a WciJce. I. f) 
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Eiiiljfo geOLDoti'isclio l^otraclituugen. 


,,Legt man in den Endpiincten einos Diirclnncftscrs AB einos gcge- 
beiion Tfrcisos M xwci Taiigcnien an den ICrci.s, und zield aiis dcnsolbeii 
Puiicten B duucli oinen belicbigon I^oriphoriopmict B des Krcisos zwel 
gerade Liuien AEC^ BED^ so ist das Roclitock aua den Stuckon BC^ 
AD^ wclolie die letztcrcii beidnn Linicn voa Jeiien Tangcnicn abs(5lineidon^ 
glcicli dem Quadrate des Durclnncssors AB dcs Kreiscs/^ 

Da abor, wic vorhiii beinorlct wordon, J36^gloicli GC und ^1 glcicli 
FD ist, so isl^ Aveini man den Iladius dos Krciscs diircli B bezciolinat, 

. BGxAF=i-ABxAB = I{\ 

das licisst; 

„ Logit man an cinen gogcbonoii Krois J/ zwoi parallclo Tangenion Z?(?, 
iiiid cine beliobigc I'angeiite GEFy so sclincidot die lotztcro you don 
beidon ersleron zwei SfciLcko BGy AF ab, dereii Reclitcck doin Quadrate dos 
iralbinessors des Krciscs gleich i.st^).“ 

Bei oiaer andoren Gologonheit worden wii '/ei|rcii, daws die liior (0.) vein Kreiso 
bowiosonen JjcbaniUcn Satzo auf aiiaJogo AYuise bei je<ler andeioii Curve zweiloii (fradoH 
Sfatt fiiidoTi, so (Jass folgendo nllgciiioiiiero Sab-e gclten; 

I) 5}Iiegi mail zwei boliobigo parallelo Tangoiiton AD iiiicl BC an irgeiul oino gu- 
geboiio ('Urvo zwoiton Giailcs, welcho dicso Ciiive in dcii Puncton A und B boiidiien, 
zioiit z. B. aiis dcin Piinci A <Iio gcrailo Linie AEC\ wolclie die Curve in E sclineidoi 
und die Tangoiilo /?C' in C bogi'enzi, inul legl in doin Thincio E eino diitto ^’angento 
GEF an die Curve, so halbiit diose lotzloio 'rmigenlc die Tuiigonlo BC in 

llioiaus oigiebl sicli a!so, wio lei chi einz use lion ist, oin sclu einfachos Yerfahron, 
in eiuein gogobcnoii Pniicle E an iigciid oino Curve zweitoii Giades eino Tangonfo zu 
logon, ivenii niiv oino dor beidon Axen dcKselboii gogolion ist. Z. 1^, cs soi (Pig. 'll) 
AB eino Axe irgeiid ciner Curve zwoiloji Giadcs, iind K soi irgeud ein gogeliener 
Peiil»herio|nmel, in wokhcin eino Tangoiito nii dicao Curve golegt wordon soli, so orriclilo 
mnu im Eiulpiiiiclo 2? die gorndo Linio scnkrocht zur Axe ABy ziolio die goiado 
ABy wciclie jonon Poi])oudiknl in O trilTt, nnd Imlbiie den Aliscliniil BO in G, so ist 
ilio goiado Liiiio GE die gosuclilo 'J'aiigoiito. 

i{) ,Jiegt man an irgond cine gogebono Curve zwoilon Grades zwei bcliobigo |miallelo 
Tangonto BGy -dFnnd eino drilte willkiirlicJic Tniigonto QEFy so sclmoidot die lotztoro von 
don beidon crstoion zwoi Stiicko BG iind -d/i^ab, doicn Rcohteclc deni Qnadrat desjenigon 
lla.lbmcssors dor Oiuvo gleich ist, wolclier mil clou boiden orstoron Tangenion parallel isl/‘ 
Ans (1) folgt fernor: 

3) „l)enltt man sick boliobig violo Cm von z-wcitoii Giados, von don on jodo zwoi 

gegeboiio Paialleloii AD mid BC in donsolboii Pniictcn A iind B boviilii'l, ziohl ans A 
ijgeud oino Linio AOy wclchc die (Jiirvon rospoctivo in don Puncloii Ey Eiy AJj], ... 
schnoidot, und logt in dioson Pnneton Ey Tangentcu an die Ctuvcn, so 

schnoiden alio clioso 'J'angenion einaiider in dor Miito G dor 'J'angeiite BC. Und uni- 
gcltohil; logt mail aiis irgond oincin Pmicto G dor Tangonto BC an jono Curvou Tan- 
gonten, so liegen dio Boriilnungspuncto i?, Biy E^y ... allei diosor 'fangonten mil dom 
Pinict A znsammou in einor geradon Linic.*‘ 

Aus diosciii Salze (3) folgoit man loickt den naclistohcndon; 

4) , 5 l)oii]it man sicli anslatj. dor Curve AI (Pig. 38) irgond oino beliobigo Pliiclio 
ziveiteii Giados, anstalt dor Taiigcnte BC oiuo ISbone, wclclm joiio Placlio in B bonihrt, 
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lx Es soicn (lie boidon Kroiso (Fig. 39), die oinander in B 

boriiliron, geg(djon. liin bolicbigcr Krois m bond) re die gogebenoii in don 
iXincion dy c imd dor Kreis vl/, dossen i\litiol|)iinci in dor Axe liogi, bo- 
riihro diosolbon in don Piinotcn ('^ nnd ondlieli borfilire die gerade Linic 
A B diosolbon in dcin IXiiicio 7X Aiis dom Friilioron folgt, class die drei 
goradon Tniiion l\fm^J)d^ Cv. oinander in eiuom bosUiiimtcn Puncto A schnoi- 
don, Avololior in dor Jdnie J^A (als Linio dcr gloiclion ?oioii;^bn dor go- 
gobojien Kroiso il7,, /l/^) liogi, nnd wolclicr dor iuissoro AohnliclilcGits|nuu;i 
dei' boidon Kroiso My m isi (No. 8, No. 13). Foniei* folgl, dass sowobl 
dio J Silicic 7J iind d als aucli C und c in Pozng auf den Aehnliolibeits- 
|mnct A potonzbaltcnd sind (No. 21), so das.s also 
AdxAD AeXACy 

und dass folglioh dio vior Puncto /), 0, Cy d in dej' Poripborio oinos bo- 
.stinimton TCroisos |a liogon. 

liOgi man an don Krois in d(nn Puncto d clio 3’angonto Qd^ so 
halbirt dioso Pangonto AB in fr ((X); nnd aus gloiclion Orilndon golit dio 
3bingoui('. Gvy wolclio man im Puncto e an don Kroi.s iT, logt, diircli dio 
Mitto 0 dor 'Pangonto A /X Da dio boidon 3'aiigoniGii Gd und Qc u\- 
gloicli dc'U Krois on boriihron, so stcdit dio gorado Linio Qm auf dor Holiiio 
dr sojikrocht nnd halbirt sio, und da dio Kroiso on und |a dio.so Sohno 
goinoi)! habon, so liogon dio droi Puncto Gy on^ in oiiior goradon biuio, 
Zieht man iernor nooh dio goradon Jauloii BonNwmi M\ijVy so Iblgt, 
(la /Kr gloioli GAy dio boidon Liniojwl/fx und BA parallol sind, und dio 
droi Pinion /iNy (7fx, AM oinamlor in oinoin und cloinsolbon Puncto on 
Hclinoidoii, dass 

il/|x = iiN 
ist. 


Ibnnorkt inan, das.s, Avonn H, o^ dio Padion dor Kroiso My on bozoiclimui, 
imd onP mil NM parallel, niitliin .sonkrooht y,\\ dor Axe M\M^ jst, dii.ss 
danii (P, b): 

NM on P 


and nnslatt dos PinictoH G irgond oino in dfli Fbono BO liogciido gorado Tniiio, nnd 
/.iolit alsdniiii irgend oino goiwio binio GKIIy wolcho dio binio G und don Diiifilimo.shor 
BA dor Plildio soiinoidot und '/.ngloicli dio Fliudio in E bonihit, ho int dor Ort dcs 
Hon'ilirnng^punctos E oino o1)ono Curve (/.wcjilon Oiadcs), und dio I'iliono (PIA) diosor 
Cnvvo goht dureh don lUinct yi und sclinoidot di(i Kbono BO in oinor hosfiinmlou goia- 
don binio C\ wolclio init dor binio G jmrallol ist, und wolclio ilopjiolt ho woit von dom 
Punclo B oiiirornl ist als dio binio OX lJ.fi. w. 

Wir iiomorkcn iiur iiocli, (Infis man aVf diofiolbo oinfaclio Woiso in irgond cinoni 
gegobonen Puncto E an irgond oino bolicbifto Plilcbo zwoilon (iindcs oino Boi ulinuig.s- 
obouo logon Icann, sobald irgend zwoi von don droi Axon dor J'^ilcho gegobon .sind, wio 
wir soldi os fur don analogon Fall boi Curvou /.woiton Uradcs so «bon gozoigt Imben. 

5 * 
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so ist 

NM = q.R, 

und folglich 

Dicriiach kaiin also die Jolgondc Aiifgabo sclir Iciclit golds! wcrdcn. 


A u f g A b G. 

„Emeii Kreis m zu bosoliroiben, wgIcIioi’ VAVoi gcgcbone, oinaiider iu 
B beriilireudo Krolso il/^ beriihrtj und dcsseu QiiotionL in Bezug aiif 
die Axo (d. h. das Yerhiilliuss dcs aus sciuoin MUtolpuiicto m auf 
die Axo gefalllon Lollies mP zi\ seiiiom Radius) gcgcben isl/^ 

A ii f 1 0 s u n g. 

Es sei del* gcgeboiio Quotient - gloicli q, jMaii crriclUo aus dor 

Mitte M dor Linio CP die zii dor Axo M^^f^GD sonkrcchtc Linic d/'jXj, 
nehme J/fxgleich-^i/.jl/Dgloich-J-gr^i?^ mid zieho liioraiif urn don Ihinol \i 
eincn Krcis jx, wolchor durcii die Punctc C gclit, so aoliuoidoL dor- 
selbe die gegebenen Kreisc dTj, ausscrdeiu iioch in denjonigea boidoii 
Puiictcn Cy (I, in wolclien sic von doin gosuciilon Kroisc m boriilivt word on, 
so dass also die goradeii Liiiicn M.d und M^c oiuaudcr im MiLlolpiinole m 
des gesuchten Kroiscs scliiicido]i. 

Ferner ergiobl sicli aus dom Obigon cin sohr ciiifaohos Vorliihrcji, 
cine Reiho Kreisc yn^ . . . zu besebreiben, voii donen jodor die 

beiden gcgobeiicn Kroiso M^y d/^j borithrtj mid wciclic oinandor dor Ord- 
nung iiach beriiliren. Deiiii da von den Qiiotiealcn q, q^y q^y . wolclic 
(Ueser Reilic Kreisc in Bezug auf die Axo rcspeciivo zugohdren, 

jeder folgendo um zwoi grosser ial als dor vorliorgchcndo (No. 2d, c), so 
stehen die Mittclpuiicle (j., , ,, dor Kroiso fx, fx^, ... uiu don 

Radius MB gleicli R von oinaiulor ab, woil z. 13. 

% = und Jli[x, 

mitliin 

il/fXj — il/p. = — R, 

„Um talso die geiiannto Uoilio Kroiso zu construiron iicluno man dio 
Puiictc fx, |Xj, [Xg, . . , .so an, das.s 

=== = i? == MPy 

imd zicho um dicso Punctc Kroiso fXj, [x^, . . von donon jodor durcli 
die boideii Puncte Dy C golit, so sebneidot der ersio dieser Kroiso dio 
gegebenen Kreise M^y in deii Punclen Cy dy in welclion dicselbon von 
dom Kroiso m beriihrt wordon; dor zwoitc Krois jx^ sclmeideL dio gogo- 
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ho non in (h^n Pune ion (\ , f/, , in Avolclion dicscll;on von dem zwoiicii 

Kroisc 7N^ (lor ^onaiudcn Roilic Kroiso bonihrt wordoa; u. s. w.“ 

E. liOfti man in doni Pimoio D dio Tan^^ento DF an den Krei.s 
80 isL loioliL (dn/iUselK'nj dass die Jill lei piincLo [l dor hoidon Kroiso 
d/.j [j., wololic (iinandor in den Piinclon 1), d soliiicidon^ mil dem Puuol 
F, in wololunn die in den Punclcn an don Kreis iM,, gelcgton Taii- 
genlon J) dF eiinindcr .scliiuMdcn, in oino,r gciradcn fauie ji4}j./^Miogon. 
I5l)(m so liogen dio drei JHincio d/,, p>,, 7^’, so Avio aucli ZI,, u, s, w,, 

in goradon Liniciii Z'p wenn niimlich dor Krois don 

Kreis iM.^ in d(3insolbon Pnneto d^ sclinoidetj in welchom dorsoll )0 von dor 

'I’angenic F^d^ boriihrl wird; u. s. \\\ hogl man fonior in don Punoleii C 
und Cy 0 ’^, Cy, . . in Avolclicn dor Krois d/j von don Kroison p-, p.j, jx^, , , . 
gesclmiilon wird, Tangoniem (JF, cFy Cj7?j, ... an den Krois 

so liogon au.s glciohon Griindoii .sowold die droi Pinicio Jl/p Ey p-, als auch 
M^y /?j, n. s. w. in geradou Tviuioji, 

JMun sind die Aljsiiindo dor JliLiclpuuoto |x, fXj, jx^, . » wenn sio .sicli 
anf cine lloilio an oinandor suili anschliosscndor Kroiso Diy , , 

bo/iiohon, oinandor gloieh (1).), d. In, es Isl 

|J. h = h IX, ^ 

doninaoh isi aiudi, da dio Pinion d/(x, J) F und CE parallel sind, 

(n) /!-'w, = w,K==y!;,/i', = ... 

mill 

00 /<7-;- 

I'ormu' i.s(, 

= |x|x,: /<>’„ 

oclnr wonn man dio Radiou dor Kroiso i1/,, diircli K,, 7?, bczoichucl, 
iind liomorlit, (lass 

and |x|x, = /i = /);/; = 

so hid. man 
und I'olfflioli 

(0) A70 


l<'l\ 




Ans iihniichoii ({riindoii isl 


(d) A7<;, = 

Dor Kimi dor Siitz(i (m, 6 , r, //), in Worleii ansgosproohon, ist folgcndcr: 
„noscliroil)l man oiiio Rciho Kroiso my m^y m^y ..., von donen joder 
zwoi gogobono, oinandor in F boriihrondo Kroiso /!/,, boriihrl^ und 
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Eiiiigo geoiiioliisclio liotrachtimgon. 


wolcho ciuuiider der Ortliunig iiach beiuhreii, unci legL man in cIgii IHmctcn 
dy ill wclcliGii diosclbon den Krois beruliron, Tangonlon 

dFy an den letztoron, so sclniciden diosc 'J'angciitoii^ dio 

in dem EadpuncLo D des Durclunossoivs /^i) an donsclbcn KrcLs d/, gologto 
Tangcnto dasn die Absclmiite Pl*\^ ^ cliuindoi 

glcicJi siiidj imd zwar oin jedor gloicb der bcsth’nmtGii Grosso (li,^ — iij, 

Und eben so tlioileni dio in don l^mioton 0,0,, ... an don ICvois 

golcgton 'rangoiitoii vE, c^E,, c-^E^^ . , . dio in dem Punclc C an donsolljon 
Kreis gclcgte Tangonto CE in SUickc EE,, E.,E„, . . ., von flcnon 

jodos dor bostuninton Grosso — i?,) gleioh ist, und woboicj c^, 

IIq 

die iJcrwlmmgspunoto dor Xrci&e mil dem Kreiso d/, sind/^ 

Alls doin VorJiegonden ergicld .sich fernor eiu Verfahron, dio gonannto 
Rciho an cinaader sicli auftchlicsscmler Kroiso yax coxh 

stniii’cn. Donii nhnnit man in der Tangonto DF die Puiicto F, A’, ... 

so aiij dass 


FF ^F F ===« 

A .1 , x j 1 2 — 




und y.ichl nin diosclbon respodivo mil don liadion ED, E,D, EjJJ, ... 
Krcisc F, F„ l<\, wolcho don gogohonou Kreis M., y,uin ywoiloii Mnl 
in don Piincloji tl, ... scliiioidcii, so sind dioso Puiicio diojoiiigoii, 

ill wciclicii dor Krois von don gcsuchteii Kroison m, m„ m.,, ... bo- 

riihrL wird. U. s. w. 

Da, wio obon gOBoigl wordon, jI/, p. luid Al,\).,F, gorado Linioii sind, 
so foigt fornor, dass 


DF: D/'’, = d/p:jl/|j,,, 

odor, da (D.) d/|x gloich \q.AW und i/p, glcicli i(/,.i/i/, so ist 


(c) 


JJF, 


= Sl 


</l 


V. JjOgt man in don Undpiinoloii des Onroiuncssors ..1 // oinos gogo- 
bonon Kroisos i/ (Fig. dO) I’angonton AD, HC an den Kreis, nnd Corner 
aii.s oiiiom boliobigen PuncLo G dor Tangcnto /ft.'oino driLto 'I'angonlo Gl<\, 
wolcho den Kreis in E, heriilirt, zioliL aus deinsolbon Punolo (? oino ho- 
liobigo Socaiito wclolio den Krois in don Punclcn Fj, E sclinoidol, 

uud Icgl ondlich in don lolxlovon Puncton E.„ E Tangonlon E., A’ , /i'/'’an don* 
Krois, .so folgl, dass die lol/ieron hoiden 'raugonton oinaudor in dom i’uncio 
iy auf der Linio BE, sclinoidon (Ko. 5), GoliL fcriicr durch doii Puiicl N 
dio Liniu OiVPparallol mit A D und BC, so sind dio Droiocko BllE^ und 
ONE, cinaiidor iihnlich, uud da tlio Soilon JIB mid EE., ala Tangontou 
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(Ics Kreisos einandcr gloich siud, so ist aiioh 

NE, = NO. 

Ebon so folgl mis dor Aohnlichkcit der Drcieckc B CE imd PNE 
iind ans dor Gloiohlioit dor Sciton BC imd CE, dass auch 

NE = NP; 

folglich, da NE uiul NE^ als Tangcuton dos Kreisos oiiiandcr gloioli 
siiid, ist aucli 

NO = NP. 

Wonii abcr NO gicicli NP isl, so folgt, da dio Linion OP und AD 
parallel sind, wonii man die geraden r/inion BED, BE,D„ HE.,D., xiolit, 
wolclio dio I'angonio AD in don Puiicton D, i),, D., solmcidoii, dass auch 

(a) DD, = D,D,. 

XJnd da nach (C.) 

AF=FD, A F, = F, D, und AF^= F,D, 
isl, so folgl fonior, dass 

(b) FF, = F,F,. 

Aus dio8on boiden yiiUon (a, b) orgoljon »ioh umnitlolbar folgoiulo: 

(c) 2yJD, 

(d) 2yl7^, = AP+AF^. 

Dioso vicr Satzo (a, b, c, d) in Worion anKgosproclioiij lautcii wio folgt: 

jjljogt man zwoi pamllolo Tangeiilon BCy Al) an oinon gogobonon 
Kroin My nimini in dov orsion oinou bcliobigcn Ibincl G an, logl aiis doin- 
8olbon dio TangonLo G E^F^y Avolcho don Kroia in boriilirt, und zichl 
aus doni iiKinliclion ruiicto Q oino willkiivliclio Sooanio GE^Ey 'wolclio don 
ICrois in don Pniiolou E sclmoidot; zieht fornoi’ aus dom BoL'iihnings- 
jnnioto B dio gomdon J/inion BEDy BE^D^^ BE^^l\y wolclio dio TangoiiLo 
y| 7) in doii l^inoion l)y /),, solinoidoii, so bolindct sioli iinmov dor 

Panel in dor Mitto zwisehoii don boidon Puiicton 7) und wio aiicli 
imniorliin dio Sooanio Q 1\E von dom Puncio G aus ihro RicliLiiiig iindorn 
mag. IJiul logl man fornor in don Puncton Ey E^ dio 1'angoiiton EFy 
EJ^[ an don Krois, so liogt obonfalls der Punct F^ slots in dor Millo 
zwisolion don PiincLon A'^und F^y wolclio Lago dio durcli don angenominonon 
Panel G gohondo Socanio GE,^E aucli liabon mag. Daraus folgl, dass 
sowohl dio Sum mo dor boidon Abschniilo yJ 1) und yJ 1 ).^ , als auch dio Siimmo 
der boidon Abschniilo ylA'^und A F,^ coirstanl bloibl, .so lango dio Sccanlo 
GEJS duroh doiLsollion ]huicl G gohl, sonsl abor ihro RicliUnig boliebig 
aiidorl’^)/^ 


An oinoiin aiuloron Orlo wonlon wir imelnvoisoii, dnss alb dicso Eigonschaftoii 
uicht mil* cbm Kroiso alloin, soiidorn ancli don iibrigon Kogelsclminon znlcominoii; dass 
umnlicli folgondo allgomoinoro ScU/.o Stall fiiulon: (Zuv l?i‘loiclitoning nnd \m dor Vor- 



liiliigo gcomoliisclio lieti'achtiingwi. 


7'i 

Rs isL iioch zii homoi’koii, (lass die obigen bcidcii Biitzo (c, <l) immer 
SUilt (iiicloit, sclbhl weiiii dor ciiio Duroliscbnillspunol K dor Sccanto G Pljil 
in den niidcren Ifalbkrois, unlcrlialb des Durclimcsscrs ^1 fiilll,; niir sind 
in diescni Rallo die bolreneiidoii Absclinitto AD und ali'^ncgativ v.v\ uelimoii, 
so dass man hat 

( y ) 2AD, = AD^—AD, 

(S) 2AJ<\ = AF,—AF. 

G. Alls dein Vorhorgehondon (A’) und (A’) kaim imraiUolbar nooh 
Folgcndes abgoloitcL wcriloii. 

Angeiioinmcn, die boiden gogebonen, oinauder in D boi’idu'cudcu Kioiso 
jU, , j1/j (Fig. 42) wiirdcii von ii-goiid i!\vci bcliobigon Kreisen m, bo- 


stolliiiig zu ITiilfo zu koinmeii, fasso man (Fig. 40) in’s Aiigo, iloiiko .sick nhor anstall 
(los Krciscs M irgciul oino Cinvo zweiten Oiniles, von wolclior AB oin lioliobigoi Dincli- 
incssor isl.) 

inaii m dou ]'jiL{l()iiiictoii oinos bolicbigfen Durchmcshois AJi irfyoml oilier 
Ourvo /.woiieii Gindcs xwoi Tangontoii BC xiiul AD*y fciiioi' aus oiuom in dor or.stcii 
Tangonto wiHlnirlich niigonoinmonoii Puiicto 6^01110 drillo Taji^^outo wolebe 

dio CiMYo 111 i?j boriihit, nnd dio Tangonio Ai) in scliiioidol, ziclit aus dom iiuin- 
liclion riiiicio G oino willkiii'liclio iSccaiito GF^ilC^ wolcho dio Guivo in don Puiicton 
K scliiioidot; ziolit fonior auf> dom IJcruhuing^spnncto B dor orslcn Tangonto i^C'dio 
fvoiadoii Jjinioii BE^ wolcho dio zwoilo Tangonto AD in dou Puiiclon /), 

/Jj, hchnoicloii, so liegt iiiinioi dor Puiict A dor Hittc zwischon dou Puuctoii D 
und Djy wolcho Lajfc auch dio Socaiito von wolchor dio Piiucto A und D ah- 

hiiiigigr siinl, habon ina". Und logl man foiiior in dou Puiiclou K, A oino vioiio uiul 
fiiiiilo Taiigoiilo EF nnd A an dio Ourvo , wolcho dio zwoito Tangonto A D in don 
Piincien Fy bcliiioidon, so ist dor Pimct Fi stots in doi Mitto zwisclion don boiden 
Piindoii F imd i'a, wolcho Lago dio uus dom boslimmten Pimct G gozogouo iSocimio 
auch liaboit inng. Dnlior folgt Ibriior: da^s sowoh! dio Suinmo dor boiden Ah- 
srlmitio i-lZ> imd vlX> 3 > dio iSiuniiio dor boidoii Abscliuitto yl A" nnd -d /' a , con- 

stant bloibt, so laiigo die iSceanto O A E diircli don numliclioii Punct G goht/* 

Da iiiclit iiur dio Liiiio ADy soudoni auch jedo aiidoro Liiiio (wio z.B, OP)^ wolclio 
mit der I’angoiito BG painllol isi, von dou droi Linien BEiy BE.^ so goscimitloii 
uiid, dass, woiiii i/, r/,, c /3 dio icspoctivon Durchsciniiltspunclo sind, rff/j gloioli d, dj 
isU .so In^scn sieh mit Hiilfo diosoi* Eigoiischaft inid mit Bozug auf oinon Siilz libor dio 
Pioje'etion eiiici ohoiion Giirvo, dio in oinor FUdio zwoiton Oi ados JiogI, wolchoii wii in 
del Olsten Abimmllnng S, 9 nnd 10 (V) mitgcthoilt habou, loiclit folgondo inLoiossauto 
ailgemoino Satzo iibor dio Placlion zwoitoii Giados abloiton: 

Ziun loicliteicii Vorstiindniss dcnJto man sioli anslatl dor Ourvo M (Fig, 40) irgond 
oino Flaclio zwoUon Giadosj anstatt dor Tangonton i? A '^woi Klionon, wolcho dio 
] Hue ho in don Endpiuicten ciiics boliobigon Duiclimossois AB boriiliron nnd dom- 
nach /Ai eiimndor parallel siiul; anstatt dor willldirliehon diitton Tangonten CrA\ oino 
willldiiiicho Khene, wolcho dio Flacho in dom Puneto A', boriihrt, und dio Jil>ono/?(r in 
oilier bestiminton geradon Liiiie G sclinoidot; aiisiali dor Socanto G oino Fbono, 
welebo dm eh die Lhiio G geht und dio Fliicbo in oiiior Gurvo EE.^ scimoidot; anstall 
dm Taiigonton NFy NE^ alio inogliclicn 'L'angonton aiis dom Pimcto iV an dio FHlcho 



JCuii^o fj(30Jiiioiiihclic lieti'iU'liUint»ou, 


73 


riihrt, nufl die Idnio BG boriilirlo die gogobouon Kroi«c in d. h., sci 
ilirc Linio dor gloiolion Poteii/.on, so begt, wio oben schnii dfior crwiiliiil, 
dor iiiisscro AelinliclikoiispuiKit G dor Kroisc v«, in dor gonanntoii 
Jdiiio und os liegen die Puncio Ey in Avelclicii dor Kreis dio 
Kroiso Wy 1)crii]iri, mit dem AcliiilichkoUspuuclo G in gorador Jyinici 
GEJi. Nimmi man fernor an, dor Krois w, l)or(iliro die gogobouon Kreiso 
so, dass z. lb die Tangenio wolcho or im Poriiliriingspunci mil 

dom Kroisc gomciii hat, obcnialls durcli don gonaiinien Puiicl Q gciit; 
fcnicr boridiro dio goradc Idnio AF don Kreis il7j ini Endpinioto A dcs 
Diirchmcssors BAy die gcradon Linicn EFy boriiliron donsolhen in 

d(3Ji gonaimLoii Jhuuilon 7:?, 7?^; mid ondlioh scion dio Quo lion Ion dor Krciso ' 
my ?«,, Wy, ill Bozug auf die Axo d, h. dio aiis don Mitloipunoton 

•lUy ?«p Wg aiif die Axo gcfalllen boiho, dividirl diircli die Radion 

jy, tl. Ii. (lonjonigon Kogol Ny wolchor dio Plilcho in dcr Cuivo/£?-E'^ Ixsiulirt; uml ond- 
lich anslatl dor goradon Liiiion ullo mdi^diciioii Liiiioii aiis 7? dincli dio Pori- 

plioric dor (Jurvo AVig, d. h. oinoii Kef^ol, dc-sscii Mclioitol H isl, und wolchcr dmoli dio 
Clui'YC gold, iiiul dio Kboiio AD in oiaor bcslimmtoii Ouivo DD^ scbuoidot, so 
las son sicb dio godacliloii RiUzo, wie folgl, aussprochoii: 

jJjOgl mtin iigond zwoi parallolo Jioriiliniiig.sobojiou BOy AD umL oiiio dritlo boliobige 
lloi’iibrungsobono GE^ an irgcml oiiio gogolnnio Klaolm M zwoiten Guides, welebo dio 
lot/toro lospootivo in don Pimolon By A imd E\ beridiroiij louior dincli die PincliscluiiUs- 
linio G dor oisloii {BO) und ilci diittcn Boriilniingspbcno {GE^) oino willkurlicbo Kboiio 
GEiEy wolebo ilio Flilolio in oinor gowissoii Ourvn i'/Aj sclmeidet; lassi foiiioi aus (ioni 
Jloriihrungspuuolo B (als Hcliellol) durcb dio Giiivo EEi eiuon Kogol gebon, vvolchor die 
Rbono Ab in oinor bcsliminlon Gurve DD^ scliiioidot, und liisst oiidlioli dineh ilio 
boidon BoiulnuiigtSpimole 7i, E^ dio goiiulo Idnio 7?7'7i /)| gobon, woldio die Kbono/li) 
in dom Puncio i)| irifft, so isi i minor dor Punot 7>i dor Miltolpuiict dor go- 
iianiiton Giirvo DHy, Nooh molir: Liisst man in dor Voislollniig dio Kbono GE»E 
iliro J»ago so voruiidorn, dass sio si eh uin dio gorudo Linio Q bewogi, so sit id dio vor- 
scliiodonoii Curvoii 77 Dy, wolebo dadnich in doi Kbono AD imcli oinandor ontstobon, 
iillo oinaJidoL’ iilinliob, iibnlioldiogoiul inul eoiieonliiscb, numliob 7 Jj 1st ihr genie inschaft- 
liolioi Mitlolpunct, Aiudi liowogt sioh diiboj, wio bokannl isi, doi *Soboilol lY <lo.s Kegels 
Ny woirboi dio IGilcho M in dor (birvo EEi lioriilirt, in dor nuvorandcrliclion goiadoii 
Linio 777i,’iA^, Kortior folgt nniniUolbar, duss also nicht alloin dio Kbono/17^, sondoiii 
ancli jodo andoro Kbono, wolcho mil dm Kboiio BG paiallo! ist, dio genaiiiitcji Kegel, 
fills (lorn Puiiolo durcb dio nacli oinandor ontslobcndcn ('iirvon in alinlichon und 
abnlicbliogondon coiicoiilrisciien Gurvoii sclincidoi, and dass itnmoi dio gorudo Limo BEi 
duicb don goinoinsainoii ililLolpunct dicsor Our von gohl7^ b'onior Iianii man nocb folgou- 
(loii bosondevou Balz lioransliobon : 

„Piojicirt man aus irgoud oinoiii Piuicto 7i in irgond oinor gogohonoii IGudio M 
zwoitcu Glades oino bollobigo obono Gurvo EE‘iy wolebo in deisolbon Fliiclio liogl, auf 
oino Kbono (z* JL wolebo mit dor in dom Puucto 77 an dio Fliicbo gclogton lio- 

uilmingsoliono BG parallel ist, so goht immor diojonigo Tdnio 77 A, wolcho don gu~ 
nanntoii Punct 77 mil doin Selioitol desjenigon Kogols N vorhiudot, wolclior dio Kliiclio 
in dor gonaiintou Gurvo EE^ boruhvl, diueli don Jlittolpuiicl dor Projoelion (d, li, durcli 
dou iMUtolpuncL dor durcli dio IL'ojceiion oulstandonon Gurvo),“ 
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Eiuigo j»eoniotiischc Jioluichlujii^en. 


(k‘r rc>poclivcn 

(li, 0) 


Kreiso W; »«,, din-cli q, 


AF, 


1 . 


uikI 


Af- 

Ap; 


bczoichnel,: so ist nnioJ* 



Si ’ 


iiiul folglicli 

AF-+-A r<\ _ q-hq., 

AF,- - q,~^' 

Ik'iiicksiohtigt man abcr (]'\ <1). woiiadi dor eisto Tlioil tlloser Gloi- 
cluing gleich 2 isl, S’O 

2 — 


Oiler 

2q, = 

Dor Sinn (Ueser Gloiohiiug odci' dieses Salves ist folgondev: 

^Niinnit man in dci’Linic dor glciolien Potonzon SG zwoicr gegoboiioii 
KveihC il/„ M,, welcho oiimiidor in If boriihron, oinon boliobigon Iknict 
an. ziohl aus (licsem i’uncle oine willlciiiiicho Liiiio und boscliroibt 

(liejenigcn bciden Kroiso doren Mitloipunoto in dieser Liiiie ILcgoiv, 

iiiul veil (loiicn jeder die boideii gegobonoii Kroiso beriihrt, so ist <Hcj 
Siinimc der Qiioticntcu dor beiden Kroiso w, in Bozug luif 

A\fi constant, so lango die Linio Gm.ji}i durch dcnsolbeu Punot Cr 
gelit, wie sic anch iibiigens ihre liiigo inidorn mag. Unci zwar ist (Mrs 
gc*nanutc Smnmc dov Quotionton gloioli dom doispoltcn Quotienlon 
dp.-.jenigen Kreises ?«,, wclehor z. 11. den Krois in demselbcn Puncto /t/, 
beiiilii't, in welciiem dieser iiiimlichc Krei.s von dor aus elem angcnoinmonoii 
Puiicte G an ihn gclcgton 'L’angenlo GJ<'^ boriilirt wird." 

Es ist nocli zu orinuern, class, -wenn dor Krois m uiiterlialb dor Axri 
fiillt, alsdann soiii Quoliont als iiogaliv auzusohen ist, so das.s 
I'iir (licseii Fall 


= (l—q* 

Eiullicli erwiilmon wir noch cIgs bosondoron Italics, woiin dio gonantiic^ 
Lime aiLs dem Pimclc (? (lurch dio Jlitio J/ dov Linio CA gohi. Niijii- 
lidi ill iliesem Fallc licgcii in dor Linio AI die JUlielpimcic il/, 
zweior Kiehc wclclic dio gogobcncii KrcLso bcriiliron, mid dornii 

(Jnutioiiteii in beziig aiif die Axe rospocUve 0, sind, so dasw 

also tier Quotient Jes Krciscs gorado doppclt so gross ist als dor den 
Kreises m^. 


31, 

In tlcm A^orhergehonden sind imtor andorcii auch die Mittol vaiv 
Iciclitcn Losuug dcr folgoiideii Anfgabo oiith alien. 
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liiiugc goomotrischo JJotiachUuigoii. 


A u f g a b c. 

„Wonn Kwoi boliobigo Kvoisc i)/,, j)/, (l<’ig. 43), dio oinamler in B 
bcl'iilmin, uiul irgoiwl eiii boliobigor iJurcliincssor oinos dicscr l)oidon Krciso, 
'/„ ]}. dur Diuchiiiossoi’ 7J7i dcs Krcisos /lA. gcgoboii siiid, so soil man 
oincn Kroia ■m^ l)o.s(ihi'oil)on, wolclior dio boidon gogoboiicii Kvoisc Al, 
boviihrt, mid ilosson QuoUeiit in I^czitg auf doii gogcbciiou Duvolimosscv 
Blil (d. h., lias aus doin MilLolpuiiolo w, auf don Duvolimcsscr DE gcfiilUo 
Jjoili dividii t iluvcJi don Kadius dos Kroiscs wi,) gcgobou ist.*^ 


A u f 1 0 s II II g. 

Dor Quotiont dos gogolioncn Kroises d/„ in IJoKug aiif don gcgobencu 
Durohmosscr 1) E, i.st als gogobcn ku bolraciiton, or sci glcich Q; forncr soi 
dor gogolieno (iuotioiil dcs gosucliton Kroisos w, glcich q, so isl nacli No 27 
01 . (()) ' ’ 


q — Qa"*-)— 2<i‘, 

wo nilmlicli .« aiizoigl, dio wiovicllo Stcllo dor Krois uutor don Kroisoii, 
wololio dio gogobonon Kvoiso Ijoriiliron, iiacli domjeiiigcii Krciso m, dosson 
Milloli)iiiU!(, w in dom gogobcncn l)urchmc.ssor EE licgt, oiiinhnml, d. h., 
wo dor Quciionl, dcs Kroi.soK w„ in 13ozug auf dio Axe mn 2.i' 

grosser isi, ids dor ()iH)t,ionl, dosjonigoii Kroisos m, wolclior die boidon g«- 
goiicnon Krciso d/,, d/, boriilai, und dos.son iMiUel]ninc(, in dom gogobonon 
Durchniossor /A /'A liogl., in Hozng auf dio niimliclio Axo d/,d/.. JIan findol. 
aus dies or filoicluing 




Q 


•±)/ 


V J 
Q ' (r 


Isl, nun [j, dor l\liLLcl|ninct dosjenigon Kroisos (i, wolclior durcli dio 
vior l‘unclo A, (', !),d goliL, d. h., wolclior (lurch dio boidon 1‘unclo ^1, C 
gold, in wolchon dio Axo dio Kroiso d/,, d/, .schnoidol,, und dm oh 

din boidon Ihinolo 1), tl, in wolohon dor gonannlc Krois -m dio gogobonon 
Kroiso d/y, d/, boriihrt; nnd isl fornor [i, dor Mitlolpuuct dosjonigon Kroiscs 
[I.,, wolclior dnrch (lie niiinlichon lioidcn Ihincto yl, f-' und (lurch diojonigon 
boidon I'unclo l>„ d, gold, in wolchon dor gosiicldo Krois ?//, dio boidon 
gogoiionon Kroiso boriihrl, so isl iiaoh No. 30, J). 

= d/ji.,- d/[j, = .i;.d/yl = ( 

„iMuu bosclii'oibo dalior /.uorsl oinon Krois ji, wolclior (lurch die droi 
gogohonou I'unclo yl, (I iind I) gold, nohmo hiorauf in dor y.u dor Axe 
d/,d/j sonkrociilon liinlo d/(j.|i,, doii I’lmcl p, so an, dass 

l^'h ■= ( ' 
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Jililiitjo ^comotrihche BGliuchluiifL^Gii. 


und ziehc um dieson J’liiiol oinon -Krcis ja,, wolclier durdi die Pimcilcs .1> 
c; goht, so .sclmoidol dieser Krcis (i., die bciden gcgobcncu Kroiso dA, , 
aiisscrdom noch in don boiden Puncten t?,, Z)j, in wclohon diosolboii vuii 
dein gcsiicliloii Kroiso wi, boriihrt wordon." 

Ziim Sclilusso isl ku bemorkcii, dass alio die vorliegondon Uolrnrh- 
limgen imd Satzo (No. 30, 31) auf gloicho Weiso Stall linden, ■wouii lunii 
aibtattder don.selbcn un finiudo licgciidcn, cinaiidcr innerlich boriilirc'nd*''* 
Kroiso il/,, M., awoi oinaiider’ aiissorlicli boriilircnclo Kroiso amiiiuinl.. 

Berlin, im Jtiirz 1826. 



Eiiiig’C Gesetze iiber die Tlieilung dcr Ebeiie 
uiid des Kaumes. 

Orollo’s Journal Band I. S. ;U9-3G4. 




Einige Gesetzo iibei* die I'lieiliing der Ebeiie 
mid des liamnes. 


Diircjli (lio E'ormonlidiro aiigorogl Imbcn 7,war iiiehroi’i* 

iioiRiro gooinolirischo liOhrbi’udKH’ (]lo AiifgalK* gestolU: bcsHiimmcti, wi<' 

violo 'riioilci itor Ebono^ vormlUotst oitujr ge^oboncii Anzaltl gormliM’ Linictn 
und Kvoiso ganz bo^roiizi, zu b'iguron abgoschlos.seii wordmi koiinciK^ Siii 
liaboii diosidbo abor koinoswogs so boliandoli/dass duroli ibro bdsinig dio 
ihror Ik^sLiinminig zu Grinido liogondon allgeimMUon (iosclzo gohurig er- 
drloi’L word oil wiiron. Noch woidgor ist os abor, sovkd dem V^orfasser 
dioHor Ablnindlung bokniinl, hislior goliuigCMi, naoli Aiutlogio joiiov Aufgabo, 
dio nildung d(M’ Kdr[Jor imlLolst bcliobig gogoboiuM* Tiboiiou mid Kugol- 
IliLohan durcli allgonioin uiiifasscndo fiosol/zo zii boslimnion. Obnc diosi'iii 
Oogonsiando liior oin bosondm*(is Fiiiorosso boilogen zu wollcii, soli fiir Joizl, 
nur daraul* aufmorksain goinaolilj word on, dass dio von jodcin Crooinoler 
gostollio J^nigo: „\vio vbdo oliono Idiiclion zur Ibldung dicsos odor jonos 
Kdrpors noMiig soion^^: sioh luich undcohrou lassoj woiuich dio Fragc so zii 
slollon isb: „wi.(» violo Kdrpor lasscn sicli durcli oino bcsLiminlo Aiizalil 
von liboiion auf oinnial liildon/^ Nun driingt sicli, z. Ik boi dor niclilj zu 
vorinoidciulon Erlcliirung: j,daHS zur llilduiig oincs Kdr^iors inindostcns vior 
liboiion ndirhig HU\iV\ die Jktraclitung auf: j>dass vior Eboiioii in jodor be- 
liobigcn Ziisaminonsiollung iiiomals niohr als ciiion Kdrpor bildcii Icdinioii‘% 
mid os ist daliov aidfalloiid, dass man, von diosor NoLliwondigkoii goloilol, 
niolil auf dio I'^rago goicommon IsL: ,jWio viclo Korpor kiimicn durcli 4, 5, 
0 ^ 7, . . , XU s. w, Hbonoii auf oinnial bogroiizi wortlon?‘‘ 

In diosor Abliandlung sollon dalior, — naolidcm zuvor dio allgomeiiion 
Oosotzo ubor dio Tlioilung dor Ebonc miitolst jcdoi* boliebLoii Anzahl 
gorador liinion uiidKroiso ihroin Enlsioliou und Ziisammoiihango nacli ciit- 
wiokclL wordon — „dio allgomoinon Gesotze zur Gcsliinmiing doi* durch 
jedo boliobLo Zusammoiisiolliing von ICboiion und KiigclUachou ontsfandenen 
Anzahl von Tlioiloii des Kauines eiiLwickoU wordon^S woboi sicli dann zunaclist 
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Uobcr (iio Theiluiig dor Elio no nufl des liaumes. 


(lor Orosscn (r, <h ^ ^ clnveli XJ, uikI clio Summo Hirer Producto 

VAX 7 AVoien (Amben) cliircli Ay no llisat Ach die Pormol (4) cinfaiilier cUircli 

( 5 ) 

Diiss die Zahl dor iiiibcgrenxton Tlioilo dor Ebeno im gogcnwariigon 
b’alle obeiifalis doppolt so gross als die Anzalil allor vorhaiulciion T/inion 
ist, ergiebt sich aiis {lorsclbcii Bomcrlaiiig wic vorliiu (No. 2), wonacli 
luiiiilidi die Zahl sololicr Thoilo diircli jedo Jduie um 2 vcrinolirL wird. 
Odor (loiikl man sioh oiiicn Krois^ wolchor alio vorhandenen Liiiion sclincidot, 
und xwar dcrgostali, dass die DiirolischiiittHpunelo, wclcho die Liiiion unlor 
ciiiandor biklcn, alio iiuiorlialb dcs Kroises fallen, so wivd dio Poriphorie 
dieses Kreisos in oboii sd vielc 'riioilc goihoili als dio Ebeno iiiibogrcnydo 
Tlioilo hat. Da nun dor Kreis von jedor Linio in 2 Ihmclon goHcliniitoii 
'wii’d, so wire! or in zwoiinal so vide Tlioilo goiheiU als Piiiicu vorhaiuloii 
hind (No. ]), also in 2£f Tlioilo, und rolglich isL dio Zahl dor uiibo- 
groiizlen Tlioilo dor Eboiio gloioli 

( 6 ) 2U, 

Nun orliiilt man die Zahl dor gttn/< iiogronztcn Tlioilo dor Eboiio, 
indciu man die Zahl dor unbogroir/doii ((5) von dor Zahl allor THioilo (6) 
abxiohi. A]«o wordon durcli dio gonannlo Tdiiimi-Vcrbindung hdohsteiis 

(7) l~f7-hd 

Tlioilo dor Ebone gan% bogvonzt. Diesor Ausdriick (7) kanii aucli 
auf glcieho Weiso direct gofimdoii wordon -wio (5), odor wio (2) in No. 2. 

4 . 

Nimmt man an, dass bci dor Liiiieii-Vorliindung (No. 3) dio a Linion 
dor orsloii Abthoilmig aiivsialt parallel iiugleiolilaiifcnd soion, so Uicilon 
sio die Ebeno in 

(«i. 1). 

stall in l+a Thoilo, milhin in 

a(a — * 1 ) 

~172 

Thoilo moliv als worm sio parallel siiul; auf die ubrigon Ablhoilungon 
ahor hat dioso Verandcriiiig kehicn Eiiiflmss. Also folgt: 

„Dasft die Ebono duroli 6, Cy d, . , , y, z gorado Parallolon 
nach vorscluodonoii lUclitungoii und duroh a unglciohlaiifoiulo 
Goradon li delis tons in 

( 8 ) ■ 

Thoilo golhoilt wird, unlor wolclicu sicli 

( 9 ) 2U 



Uol)L‘r flio Tlioilun|i[ itor Kbcin* uml dc*^ liauiuoh. 


SP) 


nil 1)0 II /.to, iiiul mi thin 

( 10 ) 

gaiiz bcgronzte Tlicilo bofindcn, wo U mnl ebon so wio in 
(No. 3), dio Uiiionen iiiul Ambon dor Grosson c, d, . . , z bodouioii/' 


5. 

Ein Krois thoilt die Ebeno in 2 Tlicilo; cin zwoilor Krois, wclchor 
tlcn orston schneidci, vormohrt die Zald dor Tlunlo dor Ebeiic iiin 2; oiii 
dritlor Krois, welclior die beidcii orston in 4 Pimcton sclinoiilot, vonmdirt 
dieso Zalil um 4, n. s. w.; nuinlich jodor folgondo Krois vorniidirt dio Zald 
dor Thoilc dor Ebeno uin ebon so viol, ftls or dio vorhaudonon Kroiso in 
Ihincton sclinoidon icann, also um zwoiinal die Zalil dor vorliorgcheiHlon 
Kreise, Es folgi also: 

„])ass u boUobigo Kroiso dio Ebeno lidchstons in 

(11) 2-H2H--4-^"(.)-h8H h2(u— 1) = 2-hn(U'— 1) 

Thoilo thoilon kdnnen, von wololion 

(12) ‘ LH-n(u-”*-J) 

gaiiz bogronzt sind, uiul nur eAn Thoil unbogronzt ist/‘ 


6. 


Dio Ebeno wird diircli ii’goiul oinc Zalil a von Parallolkrc^ison in 
1-1- a 3'hoilo golhoilt; durcli oino zwoito Abihoilung von 13 Parallolkroison, 
wgIcIig joiio sebnoidon, wird dio Zalil dor Thoilo dor Ebeno uin 1 — a-|-2fll) 
(nainlioh durcli don orston dorsolbon inn d-l-a inid tlurch jodon rolgcndoii 
iim 2 a) vormolirt; (lurch oinc dritio Abtlieiliing von c Parallelkreiscn, 
wolcho dio orston scluicidon, wird dio goimiinlo Zahl um 2c(a“|-l&), ilurcli 
01110 viortc Abtlioilung* von b Parallclkroison um 2b(a+()+c) in s. w, 
vormohrt; iiiiinlich jeder Krois oinor nouon Abtlioilung voiuiiolirt dio Zalil 
dor Tlioilo dor Eboiio gorado um oboii so viol als dio Aiizahl dor Tlioilo 
angiobt, in wclcbo or von don sebon vorhandenon Kroisen gotboilt wircl. 
(Iliorvon ist nur dor orsto Krois dor zwoiton Abtlioilung ausgonommoii.) 

jjDomzufolgo wird dio Eboiio durcli a, ft, c, b, . . . I), % Parallel^ 
kroiso, von doiion jodo Abihoilung iliron bosondcron Mittolpunct 
hat, lidchstons in 


i+a 

H-1 — a-i“2aft 

H“2c(aH”ft) 

-h2b(a-hft-hc) 



H~2 j (a+ft+c-HbH”*’*+l)) 
= 2-h2Sl 


( 13 ) 
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Uebei die Tliciluiinf dci Ebone iin<l dos Raiimes. 


T Iloilo g^oilieillj von wclchoii 
(14) ' _ H-2St 

gaiiK bcgrenzt sind, und mir ciiicr unbogronzL isi, und wodurch 
S( die Summo dor Ambcn, cl. Ii. die Siiinmo allor ProducLo bo- 
zoiclinet ist, die cnt.stelion, woiiii man jc zwei you don Zcaliloii 
a, b, c, b, . . . 1), 2 init oiiiander raulliplicirt. 


7. 

•Sind dio a Kreiso dcr oi-sloii Abtlicilung nicht parallel, so wird die 
Zald dor Tlicilo dor Ebonc dadurcli lioclistens um ol)cn so viol vorniohrt, 
als die Zahl dcr DurclischuiUe dicsor a Kveisc belriigt, also um a(ci — 1), 
und folglich wird die Ebciio dnreh b, c, b, . . . Ij, 2 I’arallelkroiso 
und durch n boliebigo Krcisc libcli.stciis in 

(16) 2H-2Sl+n(a— 1) 

Theile gothoilt, wovoii 
(16) l-f"2S(-t-(i(rt~ 1) 

Tlieilc ganz bcgroiizt sind. 

8 . 

Nach No. 3, (5) wird dio Ebciio dnrcli a, b, o, ... ij, gorado 
Parallolcn in l-l-fl+.J Tlicilo golhoiU. Wordnn nun alio dio.so Uoraden 
von ft I’arallollcreisen go.sdmiltoii, so nimiiiL die Zahl dor Tlioilc dor Ebono um 
2ct(0!--b-^l-|-6'-f-**>-)-3) =: 2ftl7 

zn, durcli oinc zweilo Abdicilung c'ou b I’anillolkroi.scii wachst dioso Zalil 
lun 2b(17+n), durcli oino drilto Ablliciluiig von c Parallolkroisen iini 
2c(l!7-l-{i-j-b), n. s. w., niiinlich jedor Kreis oincr noiion AbUiellung ver- 
molni dio Zalil dcr Thoile dor Ebenc um oben so vicl als die Znhl dor 
Punctc botriigl, in wclchcn or alio vorlmndonon Kreiso und Gcradcn sclinoidcl. 
Es folgl liierans: 

„Das8 dio Ebonc durch «, b, d, . z gorado Parallolon 
nnd durch n, b, c, b, . . . l), j Parallcllcroiso lioohslons in 

-+-2b(C7+a) 

-l-2c(17-i-a+b) 

-h2b(t7H-aH-b-)-c) 

H-23(77-4-n+b-H-l R)) 

= l-h£r-f-y|+2C7U+2W 
Thcile gclhcilt wird, wovoii nach No. 3, (C) 

(18) 217 



llohoi (lio Tlioiliiiig del' bJlierie utul des llauinos. 
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unl>ogronz(., luul folglicli 

( 10 ) 

gan/i hogroiizi siiid, uiui wolioi U iiiid A dioUnioncii iind Anihoii 
(lor /jiihlcn ((y I), Vy ... Zy iiiul 11 luid S[ dici Unioiicu uiid Ambon 
dor Ziililon a, 0, C, . . . l), lj('doutcn.“ 

9. 

Siiul In dor oboii !) 0 .sclu'i('bcnon Verbindiing von Cionulon iind Kroiscii 
(No. 8) sown Id die <( (loradcni als die a Kroise, jodo iiiUor .sicli, nlolii pa- 
mllol, so wird dio Zalil dor Thoilo dor Elume dadurcli um olion so viol 
YcrMrdssori als di(‘ Zald d( 0 ' l)urchschniUs|mnclo botriigl-, in wclclioii so- 
wohl dio Linicn a als dio Kroiso ci einandcr solmoidca, also wird jono 

Zahl hb(ihsLons uni -^“-“(-a(a — 1) vennohrl, and daher folgi: 

\ * Jj 

„l)a>ss hy Cy (I, . /. c' gcradc J\arallolon iind a liolicbigo Goriidon^ 
forncr b, c, b, ... 1), J Parallolkroisc und a bclicbigo Kroiso zii- 
sammon dio Kbcuio hbobsions in 

( 20 ) l-i-( 7 -h.H- 2 f/U-l- 2 §l-|- - 1 ) 

Tlioile thoiloii'kbiincn, von wolclieii 

( 21 ) 2(1 
iinvollkoiniiKm, und dagogon 

(22) I -[/~hyl+2£^U-i-2S(-|-"^"-^^-l-a(a-l) 

gaiiz bogron/ii siiul/^ 


10 . 

iSotzL mail in dor vorliogondon Vorbindung von (roraden und Kroi.scii, 
sownlil 

als aiich 

so lindoi juan: 

„I)aHS durcli a bol iobigo Goradon uiul a boliebige Kroiso dio 
Kbono lidclisicus in 

(2B) l-ha+Saa-l Ya 

Tlioilo goLlicili wird, von wclchcn 
( 24 ) 2 a 



Uoljor (lie Tliuiluiiff tlei Khoiio nu<! des Rimuic.s. 


S(} 

mil iiiivollkomitHMi, tlagvgon 
(•ii'i) 1 — «+2rtft-| — — 1) 

L'luiz l)«grcn/,t »iiul.“ 

11 . 

E.s ist Icicht eiiiziisolioji, (lass die Aiisdilloko ( 11 ), ( 13 ) mid (15) 

.sowiili! I'lir (lit) KuftoKliicho, als fiir dio Ebonc goUon, niimlicli: 

„l)ass dio Kugoliliitiho duroli n bolioli igo in ilu- liogciulo 
Krci.so hdchslons in 
(2()) 2-|-ll(u~l) 

Tiicilo getheilt wordeii kaun;“ imd forncr; 

„])ass dio ICugclfliiche dur(;h a, l>, c, b , . . . j Parallolki-oiso 
hiicltsions in 

( 27 ) 2+231 

iiiul diirch b, c, b, 3 rarallulkroiso imd n bolioliigo Kroiset 
hooh^^CIl.s in 

(:2S) 2 -h 2 St-f-a(a — 1 ) 

Tliciie {>oihoilt wortloa 


§ II. 

Uiiiigo ltc.scfzo iihcL- ilio Tlioiluiig dos Uiuimcs mittolsl Eiiouoii uml KugoKliuilion. 

12 . 

Jior Raiim wil'd duroli l*aridlol<jbciicn in l-|-« 'I’hcilo gothoilt; (liirolt 
oiiio zweito Abllioihing von h I’arallelobonon , wolclic dio or.sLoi'GU duroh- 
stliiioidon, niinint dio /aid dor RatiinUioilo uiii ^(J— }— ci) zu, durcli oiins 
dritto Abtlioiluiig voii c I’avallololionou, wololio dio lioidoii ci’.sloii AbLlioi- 
Iiingoii .sclmoidcii, iiiinml jeiiii Zahl lidolistcn.s inn r?(l+u-|-Zi-|-a/;.) ku, 
iiiimliolt (lurch jede der 0 Ebeiioii wird dio Zalil dor RiiiuiiUioilc gorado 
iini oijoii so viol vorgrdssorl als dio Zalil dor Tlioilo boLriigl,, in wololio 
diesc EIjoiio duich dio vorluuKlonon Ebonoii getheilt Avird. Nun wird jodo 
dor (■ Ehoiion dnreh dio « und / Ebonon nacli No. iJ, ( 5 ) in l+a+6+«A 
1 hollo golhoilt, uml inilhin wird durcli sic die Zahl dor Kaumtheild urn oboii 
.»u viol vergr6s.serL Aus gleiclion (Iriindou sleigt dio Zahl dor RauratUoilo 
(lurch ciuo vierte Abtlioiluiig von d Parallclobcnon, Avolcho dio vorhandoiioii 
Eiioncnmifgohorigo AVcisc .schneidoii, inn (l(i-{-a~\-b-\-o-\~uh-\-ac-\~(K}\ 
II. s w. Baraus Colgt: 

,,lla.ss dor lUiim duroli «, c, d, ... y, ^ Parallolobonon, 
Min ( onon jodo Abtlioiluiig oiiic oigonthiiinliclio Richlung liat, 



Ucboi i\iG (lor Kb one iiiid dcs l{allnlO^. 
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hochstiins in 
i-ha 

-(- 1” (L—\-h~\- (I l)^ 

-f- h -I- c+ ai)~\- a c -[- h v) 

-h 

-Y-z{ 1-1- a -h 1'“^+ ab-\-aG-\ 1- ay-\-bc-\- - - -{- icij) 

= i+rz-i-yi+r 

Tlioile gothoilt wcrdcn kanii/^ wo tlurch Uy A imd 7’ clio Unioncn> 
Ambon iintl I'ernoii dor Zalilon by Cy rf, . , , y, Zy d. Ik die Suniinc dor 
Zalilon, die Summo aller l^roduolo xu zwoicn, iind die Siimmc allor Pro- 
duoic yni drciciij olino Wiodorliolung, IjodGiiloii. 

IJin null zu linden, wio violo von dioson I'lioiloa nur unvollkommon, 
iiiul wie violo ganz begrenzt sind, stollc man sicli eiuo Kiigcliliicho vor, 
welolio alio ganz bogronzlcn RaiimilioiJo cinsclilicsst, Dicso KngcKliiolio 
Avii'd durcli dio voriiandcncn Ebcuon gomdo in obon so violo Tboilo gc- 
llioili als os unbogronzto Kanmiln'ilo gicbl; os llioiloii abor dio Ebonoii 
die Kiigoiniicho nacli (27) in 2H-2yl Thoilo (wn yl dio Ambon dor Zalilon 
tty by Cydy . . . z vurstclll), also isL anoli dio Zahl dor unvollkommon 
bogronzLon Haumthoilo gloioli 
(:iO) 

Lind folglich dio Zalil dor ganz bogronzton, odor dor Korper 
(indom man (BO) von (2U) abziolil) glcucli 
(:U) 

Jlio Imidon Ausdriicko (BO) iind (Bl) koniicn iibrigons aucli aul' iilm- 
liolio Woiso gofnndon wordon wio dio P'orniol (29). 



IB. 


Nimml man an, jodo dor gonaniUoii AbLheilungon (No. 12) hostolio 
nur aiis oinerlibeno, nnd dio Anzahl dor AbUioihingon sol gloicli iiy d. In, 
niiumi man an, os sci 


unci zugloioli 
so isi ofienbar 




U=ny 


A „ «(«—!) 

— - -fj - 


und 


■■ r'i.2.:] ■" 


Also folgt (29): 

„l){i8S n boliebige Eboiicn don Rainn hoohstoiis in 
}i(n — I) H(;t— !)(«-- 2) 

““T/i” . ■[. 2.3 


( 32 ) 





8 ^ 


Ucl>ei (Ijo Theiluuf? (Jci Klioiic iijiil ifos Riuuiies. 


Thcilo thoiluu koniicn, von wclchen ( 30 ) 

(33) 2-Hk(?j— 1) 

uiivollkoinmeii iiiul (31) 

1.2.3 

gaiiz begrcuzt sincl.“ 

Wio man siolit, Kcigt die lolzto Fonne] ( 34 ) gauK riciitig an clasH 
nicht weniger als 4 Eboticn ciuen Koi'per bcgrcnzoii , uud dass diosollKHi 
iiur cinen Koi’per bogroiizon konnoii. Fonior lohrt sic uns, das-s 5 Ehenon 
aiif cinmal 4 , 6 Ebonen auf cimnal 10 , 7 Ebcncn 20 , mid 13 . 100 Elxnum 
aitroinmal 156849 Korpur begronzea koiiiicn, und zwar find cl sol <5 lias 
allomal Slatt, wenn von den Elionoii niolit drol mil oinor uimI 
ilorsplben Lillie parallel sind, mid aucli iiiohL vier Ebonen (liireli 
eiuon mid dciisclboii Eiinot gchoii. 

14. 

Niiiniit man an, das.s nur oiiiigo AiiUioiliiiigcn cine einzige Elipiie mil- 
liiiKeii, %. 13. (lass 

(y = r = s = ... = ;; = l mid \~z^m 

sei, 1111(1 bezeicliiiot die Uiiionoii, Antilicii mid Tonieii dor Zalilcii u, l>, c, d,... p, 
wolelie die Aiizuhl Ebeiieii dor iibrigou Abtlioiliiiigou bozoiclincn duroli (J 
A, und T„ so ist > ■ i 

T = d -I- ^ J><'>n-~ lXm— 2 ) 

* ^ 12 ' *1^ 2 ’ 

worau 8 folgt: 

„Dass (lurch «, b, c, ... Earallelobciicn, von donon iodo Ab- 
tlieilniig cine bosondorc llichtiuig bat, uud diircli m belioliiLm 
l!ibencji (lor llaum hochstciis iu 

i+e,+ A + T, + p.-m-a 

+ l)(-»i-2) 

1.2,3 

Thcile gothcilt wird, von cl on on 




Uehcr die Tlioihmff dci Klioiiu uiul (Ic^ llaumes. 
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luir XiUm 'L'lioHj tlagogcn abor 


(S7) 


■4 , TT I f71 . 3) , 

I — l-\-U^ — A^ + 2, -| I 2 

m(w— i)(wA— 2) 


, m(m — 1) 

i. < ttj 


1.2. 13 


"iiiiK begronzl siiid.“ 

If). 

Worden dto vorsolucdoiioii AhLlioilinigcn von r, . , , z Parallol- 

o[)oiion (No, 12) von (I Parallolkugolilnolion (concGiitiischoii Kugoiniiclioii) 
cluroliHcliniUon, so stoigl cladurch dio AnZiahl dor Kuumlticilc uni a(2-H2i'l), 
nitndioli duroli jodo Kiigclllache goracio inn olien so amcI als dio Anxahl 
dor 4'iioilo Ijclriigl, in wolclic sio von den vorliandoiioii Eboiicii golhcill 
>virclj also durch jodo urn A (No. 32); diivdi cine Kwoilo AbHioilung 
vuii 0 Parallolkiigolflaohon, wolclio sowohl die vorliaiKloiioii Ebeiion als aucli 
die a Kiigelllaolicn durchsolmoidoii^ niminl dio 'AM dor RaiinUhoilo mn 
0(2-f-2yl-l-2a t/) zii, ^vcil niimlicli jede dor h Kugellliiclioii diircli die vor« 
liaiidonon Ebonon und KugoKliudien nach (27) in 2 h^ 2^I -h2af7 TIudle 
gol-lioiU wird, und sio mitliin dio yiald dor llaumUioilo uin el)on so viol vor- 
inolu'L. Aus gloiclion OruiidGn IblgL, tiass dnroli oino driLio Abtlicilung von C 
Parnllelkugolllaclicn, wolclio alio vorJiandonoii lilioinni iindluigGlIlnohon schnoi- 
(loii, dio Zahl dor llauinthoilo hdclisloas um c[2*“h2^1-h2(a"’i-l))t/+2ab], 
doHglcichcii durch oino viorio Abfclioilung von b Parallolkugoliliudiciij nni 

b[2-l-2yl-|-2(a+ll)-l-c)i7-l-2al)H-2ac-l-21)c], a s. w, 

vonnohri wird. Daraus folgl (No, 12); 

„])aHs dor llaum durch f)) (\ . . . z Pnrallclchonoii, vorbuudon 
mil a, 1), C, . . . J I^iralJolkngolflaclion, hoohslons in 

H-i7+7t+T 
H-a(2+2/0 
-hl)(2+2yl+2ai7) 

-I-c[2h- 2A +2(a+b) Ua-2 ab] 
-hb[2~h2A-H2(a-hb-i-c)f/H-2ab-)-2ac-l-26c] 

-H 

-l-a[2-[-2 yU|-2(a-l-bH \-\])U-\-2 a 6+2 a c-i h2^’i}] 

l-[-J7-hyJ+T-h2Uvl+23lt^+2Xt+23: 



Theilo goihoilt wircl, von wolchon (No. 12) 

(39) 2 +2 A 



m 


Lfclici illo Tlioilunj* dot Ebcno itiicl dos Itaiuncs. 


inn ztiiii TJieil, dagogon ilio iibrigon 

(40) - 1+ {7-yl+r-l-2U^l-|-2i U-h2 11+2Z 

gaiiz begronzt sind." U, A, 2’ bodcuton daboi die Uiiioiioii, AihIm’H 
uikI Terncu dor Zahluii a,h,o,...z mid, U, S(, $ ilio Unionon, AiiilmU 
imd Tcriion dor Zalilen a, b, c, . . . 


ja 

Aus don allgcmoiiicn Aiisdriicicon (No. 15) te-sen .sich folgondo .s|u'- 
ciello ablciton: 

man 

a = b — c=-'-=z~i iind a-\-h-\-c-\—---\-z=n, 


dosglcichcn 

« = l) = C 

so ist 


U=ii; 


= '" = i = l '"hI rt-l-l)-|-c-| l-i==il, 

j^(/^l) ,,, 1 )( 7 ?— 2 ) 

1.2 ’ ■■i. 2 '.:d 


U = ii; «( = 


“(!Lry . 

' 1.2 ’ 


■ 1 -= «(n:rLXiir‘-i) 

1.273 


uml cs luigt (38): 

„l)asfi n boliobigo Ebonoii, vorbiindcn mil n boliubigon Ku~ 
golflaclion, doji Raum hochstoiis in 


m 


1.2 ' 1721 

-Ml n (»— J) -|-« It (il — I )-|-2 11 -1-2 - '-~MT ~ 


Tlieile tlioilcii, von wolohoii 
(d 2 ) 2 h-w(w— 1 ) 


niir ziini Tiieil, und 

1 I n ”(«- !) , «(«-1)(m-2) 

i-t-« ^ H— 

+ u »(/i— 1 ) -|-»MI(| 1 — l)-f- 2 in -2 

L. 4 . t) 

giinz bogrenzt siiul.“ 



17. 

Rcducireu .sicli dio Ebenon iind Kiigcllladion nur von oinigoii AblJini- 
liingen aiif cine cinzige Ebono odor Kiigollliiclic, z. B. so, dass 

(J—r—S=--.:=:Zz=i imd (-g — W, 



Uobol (lio Tliuihnijf <ioi L^ljuiio uiid dos Raunics. 
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(lesgloichoii 

q = i'z=§ = ... = j = l uiul q-i-vH-3-l 1-3 = in, 

so isl, wcnn man clio Uuloncn, Ambon iind 'I'onicn dor (iibrigen) Zahlon 
a, h, Cy ... j} dui’ch A, mid 7’, und dor Zalilon a, ft, c, . . . ^) diirch 
Up SCj mid SEj boKoichiiot, 

U=V,+ mi = 

r= 7',+.» j, + (/, + , 

It \ . fj 


yiil>sLUuirL man die.so AVorllic in die I'^onneln (No. tfi), so folgl: 

„JJiiss dor Ranm dnroli a, h, o, . , . Parallclobciicn iiiul vi bo- 
liobigo JSbonoii, vorbundon mil a, b, c, . . . jJ JUiraliclkiigoirliichoii 
und m boliobigon Kiigolfliichon, libch.sLons in 




_l_ _|_ iu(iu_ i)-(-2v« uij L^^ -(-(w<-i-2 in) .. I , 

+2(wi'-f-i)0n| ()U|-|-2(wj- l-m)3(, 

m(«t— 1) wi(w— l)C«i-2) 

■2“ 1.2TS ■■ 


- 1-2 m- |-mni(w-|-m— 2)-)-2 


ni(m—J) 011-2) 
i.2.:-r 


'riioil(i golhollt wordoii kaiui, von wolchon 
(Jf)) 2 * |"'2 -H 1 ) 

nur zum Thoil, und 


(4(5) 


I-2U, J,H-2?(;//, -1-211, -I-2S, 

-I- .-i-iu |)_j-. 2 i«iu^ f/,-|-(w-h 2 lll)vl , 

-l-2(»i-(~m)U, (7,-i-(w-|-n0(m-|-m — l)U|-i-2(Hi-|-ui)3(, 


■\-m- 


w{m — J) w(w — J)(m — 2 ) 


1.2 ■ 1 . 2. 15 


gan/, l)ogronzl sincl/^ 



lk\m (lie TJioihiiii' dcr Khciie uiul dus Rauinoh. 


Odci bozoicliiicl man die Unioiteii, Ambon uiul Tonion dor 
a, !>, e, ... p iind dcr Zahl m duroli U.^, '1[, dc.sgiciehon dor Ziihl‘''> 

n, 6, c, . . . ^) uiid dov Zald m diircli U^, 31^, so ist 


11 = U- 9(=i 


■)»(w— 1) 


T=T.,-\- 


nn. ,|_ i , Kw-1) . y_7. I , i) 

n_n.af_gr , wQ^-l). . UlQlt-J) 90 lt-l)iu(,iM O. 

u_Uj, vi— -iu-t- J 2 Jwj I- Ua— - — ~i";2 ;5 ’ 

mid os verwandcin sich also die Ausdriielce (-M), (-16) uud (4(5) in fulfidnil*’' : 

/ 1 -I- J,-|-29C, f/, +2 It, -1-2$, 

(47) ' 1)H-1U(UI~ 0)11, 

i wi()«— 1) .,(//<— Ow(w-(- 1 ) , (m"-l)m(m-i-l) 

\ I'i “ t.2.3 “ ^ 1.2;a “■ ; 

(4H) 2-(-2 j l,4-?w(wi— 1) j 

I _n_£;-^„ j j_7;_|.2U, d,+29(, a,H-2U,-h$, 

(4'J) I (“"O'S O] Kj-i-(w(m— 0-t-m(m-- 0) II j 

/ _ _9 ('«- OwC"'H-i) , (m— !)iii(ni ■ i I ) 


18. 

Lii.sst man liei dor Vorbiiidiiiift von ICbeiwn uiul Iviijicilliiehon (No. ir»> 
iiHcli mid nacli alio Ahcnoti bi.s aid oinc oiii/i^o so roduoirl. sii’li 

die Formcl (38) aiif 

l_f_l_l_23(-j-2U-|-23l. 

J)a Him die ziiriickbohaltonc JSbonc (lurch dio Amrlniiidcnon KufroilliioliKU 
in 2H-29( Theilc gutlioill wird (13), .mo wird durcli ilir Vorschwiiidoii dii- 
Zahl dor Raunilhoilc ebonrall.M iim 2~|-29l vorringiirt. iJaraus folgt: 

„lJa.ss dor llaiun diiroh a, D, C, ... i Parallclkagolflaolii' u , 
von donen jede Abthoilung oinon oigonthiimlichen MiUclpnii«il 
liatj hoc listens in 

(5*^) 211+23: 

Thoilo getheilt wird, von wolohon, wio .sicli unniiUclbar aus dur 
Anscliaiiiuig orgiobi, nur ei7ier unoncllichj uud inithiu 

-1+211+23: 

Thoilo ganz bogrenzl siiul.“ 



Sel55t man 
unci ziif:;loich 
so ist 


Holini (lie Tlieiluucf dor El»cno mid ties Raunies. 

19 . 

a = Ij = c = -=3-l, 
a+l&-i-cH i-s = »' 

it(ii-l)(ll — 2 ) 


OH 


It = 11 iind % - 


1.2.3 


untl C.S folgfc (No. 18): 

„l)aHS u Ijoliohigp Kiigolfliichoii doti Hiniiii lifiohstcns in 

(52) 2 11+2 
'riioilo ihoLlon koimou, von wolchon 

(53) 

gaiiK bogvonzt, sind.“ 


t+2iH-2^^-^]^|~^ 


20 . 


I^odiicii'on wicli mir oiiiigo Al)(,lu'iliing<‘i) iinf oiiic cinzigo Kiigcllliiclio, 
z. It. so, (lass 

1111(1 zugloicli 


(l+V+3^ hi = Ul, 


so woiin man tli(i TMoncii, Ambon untl Tcrncn dor Zahlt'ii «, 6, c, ... :p 
diii'oli U,, S([ iiiul 3:, bozoielinet, 


tt=.tl,+iu; s;^5E,+iuSIj+ 


iii(m— I) 


m(m— l)(iii--2) 


1.2 


f. 2.3 


iind darau.s folgl (No. 18): 

„l)iis.s dor liaiun diiroh a, b, c, ... 1) Parallodlcugeinaolieii, 
vorbundon mil ill bolicbigon Kiigcilflaclion, hbchstoiis in 

(54) 2U,+2S:rlHii(m-l)ltrl-2«i8(,+2iu+2-^y^2^45^^=^ 
Tlioilo goihoiU wordon kann, von welclion 

(55) -l+2lt,+23,+iii(m-l)ltrl-2mSC,+2Ht+2^5!^^^^^=^‘-^ 


ganz bogroiizl siucl/^ 



<)-J- 


nt'l>Bi|(lio 'riioiliiiip ilc3 liln'iie mid (l(>s Hiimnes. 


Odor bozoiclmcl man die TJnionen und Torncn dor Zalilon o, 1), c, ... p 
uiid in diircli mid Sj,, .so isi. 

U = U, .,,,,1 se = !E.+J!!&L-3) u 

wodiiTch man, anstatl (lev Formolii (5d) und (55), die boidon felgoncleu 
orliiill: 

(5(5) 2 ll,+2S,-hniCm - 1)11, -4 ^^±^ 1 , 

(57) _I_i_2U,^-2S:,-Mu(nl~ 



Leichter Beweis eincs storeometrischeii Satzos 
von Eulor, nebst oinom Ziisatze zii 8atz X. 
aiif Seite 12. 


Oi’ollo’s .lonriml Itaui I. 8. 36<l— 3G7. 


Iliorzu Taf. XUl Fig. 1. 




Leicliter Bewcis einos stereometrisclien iSatzos 
von Eulor, nobst einein Ziisatze zii Satz X. 
aiif Scite 12. 


‘Bckannilicli Iial IJkilcr y-uorst don fiir die Thoorics dor l^olyoclcv wicli- 
ii^'on iind IViiohlbarcn Sal/ auf^n^stolU mid liowioson; 

„J)ass hoi jodoni von obonen I'Miiclion l)0{^ron/lGii Korpor dlo 
Anzalil dor l^ckcn /? iind die Aii/alil dor SGiLouflitehon F /u- 
sainmon immer urn 2 grosser siiul als die Aii/alil dev KaiiLon 
JC also dass 

isL« 

Spaior hat Lefjpndrp, init irillle ilcs Sat/os vein Tnlialto spliarisclicr 
Viole<5ko, oinon cinfacheren Bo^Yois dos /&Av*se]icn 8at/os gogobon, ’welehcii 
aucli /. [3. M Uirnc/i in seine Saininlinig goomoti’ischcr Aufgabeii aufgo- 
nominou hat. Diosor Bowels, obschon sohr sinnroich, bolriedigio don Vor- 
fassov diosc.s Aii(sat/os boi doni gGoiuoirisolion Worko, an wolcliom or ar- 
beitot, doshalb nichi, woil or ihn, soinon Zwookon goiniiss, niolit iiniGr die 
orsien Botrachtungen iibor die von obeiicn Fliiolion begron/icu Kdrpor auf- 
iiohmcn konnto. l!r vcrinuilieto, dass oin so oinfachos Gosot/ sicli aiidi 
(lurch oino oinfaclioro Bcti'achUmg rniisso bowoisou lasson, iind soino Vesr- 
miiUiiing bostiitigto sioli, da or niijht alloin solbst oinen bofriodigoiidou 
Bowois faiid, sondern aucli spiiter orfidir ‘), dass sclioii Caitchy (X VL Cahier 
dos Journals dor Abofo Polyledmqiw) /woi hdchst einfaolio imcl olomcniaro 
Bowoiso (losselbon Sat/os gogobon habo, dosgloichon dass Professor Roih^) 
in dom /ias/72(?rsohcu ArcJiiv dor gosammten Naturlcliro, Band 37, obon- 
fatls oinen Bowois dos nanilichoii Sat/os iniigcthoilt habo, don or fiir non 
hiilt, dor os abor oigontlich nicht ist, sondorn, dor Ilauptsacho nacli, auf 
donsolbon Griindon boruht wio dor 6W%sGho, niir dass ilnn dio Kiir/o 

Cr olio’s Journal, Bd. L Soito 228. 

Stoinov's Woiko. I, 


7 
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Loiehter Bewois eiiios steieowieUischcn ftatzes von Knloi. 


ikud Einfaelilicit (lesHolbon mangelt. Eiidlicli fund dor Vorfas.soi% dans 
Qerifonne in cincm Aiis/Aigc aiis ciner Abhaiullung von [Jaiiliev oineii 
eigcnthiiinliclicn Boweis dcs SatzGs gegobou Iiaij dov inlt doin liior fol- 
gciidcii, voift Yorfassor licmilirGiideii^ iin Wo^cntlicliGii iiborGiukoinmt. 
Hicser Bewois wird hior inilgothoiU, avgiI or soiiier Einfaclilioii wcgcii 
allgomeiii l)okaunt u\ soin vordieut. 

Es soi im Eaiimo irgcnd oiii von cbcnoii 'Pliiclieii bogronzicr Kdrpor 
gGgcl)CU, Alls ii'gcnd eiiicin Pimcto, dor aussorhalb dcssclbcn, luul mit 
koiner seiner Seileiiflilclion in oiiiorloi Ebciic licgl, projiciro man die Ober- 
ilaclic dcs Korpovs aiif ivgeiid oiiio Imliobigc EbcnCj so onisiohi in illcser 
Ebeuo ein Netz, ivic z. 13. b’ig. 1, wclclios Gl)en so violo Violooko dorsclbcn 
Gattiing, ebon so violo gorado Liuioii und obon so vide Punoio (yI, 

6 ', , . . A, , a, p, 7 , , . bat, als der Korpor rcspocLive Soiten- 
(laolion, Kunlon imd Eckou. 

Bezciclinet man miii, Avio obon, durcli Fj K und E respective dio 
Seitonltiiclicn, Kantcn und Eckeii dos Kdrpous, so liisst sicli dio Siimine 
der AVinkel ^ ullor Violooko dos Netzofi Kiusainmon auf folgcndo zwoi Avion 
ansdriickon; 

Erstlich. Woiui man orwiigt, dass jodc Linio dor Figiir vSoiic /Aveier 
Vielcoko isl, und dass dio Summo dor Wiukol jedos Yiclecks so oft mal 
211 (2 Kochto) botriigl als es Scilon luit^ wouiger 4Hj miihin dio AVinkcl- 
siiinmc aller AMolccku zusamuiGU so oft mal 4R ausmadit als in dov Eigiiv 
Linieii vorhamlen siud, wenigov so oft mal 4U als VidedvO da shid, so 
foigt, dass 

( 1 ) i: -- KAll—FAll 

Zweilens, AVenn man orwagi, dass dio AVinkol an don Oronzpunclen 

By Cf Ey ivoloho yiiisammcn '/wei mul dio AViakd dos flvon'/vid- 
ecks aiismachoii, so oft mal 4K botmgon als fircnzpmicte sind, 

ivenlgor 8 R, und duss fornor inn jodcu im Innorn dor Figur liogondoii 
Piinct (ly hy Cy ily . . * ct, p , ^3 8 , . . . cUc Wiiikdsuinino gorado 4R botriigl, 
also alk zu fiuinmirondon AVinlcol ziisaimnon so oft mal 4R boiragou als 
Piiucto Ay By 65 a, p, Y, .. . vorhandon siiub wonigor 8 R, 

so ist 

( 2 ) = ii;.4R— 8 U, 

Aus (1) und (2) foigt, dass 

KAll—FAK = EAll-m, 

odor 

K-F = 

odor 

-- E-\~Fy 

wdehos dor yiitferscho Satz ist. 



fi 01 filter Bowois oiues stoioomctiihclicn Sid'/cs you ICulor. 
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Dfi j(3(los ciiizoliio A^oloclc dos NoUes von oinor 8cnlon(laclio dos 
Ktirpors^ die cin Violock dorselbon rtaliimg isi, liomilirl;, so ist die Win- 
kelsuniine allcr Vicloclio dos Noizos Winkclsiinimc allcr SeUon- 

(liichon dos Korpers^ und d all or folgt aiicli aus (3): 

„l)ass die Wiiikolsumino allcr Soitonfliiclicu cinoH Kdrpors 
xuisainmoiigonommon so oft mal 411 botriigl als dor Kdrpcr JSekon 
liai, weniger HU/* 

Dioser Hab isi, WJO man sioht, auf morkwiirdigc Woisc mil doin ubor 
die Winkolsiimino dcs Violccks in dor Ebono analog. 

Eino groHso lloiigo morkwiirdigor l^'olgorungcn aus doin obigen Hatzo 
md)si andoron polyodrischon Hatzon fimloi man in zwei Abliandliingon von 
Eulory in don Noei EomnionUtrii actuh menL Tom. TV. p, t09 

und JdO; in den EloinoiUon dor OooinoLrio von Tjoyondre (S. 380 uiul -109 
tier ryv#>s(dicn Uobersoizung); im zwoiloii 'I'hoil dor Sammlung gnonio- 
irisclier Aufgabon von M Uiravk (8, SO — 100); in don Annaloii do Ala- 
duhnadiiue^ von GenjonnOy Tom. TIT. p. JOO, Tom. IX. p. ^J2i, und 
Tom. XV p. 157. 


loll schliesso dioson Aulsalz niii dor naohiriigliclion Uomcrlcung, dtiss 
si eh aus deni Satzo X. auf Soiic 12 loiolii tier fulgendo liorleiimi lasso: 

„lVonn in oinor Elunio oino Ellipse dor Orosso und bago iiacli gegobon 
ist, und die Olasiafol In lioliobigor vorandorliohor bago auf dor Ebono sunk- 
rochi slolii, so isi dor Ori dos Augos, von dom mis die Ellipse als KroLs 
auf dor Olaslaftd orsoheini, oino kliiolio viorton Orados. Sind <iy h die 
llalbaxon dor Ellijiso, und wiilili man die gogobono Ebono iiobsi don bid- 
don, a,uf Ihr senkreolii siohondoii und (lurch die Axmi dcr Ellipse gohoudon 
Eboiion zu Cool’ll inaien-Ebonon, so isi die Oloicluing diosoi* iiitorossaiiloii 
fdaclio 


(A) (rl>Qty-\-h\vy^ 

Wil’d a gloicli gosoizi, ib li., isi ansiaii dor Ellipse oin Krois, desson 
Radius gloicli gogoben, so roduciri sich dio Eliiclio auf don zwoUon 
(I rad, iiiinilich auf 


(li) 

<L In auf diojonigo Elnolio zwoHon Grades, dio voii oinor gloich- 
soiiigon IJyporbol, yolclio sich urn ihro zwoiio Axo liGruinbe- 
wegi, boscliriobon wird. 

Es folgi dalior uingokoiiri dor nachslohondo Saiz; 

,, Wil’d oino gloichsciiigo llyporbol um ihro zwoiio Axo lioniiubowogi, 
so boscliroibi sic oino oinfucho hyporbolisolio Elaolio zwoiion Grades, inid 

dio Sclioiicl der orsLon Axe boschroibon oinon in diosor Eliiclio liogondon 

'y •!» 
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Lcichtci Bewcis oincs stcrcometrischon .Satxes von Eulor. 


Krcis. Jccler bcliobigo Kcgol nun, (lesson Solicilel in dor Fliicho liogl., 
uiul welclier clurcli den Krcis golil, isl so Ijcscliaffoii, class die Ebeuon ilor 
(lieseiu Kroisc antiparallclcn Kvoisaclinitto init dor gGnaniiton J)rcliiix(> 
parallel siiid, und dass also die Ebeiien irgend zweicr antiparallolou Krois- 
■scliuitlo dieses Kegels zu oinandor sonkroclit siiuL" 

Wcim oben stall der Ellipse oiiic ffyperbo], doreii llalbaxon cljonralls 
H, h soil! sollcn, gegobon isl, so orliiilt man anslatt dor Fliiolio (A) dio 
folgeiulo; 

Jedo der boidcii Fliicheu (A) und (f!) lial dio Eigonschart, dass sL(> 
dureh Bowegung oiiicv veriindorlichcn Curve /Avciten Orados orzongt winl, 
niimlieli jedo Ebeuc, wolchc (lurch dio z Axo golit, schueidot die lOiicho 
in einer solchon Curve. 



Verwaiidluiig mid Theilimg sphilrisclier 
Eigiireii diirch Goiistmotion. 

Cl olio’s Joiiiiiiil Jiiuid II. S. 45 — 63. 

IHoi/m Tuf.Xlll-XVl Eig. 1-17. 




Yerwaiulluiig iiiid Tlieilimg spliarisclier 
Figiirou cliirch Coiistniction. 

I. 

In (Ion Klomoniim dor (loomolrio (Anmork. X.) bowcisi Lecjendre 
(Ion nKJrkwiirdigon Sat/.; 

„(laHS dio Htdioilol allor spliarisohon Droiocko iibor dersclhon (h’luul- 
lini(' und von gloiolKiiTi FliichcMnnlialUs in oinoin bosUmmion kkineii 
Kroi.sft liogon“, 

(dn Sat/i^ wolchon Liwdl zuonsL golundon hat {Nomi ada PetyopolUanay 
\L Hand, 1. 'Phoil). 

Dio kiin.slli(d(on AuKdriioko, woUdio fiii* don Kadiiis dos gonaimleii 
Kndsos iind yaw Bostiinmung dor Lagc .sidiK^s JlittoliHinotcs gcfundcin wor* 
(bni, Hind nicilit gooignot, dio oigonUi(5lKi bago dos Kroisoss loioht orkoiincjii 
YA\ biHHon, wooh wonigcjr^ donsolb(3n danaoh loicdii coastruiron zu lf()Jincii. 
Da abor aiif dioson >Satz nmnoliorloi Unlorsuoliiingon gogriiudot word(5ii 
kojiiion, wio z. Jb dio Vorwandlung und ^LMioilung dor spharisclien Figurcn^ 
so -war oino gonuuoiuj Dowtijuiming dossclbon, so wio oln oinfachoror l^owcis^ 
solir wiinsohoiiHWCU’th. In dor That lindot sich, dass dor gonaiinto OrislcrciSj 
oliuo (lass man ndthig liabo, irgond wolcho Ucchiuing zu llulfo zii noliirioii> 
uninittolbar oonstruirt word(ni kanii) und class auoh dor Saiz selbsl clurck 
oino gan// oloinontaro Botraclitung sicli bowoison liisst. 

Jn (lorn J^lgcndon soil dahor dor LeAelbdm Saiz daliin vorvollsiiiii- 
digt wordon: 

5 , class dor Ort dor Sohoiiol allor spliiinsclion Droiooko iibcr dor- 
sol bon Ormullinio und von glcichom FI iiclicn inhalt oin bcsilm inter 
kloiiiov Krois 1st, .wololior (lurch dio boidon Gogonpiiiiote 
dor Eiidpiiucto dor Oruiulliiuo golit/' 

Iliornacli ist alsdann dor Orlskrois loioht zu coiistriuron, und daduroh 
wird man in doii Hiand gosotzt, diiroh Iliilfc dicsos Satzos oino llciho you 
A ufgabon (ibor Yorwaiidlung und ThoiUing dor spluirischon Figuron zu 
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ioscn, woltjlic (Icnoii boi gcmdliiHgcn Figiiren in dcr lihGiw aiuilog siiul? 
<L li., man Ininn alsdaiiii (Liivcli l)lo.s.se CaiihimctioJi jodes hclicbigo sjibarisolit’ 
l^olygoii sumj.sfiivo iti dii .Droicck odor ZwolocK, otior aiich iji oin sphii-' 
rifiohcs (|>ua(lraL vcrwaiulohi, closgkddion jedos gcgcbcne s^diiiriscJio Droioiil^ 
(odor Polygon) von oinom gogobonon IVnctc aiis in zwci gldclio Pliojl<% 
nacli .soiistigon BcdiiigLiiigcii, tkoileiu 

2. 

Jcdor Kroiii aiif dor Kugpiflacho, donscn Ebono durch don MittclpniK'l 
dor Kiigol gold., hoiHrto oin ilauplkrois, jcdci* tandcro dagogon SphiiroJi- 
la’ois odor aiidi NddooJiiliin Krois. ]>ur Bogon oincs Ilauptkrcisos 
cbnn PoJ oiaos 8|)liiliv«kroiHes bis an jrgciid ciaion Piiiict dor Pcriplnn-it^ 
dorf lotzloron Jioisso sphariwdicr Badius dosselboii. Eiii durdi 2, IJj 4,.-- 
Jlauplkrois-Bogoii begrcn/dor Tlieil der Kugcllhiclio hoisso bphiirisdn^s 
Zwoiock, Droiock, Viercok, , wio gewdlinlidi. Eiii Ilaiipiki’cLs, dcroiiu-ti 
andnroji Kroin boriihrl, Jicisso spliju’j.sclio 4'angcatc an loi//loroii. 

Dio Siilzo: „(laHs dio spliiirisdioii Tangonloii cinos Kpharonkroiscs niif 
doin ziigolitirigon «|)]iiirL<^dion UadiuH sonkrcdit sichon;" — ,»du8s dor Dui'di-* 
soJiniUspunot yavgwv .spluirkscUon Tangtjnlon, di.o doiiscibcii KroLs lioridiivn, 
gloicli woiL YOU boidon Bonilirinigspniictoii ontfomt isl;^‘ — „iin(l da.ss iiii 
glcicliJidhMikJigon wphiii'isdicn Droiook tlio Wiiikol an dor firundlinio oin*- 
aiulor gloidii Hind, inul iiingckolirt;^ nind loiclil zu howciHcn uiid aiLs (l(‘r 
Eloiueidargoomotric liokaiuiL 




Ill oinon boliobigoii Spltiironkroifi, doHScn Pol d/ ist (Fig. I), Hoi <dn 
s[diIiiisdio.s Viorcok AfUJJ) oingosohriobon. Nadi don Rckon <los Vior(Md(,s 
zioho man dio HjibiinsoluMi Batlion Mli, AI(\ woldio, da .si<j 

oinandor gloich siiid, init don 8oiUin dow Yicrocks vtor gloidisdionklign 
Droiockc AMfiy /)M/6' biUlcn, in doncii die "Wiiikd an don Oi'iiikU 
linicn dmtndcr gloidi aimt (No. 2), so dass 

« = P; Ti=Pi; 7 = 3; (y, = 8,; 

unit folglicli 


odor 


a-hccrb-Td-^Yi = P+Pj-ho-l-Sj ; 
AA-C -= 


das lioissL: „boi Jodoin .spliiiriscben Vicrock iin Krcisc siiul 4!i<^ 
8unnnon dor zwoi Ptiarc gcgoiiiilicr liogoiuler Winkol oiaantlor 
gloiolP* 


*) Diosiii ist iim oin spcciolloi' Fall von doni allgomoinoioii jSatxo: 
jc<toiii spliurischon 2 hI^o1i iiii Kroiso ist, wonii man dio Winkol dor 
n ling jiadi numorirt, clioSummo dor Winkol in it goradon Nummoi n gloich 
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-I. 

'icslit. mail in cliim wjihiiri.sclion Viurcok A BCD 2) iiu Krcino 
>linrisclie Uia^omilo A(\ so liaL imin /ulbl^/o des Yorliegcmlon 8aims 
n-\-c — 7J = 77 — a — Y* 

^ hat Duiii 


lUliin 


— D — a — Y) 


— B — a,-[-6'j— ; 

loissL: „Hci alloii sj)lijiris<.5hou Dioicckoii AB(\ AB^t\ . . 

iifjor (lor nfimliohoii spluirisclici) iSclinc A(‘ mid auf dor 
i<-3li(3n jSoiLo ill oiiieii yphiircnkrois bnscliriobcii worclcii^ isl 
J 11 Larwchlod zwisclion dcm AVinkol 7;,, an dor Spiizc 
ttir rtumiTio dor Winkcl a,-l-6’p ...) dor Oniiulliiiic 

11 1, “ Uiid unigokclul: 

i7or OrL dor Sohoiiol (ByBy^.,,) allor Mplilirischon Droicokc 
, ^1 /Ay(>f 4 *, iihor dor niimlichon (irundlinic boi wcslchcn 

Jii Uu'Hoii iod zwis( 5 licn doin Winkcl an dor SpiUo uiul dor 
n ci dor Winkol an dor flriindliiiio gloicdi ist cinor gogchciion 
lo, ist oin boslijniutor 8[)hiironkrois, wolchor diirchdio Kiid- 
.o dor (Irutidlinio gohi7‘ 

fiiTLint man an, die Cjlrundlinio A(' gidio (IuitIi d(‘ii Ikd M dos KrciwoH, 
^ti, vonndgo dor gloichHi^licnkligou J)roiocko Jil/7^ and Bj\I(>y dans 


B — a-\-Cy 


Hei Jodom in oinon »Sp]iamnkrois boKcliriolionon spliarischcn Droiecko, 
■^11 spliaris( 5 hon DiirolimosKor dos Ivroisos zur Orundlinio liat, isl dor 
ail dor Spiizo gloioli dor Kiuumo dor AVinkol an dor Grnndlmio;*^ 
irift'okoliri: ^dcr Ori dor Sclioitol ullor sphiiiischoii Jlrciocko ilbcr dor 
jhon Clriindliiiio, boi mdolion dor Wink(d an dor Hpitzo gloioli isidor 

0 tier Winkol an cicr Orundlinio, isl dio Poriplicrio dos »Sphiircii- 
>, wololior dio Orundlinio zmn spliarisclum l)iirolnncs*scr liatd^ 

5. 

H soi ^J/^ 6 '(Fig. 3 ) oin boliobiges spharisohos Droioolc. yl,, By Hollon 
>jrcnpiiiiclo von A, By also die llogoii j{(!Ayy lUJB^ halbo Ilaupl- 
*sGin 5 St) lludoii zwisoJicn don Winkolii dcr boulon spliarisclion DveU 

1 111 mo dor ubrigoii/* wolchor sich auf gloicho Woiso bowolsoii liissi. E» stclit 
1 aiidoior Saiz; „Boi jo cl oin spluirischoii 2 »Kck uin don Krois isl <Uo 
o ctor Soitcii mil goradon Nummoni gloich dcrSuinmo doi nhrigon,” 

ivolclior oboii so loioht zu bowoison isl. 
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et’.ke ACli iiml A^CH^ folgencle ncxioliuiigpii .Stal,t: 

c = c^\ a — a^\ p = ^> 


iiiul da 

rH- a — A-+- p = 2 1 (2 Roclitc)^ 


so isL anch 
nnd folglich 


b-\-‘b^ — 2R^ 




(1. \l ,jb]eil)t (lio Siiinmo a-\-b-\-€ constant, so l)lGi1)t auoh dor Unior- 
schiod c*,— coiislaiit." 

Kim folgt aus dom bekaiintoii Ssitzo, woiiach dor k'laclioninlialt oiiios 
SL^hiirlschon Drciocks aiis dor Siiinmo seiner drei VVinkol gofuiidGii wird, 
dass fiir alle spharisclmu Droiocko y\BC iibor dorsolboii Grundlinio A B 
iind von glcicliojn ‘Fliiolioninlialt die Suminc dor droi AVinkol (a-hb~\-r) 
constant bloibt, Dalier bloibt aucli in don zugoliorigon Droiockon ^d/7/j 
dor Untorschied t \ — cl h. dor UiUorscliiod /.wischon denn ^Viiikcd 
(^,) an ihv Spitzo nnd dor Sumino (^^-1-/^,) dor Winkcl an dor Gniiidlinio, 
eoiislanl, folgliri) ist dor Ort dos Hchoitols (! die Poripliorio oiiios Sphliron- 
kreises, dor durcli die Piincio A^^ B^ gold. (No. 4). Daraus Jblgt dor nuch- 
steliondc inorkwiirdigo inul /ruchtbaro Salz; 

„l)or Ort (IcrSohcitcl allor spliliriscli on Droiocko AB(J ul)or 
dorsol])on 0 riuullinic /i iiiul von gloicliom Kliiohonl iiliult Lst 
die Periplioric ohios liestimm ton iS pliarcni kroisos, dor diiroli dio 
fl ogciipwneliwlp /i, dor Endintnclc li dor gcmeiiischufti iohon 
Grundlinio goht.‘* 


(3. 

Bloibt also dio rirundlinio AB dcs spliurisolion Uroiocks AlUl un- 
voriinderi, bo^vegt sich abor sein Schoitcl C in dor Poriplicrio dos lvroj>scs 
so bloibt soiu Maohcniiihalt constant. Niiliort sich dor Kohoitol C 
eiuein dor boiiloii Piiiiolo ylj, z. B. dem Puiicto /i^, bis or ondlich mil 
ihni ziisannnonfiillt, so (iillt dor Bogen AC mil AB^ zusamnioii, uiul da 
CB^ gloioliKiill wird, so golit BC in den lialbcn Ilanptkreis lilior, 

wclclior den Krois A^CB^ in beruhrl Dalicr folgt, dass dor 
Bliichoiuiilialt dos Droioclcs ABC gloick ist dom EliiclioninhaU 
dos Zwoicclcs BAB^DB odor ABA^EA^ desson oino Scito BJDB^ 
odor AEA^ don Oriskrois A^CB^ in odor A^ boriilirt. 

Es kann noch bcinorkt wordon, dass, wonn dio Orundlinie AB nnd 
dor Eliichcniiihalt des splinrisolion Broiccks ABC gogobon sind, daim 
cigontlieh zwei Orlskroiso fiir don Scheitol C Siatt findoii, indem man 
sicli das Droieck auf wei vcrscliiodonoii Soiton dor Grundlinio clonkon 
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kiliin; Oriskrciso siud abor iiotliwoiidijijGr Wcisc oinandor gloich, 

Hclmoidon oinandor in doii PunciGii yl,, ihrc Ebono bildon mit dor 
Ebciio dos HaiiptkrciHos gloiclic Winkol, imd die Gerado, wolcho 

iliro Polo vorbindol, siidil. auf dor IcLztcron Ebi'tio sonkro(dit. In (tom l)e- 
Honderon Eallo^ wo dio Summc doi‘ Wiiikol dos Droiccks gloicli vior Rcchtcii 
ist, (1. li. wo 

a-\-l}-\-c — 4R, 

isi 6’j g'loi(di (No. 5), und dahor isi cin sphiiriHohor Durch- 

ni 08 S( 3 r lur jeclou dor beidon goiiannioii Oriskreiso (No. 4); folglich fallen 
boido Orts’kroi.so in oinon ciiizigcn ziisaminon, dowsoii Ebono zu dor Ebcno 
dos ilaiiptkvoiises sonkrccht isi. 

7. 

Er .Roi P (Eig. 4) dor Pol dos Ihiuptkroises ABA^B^y und ICPF dcr- 
jonigo llaiiplkrcJSj wclclior dio Puiicto li, Ji^ zu Polon hal. JIaii zicho 
axis li^ durch don Pol i)/ dos Oriskroiscs yl^67.?, don Qiiadranlon 
und IjoHchroibo mil iliin aus dcm Polo G don IJauptkrcis li^Dli, so lial, 
da diosor llaupikrois den Krois AJJIi^ in li^ bonihrt, woil QMIi^ 7 a\ 
D/i^ Honkrochl isi (No. 2), da>s Zwoieok ^il)Ii^A H mit dom Droic^ok AJiC 
glckiiion Plii chon in halt. Niin isi dor 15ogon 74/o’ das dirocio Mcaass fiir don 
EJiudioninhali dos Zwoiook.s BAJiJ)li, und da dio Qiiadranlon PF und 
G D oinandor gleich sind, also aucli DE gloich l^G isi, so isi aucli dor 
JlogoJi PG cin diroolos llaa.ss fiir don Eliiclioiiinliall dos Zwoiocks UA 7^, D li 
odor dos Droiocks yl PC; d. h. in domsolbon Vorliiillniss, in wolclioin sicli 
(loi‘ Elaclioninliall do.s Rroiock.s iindorl, iindorl .sioli auch dor ihm zugobdrigc 
Pogoii, uud uingokohrl, so (lass also oiuom Drciock von doppellom Eliioheu- 
inhall cin zwoimal so grosser Bogon onlspriolil. Sic lion also z. B. iibor 
dorsolbou Gruiidliiiio AH zwoi Brciooko yl7^6'inul APC\, doron Pliichon- 
inlialto rticli vorhallon Avio n : m, und ont.spreohcn ihnon rospoolivo dto 
Puncto G, Op so isi aimh 

1>G : PQ^ = 

und uingokohrl, 

Kami man also don Bogon PG in (7, .so Ihoileii; dass PGiPO^ irgoncl 
oinom gogobonon Vorliiillnisso n\m gloicli isi, so kami man auch oin 
Droioclc yl 7^/, iiiidon, wolchos mil d(3in gogobonon Drciock /iG' oiiiorloi 
(frundlinio und in Iliusicht dos Elachoiiinhalts das niimlicho gogoboim Vor- 
liiiUniss hat. 


8 . 

Ans (loin Bishorigon orgohon sich untcr andorcii zuniichsl dio Lcisungon 
folgondor Aiifgalion; 
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L Aiifgabo. „Ucl)or clci* CJruudliiiic AH oiiio.s gogebcnon .spharischen 
I)roiockj> ABC oiii glokilisclicnkli-ges J)roicck 7A\ orricliion, wolchcs init 
jeiiom gloichcn Fliichcnliilialt hiiU^ 

Man lego (lurch clou Hcheitel 6' dcs gogobeneii Drcleck.s iind diircli 
die fiogonpuncio A^^ 7?, dcr Endpimclc seiner (kiindlinio den Orlskrois 
uiui crriclUo aus dor Wiiio dor (jiinidliiiic yai dieser oiiien spha- 
lischcn Pcrpeiidikcl, so kst dcr J)iir(3hscJuiittsjniiicL dieses Porjioiidikols und 
jenos OrlskrcJses, ziifoJgo dcs Obigon, dor Schoitcl des zii coiisLriiircndon 
gle iclis (ihcnk 1 i gcii 1 )i'o iecks. 

1], Aufgabo. jjUcbor dor Gniiidlimc jiB cincs gcgobciion sphii- 
rischcn Droiccks AH(' (dn andcrcs Lroiock zii erricdiion, wolclios jiiit ihni 
glcioheii Miudieninhali und oiU\vodor(b’alI 1) an der Griuicllinio oinon rtKdilon 
odoriigend eineu gcgobcncn Winkcl cr, odor (l*'all 2) ouio gcg(d)oiic 8oilo ImiA 

Aulldsiing iiud Bo^yois si ml loiclil zii fiiideii. k'iir dcii Vail (2) ist die 
iUillosiing iiiclil hnmor inbgludi, 

IIJ. Aufgabc. „Iiin spliiiriscliGs Droicok zu findon, w(dchcs mil 
oiueni gegohonon sphiirjscheii Droiock AJi(' diesolbo nnindlinio AH und 
gleichcn KliLchoninhulL hat, und dossoii Spitze in ciiioni gogcl»cncii IfaupL- 
krciso K liogl." 

llan construiro don Orlskrois A^(JH^^ so scEincidol diosou’ (l(‘n gogo- 
liciien Jlaiiplkrois K in donjenigcn zwci Ibiiicion, in ’svolcduui alloiii die 
8pilzo d('s zu (ioustmii’ondoii Dreicoks liegon kunn; schjioidol or ibn nitdii, 
so isir dio Aiiflbsuiig doM* Anfgabc xmnioglioh. 

IV. Aulgabc, ^,Ein gogobenes sphiirisclios Droiock AHH in oin 
ZM’eicck zu vorwaiidolii, cL Ii., oin Zweicck zii liudcii, wolclios mil dom 
Dj’ctock gJcichcn Fhicliciiiiiliall 

Shin sucIkis den Pol M dcs Orlskreisos A^('T^^ (Fig, d), zioho don 
spliiirisohon Padins mid crrichto l\J) li soiikrochl zii so isl 

!UJl\x[H (laij vcrlangio Zwoiock (No. 7). 

V. Aufgabo. „Ein spluirischos Droiock zii coiistruiroiij dosscii (iruiid- 
linio gogcbeii isl, und wolchcs mil oiiioin gogolionon spliariscbon Droicck 
AB(! oineii Wiiikol goinein und mil ihin gleiclion Vlaclioninliall !ial.“ 

Es soi jrlT; (Fig, b) die gog(3l)oiio Grundliiuo dcs zu ooiislriurondon 
Droiccks, und A soi dcr boidon Droieclccn angolidrigc 'Winlcol. Man ziebo 
den llaiiptkrcis ODy und (jonstniiro naoh (III) das Droicck Cl) Hy wolchcs 
mil dom gogobcnen Droicck CDB gloichon I’laohoiiiiihall und dio G^'iind- 
linio Cl) gomoiii hal, imd (lessen Hchoitcl B in dom gogobonoii llaupi- 
krciso AC liogl, so isl ABE das gosnchio Dr< 5 icck. Donn ist 

ACDB = ACBE, 

so ist aueh 

ACFB=ABFB, 
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iind folglioh auoli 

AABC= AADB 

VI. Aufgabe. „Ein sphiinschoH Ore lock m ooiistruiron, ^vcJches mil 
cinom gogoboneii spliarirfclion Droicck AJUJ gloiclioii VI lie bon in haU Jiat^ 
und von doss on Sciten zwoi dor Grosso nacli gogoben sind.^ 

Dioso Aulgaho liissi sich sowohl (lurch wiodcrholto Auwcndiiiig von (IT, 2) 
Itison, als aiicli miUolst (V) auf (If, 2) zuriickfiihron. Uoborsioigt dor gonaniilo 
Vlucdioiiinliali oino bestiinmlo Gj’onzc, so ist die l^osung dor Aufgabe iiinnoglich, 
Vn. Aiifgabo. ^Ein sphlirischos Droiock zn construiron, avcIcIics mil 
cinom gogobeiion spharisehon Droiock AlUJ gloichon VlachoiiinliaU ba(., 
und von wolclioin oino Soito niid cin Winkol dor fb’dsso iiaoh gegoben siiub^ 
Dioso Aiifgal)o liissl sich, wio dio vovige, (lurch lliilfo voii (11, 1) und 
(V) losoii, 

VIIL Aufgabo. „fiin gogobenos sphiirischos Viorock in cin splia- 
rischoH Droiock zu vorwauddiu, d, li. oiii Drciock zu consLriiiron, wolchos 
mil do]n Vioroede oino Soito und oinen Winkol gomoiu, und mit ilmi 
gloiolioji Vlaolioninhalt hat.‘^ 

Es SOI AJUJD (Vig. 0) das gcgoboiio Viorock, Man zioho oino spha- 
lischo Diagonalc DB und verliingoro an doni cinon Endpuncto dorsolljon 
oino Soito dos Viorocks, z, B. in B dio Soito yl B nach /i?hin, und constrnirc 
sodann muih (ffl) das Droiock DBEy wolchos mit dom Droiock DBG iilior 
dcrsolbon Griindlinio D B ,slohi inid gloichcii Vlaolioninhalt hat, uiid dosscii 
Sclioitol JS in dor Vcrlangorung dor Soito AB liogt; so ist ABD das go- 
suchlo Droiock, wolches mit doni Viorock ABCD glciohon FliichoninliaU, 
und don Winkol A nnd die Soito yl D gomoin liat, 

rX. Aulgabo. 5 >rvgcnd oin gcge])(3ncs spliarischos AGcIock In oiii 
andores zu vorwandoln, wolchos oino Soito woniger hat,“ 

Dioso Aufgabo wird auf ganz iihuliche Woi,so goldst wio die vorigo, 
lliorauH foigt: 

„Dass man (lurch blosso Oonsiruction jodos gogobono sphiL- 
risclio Vjolo(ik in oin sphiirischos Violock irgoiid oinor Gattung 
initoinor kicinoron Anzahl Sciton, folglich jodo,s gogobono ,sp]iii- 
ris(dio Violock in oin Droiock odor Zwoiook vorwandoln kann. 

9. 

Foriior orgobon sioh aus doii obigon Botrachtungon dio Losungon fol- 
gondor Anfgabon, 

I, Aufgabo, „Ein gogoboiios spluirischos Droiock (lurch oinen llaupl- 
krois ans oinom soinor Winkol in zwei gloioho Thoilo zu thcilon/* 

Es vsoi ABC (Fig, 7) das gogobono Droiock. JIan construiro don 
Ortskrois 71^671^, dosson Pol M ist, Aus dom l^ol B zioho man don llaiipt- 
krois JEBG K Vornor zioho man don Ilauptkrois BPMD^ so, class or 
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/Ai (lor CrriimlHnic AB senkrccht lA imd sic in I) halbirt; al.sdann ist- 
dor Pol clcs IlanpikrciseiJ ABAJiy. Eiullicli ziclie inan den Quadrant 
B^iMG, halbire PG in (?,, ziolie den Quadranlcni wclclior 

Ilauptlircis in ^17, .solmoidct, und zjolio aus dem Pole J\f^ iii i *■ 

deal bplduisclicn Radius dcii Spliiirciikrcia B^baA^^ ho isl, 

(Ho, 7)^ Hinvolil das Hpliiiriscbo DroiecU ABa^ als auch ABb^ hall) ho gi 
als (las gegoheiiG J>roiock mid Xolglich Icistot jodcr dor bcLdoii 

kreise Aa und Bb dor vorgclogton Aujgabe Creniige. 

Eh hcl Cc dor dritlG IlaupLkrois, wclehor das gcgcbeno Droie(ik A < \ 
dcr Aiifgabe goiniiss, halbirt, und C; soi dor Crogonpunci dcs Sclioitols ^ \ 
so licgcn also, vermbgo dcr vorsielioaden Aufldsung, sowolil die vior PiiiKiko 
A^^ 7ip i, a, als ancli C\, c, 6, so wie auch 6^, ^1,, a, c in oiikmix 
Krcisc. Da die Ebenon dk'sor drei Kreiso oinandcr im Allgoiucincn 
eiiicm Pimclo 0 Hclmoidon, so trollcii ancli dio. drei ftcradon A^ay 7t,6^ ( 
ill welclicii die iiamliclieiiEbencn ciiiaiulor selHkddcn, in tlomselbon PuimU" 
ziisaimnen, luid folglich Hchiieidoii die Rbenon der droi Ilauptkroiso Aa yt 
BbB^^ CcC\ einamlor in cincin und denisotbeii Duroluncsscr SQO <lor 
Kugcl, wolchcr (lurch doii Puncl 0 gelil, so dans folglich die drei Ihi.uL>i"- 
kreisG Bby Co eiiiandor in ciiioin und domsellioii Puncto Q schiioidon- 
Daraiis folgt cler nachstchondo morkwiirdigo Hnlyr, 

„r)io droi flaiiptlcroisc (Aa, Bb, Cc)^ voii doiion jodor diiri"-ii 
oincu Winkel oines gogobonen spharisulion Droiocks (ABC) gcJi 1. 
und (lie Elacho dossGibon halbirt, troffon oiniindcr in oinoiii uuiJ 
denis olbcn bostimintcn J^iincio 

Durch irgGiid zwei dor drei llaiiptkroise isL domnaoh dor driLle un- 
mi Iklbar gogcbcin 

Dor Yorblohendc Salz Iludei bokaniitlich auf amtlogo ^Veiso boEni 
geradlinigen Dreiock stalt, boi wclohom d(n‘ Pimci (Q), in wolclieni dU'i 
droi iralbirnngsliniGii cinandcr sclinoidon, zugloich die Eigcnschaft hut, duss 
or (lor Scliwcrpniict dor Fliiclio dos Dixuocks isl. 

IL Aufgabe. „Ein gogebenos splilirLsidios l)rcio<ilc von oiueni 1 j<^- 
liebigen Piincto aiis, der in ciiicr seiner Seilen liegi, diiroli oinon IlaupUcrciis 
in zwoi gloicho Tlieilo zu tlioilcii.^^ 

Es soi ^1776' (Pig. 8) das gegobeno Drcicclc und D dor gogebono Puiuit. 
Man tlioilo das Droiock aus oiiioin Wink cl, z. D, aus A, (lurch den Uain>r- 
kreis Aa in zwoi glciclio Thoilc (1) imcl verwaiidlo luich (No. 8, III) duw 
sphiirischo Droicck A Da in DuEy so thoilt dcr Ilaupikreis DE das 
gebeiiG Droicck in zwei gloicho 'J'licilo. 

J[L Aufgabe. „Ein gegebciios spliilrisohos Vierock diircli eiiicn lla\ij>t - 
kreis aus oinom seiuor Wiiikol hi zwoi gleiclio 'J'lioilc zii ihoilon/^ 

Es soi ABCD (Fig. 0) das gegobono Viereck, Dassolbo soli z. 
aus doni Wiukol A durch oineii Ilaupikreis in zwoi gleiclio Tlioilo 
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iJioill, wonldiL Mun vorllini^oro did jSoil.o tuudi K liiii, miudid, uadi 
(iNa, H, III), (htH Droiock Ai'N j^laiclifliidii^ mil- A(U) uiid l.lidila da.s 
DraiiMik Al^jh dni'di di‘n llau|»Ucr<MM d A’ in zwai f^daicha Thoila (1), sa 
i.sli iiiK'li A A hll Viorook Ab'CDy fulglidi laisloir dor IlaupIkroLs 

J A’ dar Aiil'^faha (i(inu|j[o. Iliiilo niaii *s1,atl <lar Sail,o /jV- dio Sailo !)(' 
iiiiidi Ay, hill vorlani^ori, AA(‘l*\ ^loioh AA(>H {^oniaoht luul (Inroli doii 
llanplkroia A h\ das Droioolc /l/>Ay, luilhirl.^ so iiiiissl.o man alsdarin 
iioali das Droiook /K'A’i in y| ('/A’ vorwaiuloln, urn dou Ihuiplkrous J A’ zii 
nndnii, wololior dio Konlorun^^ <lor vor|^olofr(on Au()»'iil>o orlullL 

Hull oiiion IlmipiknuH /I A^ jj^oriindtMij so lasHon sicli daraus, 

iniUliilld von (No. S, 111), dio droi idirii^^on llaiijitkroiso, wol(dio a,iis don 
droi iihri|>'on Winkoln Hy (l^ 1) das Vionask ludldron, loitjlik fiiidoii. 

IV. Aul’iL^'alio. „Kin go<»(d)onos sphiinsolios Viorock dmadi oinoii llaupU 
krois^ wiih’Jior duroli oinon in oiiiorSoiio dossolhon fj'of^olumon Pmiof- f>olilj 
in /iWoi f*loiolio Tlioilo m iJudlom^ 

Its .soi A lull) (l'\^ 10) das ^ni^oliono Viorook im<l K doj* ^m^^oliono' 
Ikiiad. Man (Jioilo z, Ik ans dmu ^Vinkol A duroh don Ihmpl.krois /I A’ 
diiH Viorock in zwoi i^loioho Tlioilo (I Jl) uiid vonvandlo liiorauf das Dinundc 
A/ AM ill AvAY/, so Lhoili dor llaiipUcrcus lU! das p;' 0 |f(d>ono Viorock in 
/,\voi Tlioilo. 

V. Aul'i^aho. „]Cin i^nigolmim.s .splijiristdios Violo<ik dnroli oinon llanpl- 
ki’ois ails oiiioin .soinor Wiiikol in y,\voi }»loio]io 1’lioilo /ai f.lioiloti/*^ 

Ks soi H. (las l''iinr('ok 4[ Ud !) 1C (1) |:<’ofi[olKni, wolclios uus 
(loin VVinkol A dumh oinon JIauptkrois AH in y.woi f^hnclio Tlioilo go- 
llioill, wordon soil, 

Man vorwandio das goi^niliono lYinldidc in das Vtorook A dl)!Cy l.lioilo 
diosos Viot'ook diiroli don Ihuiplkrois vU/ in /.woi [iloioln} Tlioilo (III) und 
voinvjindlo das Droiook AhU in A 1)11 (No, III), so (Jioilt dor IhuijiU 
krois AH das |^of>oliono kiiiildtjk in y.woi |{l<»iolio 'rtioiJo, 

Hal das fj^‘ 0 |»ol)ono Violoolc niolir uls I'iinf Soi ton, so vorlafirt mini auT 
alinlioho Woiso. 

VI. Aul'galio. „Kin i^ogolioiios spharis<dioH Violook uus oiiioin Pniiotu, 
dor in oinor soinor Woilon f;{o^ol)on ist, duroli oinon IInu|jtkrois in zwoi 
^loioho Tlioilo zu llioiloii.*^ 

Dioso Aul'Kalm wird mil lliillb voii (V) (^orado so wio dio AnCi^aho fV 
mil lliillb vim (HI) fjfoldsl. 

VH. Auff^abo. „lCin fi’OK<d)oiios sjiharisohos Droiook (Kali I) vim oiiuuii 
soinor U'iukol aim, odor (Kali 2) v<m oinom in oiiusi* soinorHoilou jj^o^^ohonmi 
Ikiiioio ails duroli Haiijilkroiso in d, H, Hi, ... i^loiulio ddioilo m (jhoilon.‘‘ 

Dor Kali (I) orlbrilorl nur oino wiodorluiUo Anwonduiif^ dor Aul'^iilm (1). 
Dor Kail (2) da/r(^|i^on orfordori dio Ainvoiuliin^ von (I) uml (HI). Soil H, 
das Droiook yl (Kig, H) aus dom J> in vior gloiolio Thoilo 
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tlicilt Avordcii) so man classelbc yaierst (lurch deu ilauptla’ois J)K 

in 7A\v[ gleiohc Tlioilo/ mill liierauf thesilc man sowolil das Drcieck D fUC] 
als auch das Vieicck IJJiJiA von D ans in zwoi gleiclic I'licile (I und 
III), so hat man die I^'ordornng der Aufgabo orliilH. 

Aiif diosolbc Woiso kaiin das Vierock ii. s, w. gufchoilt wordou. 

1)h man oiiicn gogobcnoii AViiikcd odor olnen gogoboncn Kroisbogoii 
dorcli Conslruclion niolit in di*oi glciclio Tlioilo ihciloji kaim, so kann 
auch das spliiirKselio Lroiock duroh blossc ConstiuoUon iiiclit in drci ghucho 
Thoilo golheilt wcnloii (No. 7) mid (f), AVohl abor kann lungokobrl oiii 
gogoboncs Hpli arise) ICS Droleck, nur (lurch Const met Ion, bclieliig ^vorviol- 
I'aoliL Averdcu (No, 7), 

VIII. Aufgabo, „Yon ciiicsm gogobonen sjihilrisohGii I3roi()ck oin HLfick 
abzusclinoidon, welchos mit eiiieni andoroii gegobenen sphariscliGii Droicck 
glciciion Fliiclioniiihalt liat/^ 

Es soli >5. R. von doin Drciock ^I/^6'(Fig^ 12) oin Stuck abgcscdinittou 
^vcl'dou, ^volclios mit doiii Droiock gloichon Fliiclioniulialt Iiat. Man 

vorlangore Alji nach Tallin unci vorwandlo das Drciock /UiD In 
(No. 8, Ilf), dGsgleichen das Drciock A7^?'in AliGj so ist dioscs Droi- 
cck AJW das vorlangto abziiscluKiidoiido SUick (vcrgl. No. 8, Vll). 

Auf ahididio Weiso kann man von oiiiom gogobonen sphiirisclioii Viol- 
cck oin Stiiclc absclmcidon, wolclics eitioii gogobonen Fliichcninluilt JiaL 

10 . 

Um cin spliiirischcs ])roi(5ck, odor uberhaupt oin sjihiirischo.s Vi clock, 
von einoin in dor KugoKliicho Imlicbig liogoiidoii Puncio aus in zwoi gloicjlio 
Thcdlo thoil(ni zu koimcn, siml oiiiigci tiulfssatzc noUiwondig, dio wir an 
cincm amicron Orte ini Zusammoiihang(5 vortragon uud beweison werden, 
iind dio ivir doshall) liior iiur kurz andouton -wollon. Zum Icichlorcn Vor- 
slilndnisso abor ^vollon wir erst dio analogen IJctrachtungcu bed gcradlinigoa 
Fignron in d(3r Eboiio voraiigehen lasscii, woil zwisolicn boidon Tlciracli- 
lungon eiiio auftallcndo Uoboroiiisiimimrng Statt lindcit. 


il. 


L Ilabcn zwoi gm'adlinigcj Droicckc ABC imd AJ)Iil (bhg. Ill) 
oinen goinoinscliafilichoii Winkcl A und gloichou FliicheniiiliaU, so Ist bo- 
kaiiiitlich 

AB,AC=: ADM 

Ist das cine Drciiock gleichsclionklig, z. B. ist AD gloioli ADy so ist 
alsdann 


AB.AC^AD^^AE\ 


Niniint man AB^ gloich AB mid ziohl irgond oinoii Krois ][[y dor 
duroh dio Puncto -6^ imd C gcht, so 1st dio Potcuz dicsos Kroisos (vergl, 
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SoitG 22), in Hoziig auf don ?iinct glcich yi /Jj X gloich dic- 

«olbo PoLenz isi aber ancli gleich doin Quadralo doi aus an den Mrm 
gelogion 'rangenio yl 1] d. i. gleich yl rolglich ist 

yl T= AJ) = AIi, 

Tf. lia ist fomor b ok aunt, dass die Crruiidlinien /U!, DJU, allor 
Droiooko AIJ('y ADE, wololio oineii goincinscliaftlichon Winkol 
und gloichoji ]*’laclicniiduili liabcii, von ciiior bostinimlen llypcrbol, wolchc 
die Sulionkol A 1), A C dos Winkebs A zn A*syinptolon liai, Ijorulirt wor- 
don, und zwar ^vird jodo Gmndlinio in ilu’cr Hille l)oi'iilirb Dio Uauptaxo 
<lor llypei'bol halbirL deinnach den Winkol Aj iind dor oiuo ibror Sclioiiol 
liogl In dor Mitlc G ilor Orundliiiio DE dos glciclischojdcllgon Droiccks 
A DE, Dahor Iblgi fcrnor, (lass dor init doin Rudiii.s AD gloich AE 
AT aus doin MiUelpunci A beschriobono Krois Dl^^ET dio AxoyJG^ im 
Ibemipuncio dor llyporbol H(5hnoidct, Wonn also das Droicck i'l//6'gc» 
g(d)OJi isL, so kann man {Inroli Ilidfo dos TCroisos M loiclil don 8cliciicl 
G und don llronnpiincl ^ dorjonigon llyporbol (indon, wolclic die GriiiKl- 
linio fUJ boridirl und dio Soiton AJ3^ AC zu Asyjnplotoii hal 

12 , 

Auf dio aiigogcljo]ion Bigonscliaricn (No, 11) griinden sicli iintor aiuloron 
dio Aullosungcn Iblgondor Anfgabon. 

T. Aufgabo, „Ein gloichschcnkligos Oroiock zu oonstmiron, wolclios 
mil oinojn gogobonon Droieok gloiclion Plachciiinbali imd doji Winkol an 
dor Spilzo gcnioin hat,“ 

Dio Aundsung diosor Aufgabo orgiol)l sioh sohr loiclii aus (No, 11, 1), 

Tl. Aufgabo. j,Ein Droiock zii construircn, wolchos miL oinom go- 
gobmion Droiock gloichon niiohoninlialt und don Winkol an dor SpiLzo go- 
inoiii 1ml, und dosson Orundlinio durch einon gogobojion Puiicl gobt.“ Odor, 
was dassolbo ist; 

„Aus oinom gogobonon Pimcto oino Gorado so zu ziolion, dass sic inii 
zwoi gogobonon Goradon, wolclio nui dojn‘Punoto inoinorEbono liogon, oin 
Droiock bildo, dosson Fliiclioninhalt gogobon ist,“ 

Es soi (Fig» J4) das gogobono Droiock imd T doi gogobeno 

Ihinct, 

Nach (No, 11, IT) folgl, dass die Aufgabo oinorlci ist mil folgondcr: 

„Aiis oinom gogobonon Piincio P an oino IIyj)orbcl, doron Asymptoion 
ACf AD nobst oinor Tmigonto BC gogobon sind, oino Tangonto zu 
IcgOllP^ 

Slot nor* -5 Wcrko I. 


8 
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])io Ailfgabe wire! demnach, wic folgt, gclost. 

Man maclio gloich AB^ logo chirch die Puiicto C oinen 
Jiobigoii Kreis B^TC^ an dioseii aii.s A die Tangcnte AT nncl bc.soliroi 
mit diescr aus ^1 den Krois TEFDF^^ wclclior die Ilauplaxo 1<\F (!«i- 
IIyj)ui'bcI in ilu'cu Broniipiiiictcn F, Fy sclineidot, imd dessoii Solino I) 
dci'selboii Axg in ihrem Sclioitol (? begognet. Slit dor IIau 2 )taxo f?, Ct 
gloich 2A(? boschreibe man aus F^ don Ki’cis und ana F doii 

Ju'citi verbindo don Biirchschiiiit Q, beidor Kreise mit doin IB'OUii- 

punctc F und fiillo auf dioso Gerado (IF aus F das Pcrpondikol FO, «(> 
ibt dieses Porpcndikel die gesuchte Tangonlo und loistot folglich dor obij^oii 
Aufgabo Gomige, d. h., sic sclmcidot ein Dreiock lllA ab, welchoH iniC- 
dcin gegebonen Breicck J /iC' gloichou Fliichcninhalt hat. Ebonso ist cbtH 
aus F auf dio Gerado gefallto J^orpendikol FOJIJ^ oino I'angdufo 
an die Ifyperbel und schiieidet ein Dreicclc ab, wolchos mit tloni 

gegebenon Drcieck ABC gleichon Flachcninlialt hat. 

ni. Aiifgabe. „SVcnn in oinor Ebeiio oin Droiock mid irgend cdii 
Punct gogeben sind, .so soil man aus diosem Piinclo oino Oorado .so /,ioln>ii» 
(lass sic dio Flachc des Droicoks in zwei gloicho 'L’hoilo thoilt." 

Sian itiolic ans don SVnikcIn nach den Slitiou dor gogoniibor liogoiuliitt 
Seiten des gogebenen Jlroiecks .^1 7?6' (Fig. 15) dio Gcradon y|y|„ /i/7,» 
ff.j, von doneii hekauutlich jodo das Drcieck halbirt, und dio oinandoi* 
ill cinem und domselbcn Punctc H schueidon und die Ebono in (i inu>u«l- 
liclte AViukclriiuinc tlieilon. Bofimlct sicli mm dor gogobono Pmiot z. B. 
in (lem IVhikolraum AS(\, wic P, so zioho man dio Gerado FD F .so, 
(lass das Dreiock DEB mit dem Droiock /1C6', gleichon ElaclioniulniJi 
hat (II), so liat man dor vorgologtoii Aufgabo Goniigo gothan. 

Licgt dor gegebeno Pimct J' aussorhalb des gogoboiion Droiocks, .so 
liisst (lie Aiifgabe uur chic Aullasuiig zii; liogt or abor innorhalb do.ssollxni, 

.so sind uino, zwoi und hochslons droi Aull6.sungen moglich. Dcim aii.s 
(No. 11, II) folgt, (lass von alien mogliohon Goraden, wclcho da,s Di-oimslc 
Jialliiren, jede oino von droi bostimmlou Ilyporboln beriihrt, wciclio diti 
Seiten des Dreiecks zu Asymptoten habon. 

n. Aiifgabe. „Aus ciiicin in dor Ebono cincs gegobonen Droiooku 
lYillkurlich augciiommoneii Punctc oino Gerado so zu ziolion, dass sio dio 
Fliiehc des Dreicck.s nach eiuom gogehonou Ycrhiiltnisso thoilt." 

Diese Aufgabo wird auf iihidicho Woisc wio dio vorigo auf (II) ziiriick- 
gefiihrt. 

V. Aufg'abe. „Woim in ciner Ebono oin Yiorock und irgend ohi 
l imet gegobou smil, so soil man aus dem Punctc oino Gorado .so ziohoii ' 
(his.s sie dus Viercck (Fall 1) halbiil, odor (Fall 2) nach irgend einom go- 
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g'Gbenon VerluilLnisso tlioilt, odor (l^Vll 3) von doinsolboii cin hJliiok von 
gegebonor Grd.s«o absclmoidot/* 

Es soi AUaV (Fig. IG) das gogoboJic Viercck niul P doi gcgoboiio 
J\incL don Fall (1) lialbiro man das Vi ore ok (lurch dio G evade CC^ 
ans desson A\^inkol C und zi(3ho bicraid' dio Ciorade PPG so, dass das 
Droiock FQP juit doin J)rciock (\CE gloiolien JGuohcninlialt; liat (IJ), 
HO goniigt si(! dor Anlgabe, lliitlc man das Vi creek durcli die Gcrado 
AA^ (stati 6'6') in zwoi gUdclio TJioilc gcilieili, ho miissto man zuerst 
(lurch dio Gorado VTII cin Drciock IDJl abstdinoidon, welches mil 
AVA^ gleiclioii IGa(ihoninhalt liiilloj und dann no(di das llroiock 7V,/7/ 
ill das Droiock P('G vcrwaiidclii, wozu man IIQ mil PC parallel ziclicn 

iniiSHto. 

Es isi domnach iilclil glolcli bocpiom, von wolcliom AVinkol aus man 
das AGorock zuersL tlioiU. Qni dmser Sohwiorigkcil auszuwoichoii, und 
urn ziim voraus (^nlsclicidon zu kuimoii, wclclion zwui SoUcii dos Vi crocks 
(lie zn zioliondo Thoilungslinic {PG) liogognon wordo, ziolio man ziiorst 
aus don VAGiikolii d(}s Viorecks dio vior flcradoii j'IvJ,, 
you (lonoii jedts dassolbo In zwoi gloiclio Theilo lliciltj so liissl sicli als- 
dann aiif nlmliclm AVoiso wie boi Aurgabo III erkennon, wolclio dor vior 
'nioiiungGii man zu waldoii ha bo, und wolclion zwoi Kcdtcn die Tlioiliings- 
liiiio PQ bogognon wordo. 

Eoi den IGillon (2) und (3) vorJahrt man aiif iilinliclio AVoiso. 

IJiosG ArL von Auigabon liissl nicli aiicli aiif dio AGoleckc^ aiisdo linen, 
woliol sich dio Ldsuiig aiif iilinliclio AVoiso orgioliL 


LB. 

Dio DoiraolUuiigon (No. tl und 12) iibov goradliiiigo Figuroii in dor 
Fboiio (indon nun, wio sclum olmn (No. 10) bemorld wordem, aid’ analogo 
Woiso boi don spliurisclion Figuron slali, niimlicii wio foigt: 

J. llabon zwoi spliiirisclio Dreiecko y|7^r, 7J /7 gloiclion IGiiclion- 
inluiU iind oinon Winkcl yj gomoin, so' isL Ijckaimtlicli (^Legendre, /W- 
Quvm do (jthiu. Nolo X) 

Ig U, Lg .1 yt6' Ig I A I), tg i 2[K 

Lsi das oiiio Droiock gloiclisclionldig, z. B. ist yJ 7) glchdi J A’, so Isi 
Ig i,A n , ig i ^1 a - (ig I A ])y - (tg i . i 

NimmL man AP^ gicich .^17^ (Fig. IB, wo man sioli iinter jeder Go- 
radon oinon llauptkrois dor Kiigol deiikon muss), logt diirch dio Functc 
7? uiid (J irgonci oinon Spliiironkrois ^1/ und an dio son aiis A dio Tan- 
goiUo /IT", so ist — (la dor Satz von dor Fotonz boi Kroison ni dor 
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Ebciic (No. 11, I) auf iilmliclio Wciso bci KrcLsoii aiif dor TOigeinacho ’ 
mimlich, dass fijr alio, aus dojnso! beu runcto A clnrch don Kreis 71/ 

gciicii spliari.sclicn Socantcn A das Proilnct uonsbitib 

bleibC^), wclchos Avir an olnom aiKloron Orte boweison wcrcicn, und \vsl>^ 
librigcns Iciclit zii bcwcisou isL — 


iiud folglich 


igi^i ry = (tgixi Dy\ 


AT=^AU=^A]iJ, 


(las heisst: 5 ,clic spliiirisoho Tangonio AT uiis dom Winkel an don Kn^is 
i/ist gloicli dor Soiio A D odor A K dos gloi disci loiildigon I)roiG(d{s yl 1) 
'Welches mil dom Droiock AlUl gloidion Haclicninhall lial/^ 


U. h'crnor wrden wir an oinom andcren Orlc boweison, class di<’ 
(iriimlliiiion Bily (!%• L7) allor spluirischen Drciocko AH(\ 

ADEy wdoho gloidicn Flaclioniulialt iind oiuon Winkd x\ g<nH<dn 
Imbon, von oiiicjn splniiistdion TCogclsdmitt (dor Diirclisclmitlscurvo d<»i' 
KiigelllacJie mil (lor Idiiclio oinos Kogoks zwoitcii Grades, dosson ficludloT 
im 'MiUelpuncto dor Kiigol liegi) bci'iilirl wordcii, imdzwar, class jodo OihiihI- 
iinio ill iliror MiLto boriihrl wird; class fenicr die llaiiptaxo AQ clos sph/i- 
risclion Kcgolsehmtls don gomdimclmftlichon Winkcl yl halbirt, und cmihu" 
der Schcitel in dor Milio G dor Grimdlinic BE clos gloiclisclicnldigcin 
Drciecks ylDi? licgl; (lass dor mil dor Soito yJJ5 dicsos Droiocks aus yl 
bcsclirio1)Gno Sphiironkrciis BE!CB\ clc'r Axe in don Broniipuncloii Fy l*\ 
do.s Kegolsclinilts begognoL; dass, wonii / dor Gogonpunct von A’, midi in 
gloicli yl dor ICogolsdnuLL in Bo/aig auf dio boidon bronnpiund.o 
Fy liyperbolischo, dagogoii in Boziig auf dio boidon Bronnpunclo A' / 
olliptisclm Eigoiiscliftfton lial, d, lu, dass fiir jodon Periplioriopunol / dcjns 
Kcgclsclmitts so-wohl dor’ Unlerschiod dor boidon Bogon IF^ — IFy als aiidli 
die Simnno dor boidon 11 ogon J F~\- ff constant isi, iiiiinlioJi orsioror gl(d<di 
2A(?gleicli Cr<T,, unddoiztoro glcich Gg; class ondlicli dio Tangoulo fU f ' 
den Winkcl BTF^^ der boilslraliloii lialbiri, inid dass ubGrliaupi das V<^r- 
falircn, an oinon sphiiristdion ICogGlschnitt oiiio 'rangoiite zu logon, duia- 
jciiigoa boi den obonon Kc'gcilsobniiien gaiiz mid gar analog ist. 

Die boidon llaiipllcroiso yLC'ylj imd ylByl^ kaiin man wogon dor IJcdmi'- 
oiiistimminig iliror liior angogoboiioii , auf den spliarisohou Kogolsclniihb 
sioli bozioliendon Uigonsohaft mil dor analogoii Eigonscliaffc, wolclio dio 


') Ebciiso fmclot dio Eigoiiscliaft zwoiov Kroiso in doi Ebono, wolclio wir ihro goiii n i ii - 
Jschaftlichc Poioiiz goimimt liabon (Soito I'iS), auF analogo Woiso boi zwoi KroiHiui 
auf del ICiigcl statt. 



Vcrwamllniig mid ^I'lioiluii^ spliurjM'boi Kjguifii durt'h (Jonshuclion. 
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AsympLolon oiner ilypcrbol bosilzoii (No. 11, il), sphiirischo Asymptoieii 
tlo« sphiirischon KcgelsGhiiUt.s noimoii^). 


*') Wir fugou hior Iniiz no eh foJgonclo llesuUalo liinzii^ dio mil den obigcii Siiizcii iin 
Znsaminoiiliango .siud, abor ausser dem Zwocke die.sor Abbandliuig licgcn. 

I. „l}io Polaifignr ein(5S spliiiiisclion Kogolsebiiitts ist oboiifalls cm spli.iiisehcr 

KcgolscJinilt, d. h,, ziolit man in oincin Peiiphoiiopiinct I doh gcgobcnoii spluuischon 
ICegolscluiiith dio sphuiisdic Noiinalo IK und nimmt IK gleich oiiioin Qmuliaiiton, so 
ibfc del Oii des Pnnclos K cbcnftills dio Poiiphcrio oiuch lic&tiiiimtoii Kcgnlhclinilts, und 
zwar isi IK y,iigleic]i andi dio spliiinsdio Nornmlo auf donselbcn iin Piuido K, h'eiiici 
Jiahcii dio iieitlcn spbiaisdicu Kcftolsdinilto folgondc Hoziohuiigen za einandoi ; AVoiui 
sie boido ah sphiiiisdio J^'dlipson angosolion woidon, so liaben sio donsolbon Mittolpunci 
iS', iluo sphaiiscbcn Axon liegon in donsdlicn iraiiplkieison LSLi^ uiid zwai liogi 

dio kloino Axo dor oiiion spliariscbon Ellipse mil dov giosscn Axo ilcf aiuicven im gloicheii 
ilauplkioiso, inul dio Sninino zwoior solchor znsainiiioii golidiigor Axon ist oincm halbon 
lliuiplkroiso gloidi; und cndlidi sind dio Hionnpnncto dcs oinen spbjlriselion Kegol- 
sfbniils dio Polo doi Asymptoion dcs andcroii,‘^ 

Alls dicsem Satzo folgl, mil nudorcn Worton ausgcspi'oohen, ilor folgondo: 

II. ,,^11111 man aus oinom licliobigou Pnneto ATj Lolho auf die Kbonen, weldio 
cinen gegobenen Kogol K z^Yoiton Grades bcriiliicn, so liogon alio Lolho ziusainmen in 
ednci andoron Kogolflacho AT, dessdbon Grades. Sind und dor grdssto imd kloinslo 
Winkol am Scboitol dos Kegels K (dio AxonAYiiikol), nnd 2Ai dassolbo fur iloa 
Kegel A’l, so ist 

-= 26 ~ 2 il, 

und sowolil (lie hoiden Axon-AVinkol 2a, 26^ als 26, 2a, liogen in oiiioi luul dersdben 
Ebono. Worden dioso beiden Axon-Ebonon zn Coonlimitcn-Ebeiion gonoininen, so ist 
die Gloi cluing dos Kcgols 7C, wonu dessoii Bebcitol K der Anfaugspunct ist, 
f Ig’^ a + a’-* Ig’-^ 6 = S'* Ig’-^a Ig^ 6, 

und dio Glolchung dos Kogcis A,, wonii (lessen Schoitol A, zum Anfangspimct gonominou 
wild, ist 

!/ I . ^ /< 

ig’« Ig** tg** 

Ahs (loin hokivmitcn SiU/.o {Co^respamhuice mir F(^cole polylechnvjm Tom, I, />. 179): 
„(iass (lor Orl rtoi DurelischiiKtsliiiio zwoior lilionon, dio 7,u ciimiidor soiikiocht siud und 
dio diiicli dio .Sclionkol ciuos (Ixoii Wiukols golion, oinc Kcgolfliloho '/.woilou (Irados isl, 
dio don fixon Winkol znin kloinon Axcn-Winkol iialj“ odor init nndoion Woiton: „dass 
dor Oil dor Scltcilo! allor sirlifirisclioii Droiccko ilber doisolbon Gunuilinio, doiou Winkol 
ftin Selioitol roclilo hind, oin hplmiisclicv KogolaclinlU ist, wclchor dio Guindlinio zur 
kloinon olliptisclion Axo lmt“, folgl iiach (I) folgondor Satz: 

III. „Duss alio Qundiantcn, wio z. B. VC (Fig. 17), dio man zwischen zwoi gc- 
gobonon nnd fixon halbon Hmiptkrolson ABA,, A6’A, zielion konn, znsiniimou von 
oinotn bostinunlon spliiuischon ICogolscliuill Glhgll boruhil wordon;" odor rail andoron 
Worton: „dass alio nniglicho Hbonon, von ilonon jodo diiich oinon gogobonon Puuct K 
in dor Durclischnitlslinio zwoior gogobonon iixon Jiboiion gohl nnd dioso so hcinioidol, 
dnss dio boidon Dinchsclmitlsliniou oinon lochlon Winkol bildon, zusammon oinon bo- 
htiininton Kogol K zwoiton Grades boriilnon, dobson Schoitol in dom gonnnntou Punclo K 
liogi, nnd wolchor zngloicli aiich dio heidon fixon Kbonon boiiihrt." 



\iift.iii(ll«ii!f mill Tliciliiiif! ,s|)liiiiiiclior l''iuiinm ituich C’oiistruclinn. 
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Aii.-> ilie.soii ftiigedoutoto]! Siitzcii uiut Eigciischaftcn (No. 13 ) orgoboii 
sicli ilie Aiifldsimgcii violcr sphiii'ischcn Aiilgabcn, z. B. (tor folgendon: 

I. Aui'gabu. »Eiii gogcljoiie.4 spli/iiiwlios iJroieck iji ciii gloioli- 
schtiiiUigC!. zu \er\vandclii, wclolios mit ihm <lcii VVinkol nii dcr iSj^iilKO 
gciiiein hut.“ 

Die Aii(lb.sui]g orgiobl sich aus (No. 13, I). 

II. Aufgabc. „Ein gegebeno.s sphiirisohos Di-eicok in oin aiideios ku 
vi'iwiiudelii, wcloiie.s mil ilim don Witikcl an dor Spitzo gomein hat inicl 
ilo.ihC)i Orundlinie diircdi einon gegcboncii I’lincl. gcli(,.“ 

Dio AufloMing dieser Aufgabo griiiulct aicJi aiif (No. 13, J I) tiiul i.sb 
ganz und gar analog mil dorjonigeu in (No. 12, II), ko da.ss Iclzloro fiir 
•lit) gogenwartige Aufgabe worllicli iiborti'agon werdou kauii. 

III. Aufgabo, „Ein gegebeiics .sphfiri.solies Droicok dnroJi cinen lInuj^>L- 
Ivioii-, dcr von eincm aid' dor Kugel gegobouon J’lericlo amsgeht, in zwoi 
gloiche 'I'licile zii tlioilon." 

Die Auflosung dkser Aufgabo isl ganz inul gar analog mil <lorjonlgon 
in (No. 12, III), mil- das.s boiui sphiiiisclimi IJroieck die IJaiiplkroiso, 
welelie dassolbe von seinou Winkoln ans lialbircii, iiiclit durch dio LLiltoii 
dor gogemilierlicgendon Soiten gohon wio boini gciwliinigcn JJrciock, son- 
dern nach (No. 0, J) con.',lniirl werdon niiisson. 

JV. Aufgabo. „Von cinoin gegobonen .sphariaclion Droicok durch 
oinen lIaHiitkroi.s, der diivoh oinen gegobonon Diiiict golit, oin Stiick abzu- 
^ulineiden, wclclie.s mil eincm andoron gogobonon sidiariscJien Droicok glol- 
clien ]*'Iiiohcninhalt bat,‘‘ 

Diesc Aufgabo liis,st sioh vormogo (No. 8, VII) auf (li) zuriiok- 
liilircn. 


V. Aufgabo. „Ein gogobonos s[)hiiri.solicR ■\aercok dnroli oinoii IfaupL- 
kiels, dcr dmch cinen gegobonon Puncl gold, in zwei gleiclio 'I'hoilo zii 
Hteilcu." 

Dio Aulld.sung dicser Aidgabo isl ganz und gar analog mil dcijonigo]» 
in (No. 12, V). 

U. s. w. 


If). 

Ls mbgcn hier noch folgcndo zwoi Aufgaboii nob.sl einigon Bomor- 
vungen die mil (No. 13) in Bezieliung .stolion, iliren Platz flndon. 

„\\cnn auf dbrKngol zwoi llaHplkroi.so 4/1^1,, ACJ. (Fig. 17) 
uni iigcuc oin Puncl / gogebon sind, .so soli man denjonigen 



Vorwiindliuii^ wmi Tlioiliiiig sphiiuschci iMguiuii duich ('oiistnudiun. 


IID 

Ro^'cn Gi\steiis, fiir wolclion [(\ odor ZAvoitens, 

fill’ wolchon das spliiirisclio Drciock oiii Minimum odor diis 
sphiirisclic Droiock oin Maximum isi.“ 

Eiji und tlorsolhu Hugoii GrfiilU zugkmdi dio Konloruiigou bcidoi Aiif- 
galum. Aiigciiomnion, os soi Bogcn ^17<;/lj/. Man nohmo IN gloich 
fA, macho Winkol gloich fAIi und zicho aus dcin lJurchscliniii 

(J tlor iJogon NC und AC don Hogon CfB, so geniigt tliosor boi den A ui- 
gabon zugkdtdi. Donn dio boidon spharisoheii Dreiocko A IB imd A^/6' 
siiid vormbgo dor gloichcn Sciion A I und Nf und dcr daran liogciulcn 
gloichoii Winkol (5ongvuoni, und dahor isl IB glcicli TC\ Eass Icniov 
jodos andoro Droiock, wio z. Ik AB/{^ grosser isl als das spliiiiischc 
Droieck /I folgi ebon so loichk Donn dio boidon splumsohoii Droiocko 
[BBi und ICC.^ sind v(‘rmog(^ dor gloiclion Sidton IB und 10 und der 
daran liogondon gloichoii Winkol congruent. Nun abor isi offenbar das 
spliarlsclio Droieck I(J(\'> ICO^^ also audi das spharisoho Droicck 
IC(\> IBB^^ und iblglich auch das spharisoho A ^1 /?,6', >• A A /^6'. 

Bomorkt man foriior, dass dor gofundoiio llogeu776' nacli (No, 33, Ji) 
in soinor Slilto I von oinom liostimmlon sphiirisclion KogolschiuU boriilirt 
wird, wolclior dio gogolxmoii llaupikroiso ABA^ und A(>A^ m Asymptolcn 
hat, so foigt: „Dass dio vorliogcndo Aulliisung yAigleicli lolirl, wio man 
diu'( 5 h Consl-ruction in oinom gogobonon Lkincto 7 an oimm spharisuhon 
ICogolsclinitt oino 'Fangonio BC logon kaim, woim nur dio boidon 
Asyni)iloton dcssolboii gogobon siiuh“ „l)ass sofort fornor ancli dio den 
Kog(^lsclinitt iin »Schoitol G boriihroiulo 'rangonio B U, mithiii auch dicser 
Schoitol solbst, so wio ondlich auch dio Bronnpunclo Fy I\ odor/dui’ch 
hlosso Oonstruction zu lindon sind (Nk). 13),^ U, s, w, Dieses alles iiiklel 
b(‘kaimtlich auf analogo Woiso boi dor Ilyporbol in Jlinsicht ihror 
Asymptolcn statt, 

Zum Schlusse kaiiii nocli bomorkt wordon, dass sicli aus doni Obigen 
dor naohsUduuKlo bokannie Hatz {Legendrey VIk Biicli, 2(). Satz): 

„duss nlimlich von alien sphiirischon Droiockon mil zwoi gogobonon 
Soiten dusjonigo das grdssto soi, in wolcboin dor Winkol zwiseken 
den gogobonon 8oiton so gross ist als die Summo dor boidon 
iibrlgon Winkol, “ 

schr loickt boweison lasso. Donn os scion ^1 77 und AC (Eig. 3) dio go- 
gebonou Soitom* Man nohmo AU als lixo CmiiKllinio an, boschroilio mil 
ytC'aiis A oincu Krois A und donko sich lornor durcli die Gegonpuuclo yIj, 
/7j der Endpiincto dor Gnmcllinio don Krois jV gologt, dor don Krois A in 
6' boriilirt, so ist, wio aus dom Obigon loiclit foigt, das Droicck ABC 
das gross tmogl idle mit dou gogobonon iSoiton AB und -^'1 6', J)a fornor 
dor Bcriibrungspunct C mit den I’olon dor boidon gciitinnion Kroisc iM 
in oiiioin Uauptkroiso liogt, so Ellt also im gogemviirtigon Fallo dor Pol 



VeiwaiKlliJiig luut Tiioiluiig spliihi seller Figiuon diirch C’oush'iictioii, 
M in tlcii llaiiptkrcljj ACA^, mid dalior hat man (No. 4) 


iiiul da 


ho Iblgt 


AV, z. b. w. 


a = b-\-G^ 


Beilin, im Miirz 1827. 



AiiflOsiiiig eiiier geomctrisclieii Aiitgabo aiis 
Gergomie’s Aiiiuiles do Matlioin, t. lYlI. p. 284. 


OrolIo^H Joiinml iiancl JI. S. fid- 65. 




iuflosiing einer geometrisolien Aiiigube aiis 
Gergoniie’s Annalos flc Matliom. t.XVll. p, 28d:. 

Aaigabc. ,jQucI]o o.st I’cllipscJ lu phiJ^ upprochaiUc dii corclc quo 
I’oii piiisso circonscriro a im (jiuulriliiloro clonno?^* 

Auflosuiig. t. Diircli viar in oinor Tibono liogoiulo Piinolo konnon 
iiiir (lauii ISllipHoii gologi- wordoii^ wonn jorlor dorwolhon aiis.sorlmlb lies 
Dreiocks liegb welches (lurch din droi librigon besUmmt wird. 

2, Alio KogoLsohnilto, woloho diirek die luiniliiihon vtor ikiiujto gclion, 
liabon zusammcn oin SysLcin oonjugirLor Diirclimossorj welcho mil oinamler 
punUlol sind. 

3. Von allon Paaron oonjugirLor Dundimossor oiticr Kliipso liildon die 
bcidon gleichon untor sicli don IcloinsUu V^inkel, uiul 

d. Die ]iI]li[)so komml dom Kroiso urn so niilior^ jo moltr sicli das 
Vcrlililini.ss ihior Axon dor KinhoiL, odor jo inohr sicli dor Wiiikel ihror 
gloichoji conjugirLoii Diirehniosscr do 3 n rocJilon Wiiiktd iiiilioHj well nain- 
lich, Avcjni a dor von don goiuiinUcn Durchniossoni oingosclilossono Winkol 
uiul h dio Axon dor Ellipse sind, 



5. J)arau« folgt^ „dass dio gosuolito Ellipse diojonigo i.st, 
(loron gloicho conjiigirto Durclunossor 'au dem SysLoin dor pa- 
rallclon Durolunossor (2) gohoroii.^ Doim bei jodcr andoron Ellipse, 
boi woJehor die boidon conjiigirton DiirclunoHsoi’, dio m doni l^arallcJsyjitoin 
gohdrciu, Jiiclit gloioh sind, bildon die boidon gloiclien conjugirton Duroli- 
inosKor ojiion kloiiioron Winkol als joiio (13), niid Iblglioli woiohl dio Ellipse 
mohr vom Kroiso ab (d) als dio giniannto. 

Wir fiigon boi diosoi* Oclogonholli m dom liior angofulirton bokaniden 
Satzo liber dio pamllolon conjugirlon JJurchiiiosscr nooli Ibigcnde Zusilizo 
Mnzu: 



,\ullomiiig' oiiiei Atifgaho. 


I ’>4 


Alle Kcgelschaittc , avoIcIic diiroh vior gegebono l^inoto golioii, liaboa 
Mil Hy.stom coiijugii’icr iJiirchtncs«er, tlic parallel sind, unci Hire i\[ilicl*- 
[unictc liogen in der Voripliorio oiiies aiulcroii bcsUiumton KegGlscluiiits 1C 
Dieses ist bokannt* 

Da nun, -nvoiui die vior Pimcic die in (1) angogebeno liago haboii, 
.uiter dor Scliaar Kogelsolinittc, wclclio durch diosolbon gelion, sicli IiniiKM' 
iwoi Parabcln bcfiiulon, unci da ferner boi dor Pauabel von irgond zwoi 
jonjugirtcii Durcliinosscrii iininor der eino mit der Axo parallel isi, so folgi, 
lass dio Axen dor beidon genaiiiiten Parabcln mil dea, zu dem J^arallol- 
systom geliorigeii eonjiigirleii Durohinosscm parallel sind; uiid da dor WiLlel- 
oiinct dor Tarabo! uncndUcli woit ciilfernl ist, so iblgl ferner, dass dor 
Teiiaiiate Kegolschnill K notliwcndig oino Ilyporbel ist, doren AsympLoton 
nit den Axon dor beidon l^araboln parallel soin mussoii. Daher folgl: 

„Dass alio Kogolschnitte, dio diircli vior gogobono Piincie 
velien, welcho die in (1) angogobenc Lago liabon, cin Syslcni 
jonjugirtcr Durchmessor liabon, dio parallel sind, und class iliro 
Mittelpuacto in oinor bos ti mm ten Ilyperbol lie gen, dor on As yin p^ 
l^oten ebonfulls mit jonon conjugirten Durchmessorii parallel sind/^ 

Berlin, im iMui 1827. 



Ailfgabeii mid Lelirsiltzo, 

erstere aufzulOscii, Iclztcro zu bcwciscii. 

Orollc’s doiunal Hand IF, S. 




Aiitgaboii imd Lehrsiitze, 

erstero aiifzulSsci), letztorc zu bcwciscn. 


1. Aiifgahe. Woiin in oinor El)ono drci l)oliol)igc KroLso oinaiideL’ in 
oinom PiiucLo sohncidon, so soil man dnrch doiiselbon oiuo Crorad(i so 
zioliGii, dass, wonn Jj, //, 6' ihro iilu-igou DnrchscliniUo inii d(Mi Kroison 
sind, die Abschniito Hi! der Govadon oiii gogobonos VorhiilLniss m 
(dnandor Inibein 

2. Aufgabc* Wonn im llaumo vior holiobigo Kugoln oinandoi’ in 
oinom i\inoio sdinoidon, so soil man diii’cdi donsollion oiuo Goracbt so ziidion, 
class, wonn yl; Hy (J, J) dio Piincio sind, in wololion sic den KugcKliiolkon 
aiissordom bc^gegnot, ihro Absclmitlo BC^ CD gegobeno VorliaUiiisso 
7Ai cinamlor habon. 

3. AuTgabo. Wonn ciji gc'goboncs (iiTcgiiliivos) Violcck (?iEok) so 
besclialTon isL, class sowold in als urn dassolbo oin Krois bosohriobon 
werdon kann, so soil man zwischon don Uadion (r, R) dor bculon Kroiso 
iind dom Abslando (a) ilircu’ JliLLolpiincio von oinaiulor oino Gloiclnmg 
findoiL Eiir das iJroiock ist tiiosc znorst von liiiler gofnndonc Gloiclumg 
bckannUicli 


= li'^—2rR. 

d.Aufgabo, Wonn in oincr Eboiio wei boliobigo in oinander 
Jiogondo Kroiso solclio Lago zii oinandor ]ial)cii, class man zwisolion don- 
sollxm oinc Itoilio von 71 FCrolson so boscliroibcn kann, class jedor jciio 
boidoii Kroisci, nnd class sio oinandor dor Rcilio nacili borilliron, so soil 
man zwischon don Radion jonor boidem Krcisc imd dom Abslando iliror 
MitLoIpimclo von oinandor oinc Gleiclning finclon, (Man solio 8. 43.) 
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Aufjufabon mid Lohr.sutxo, 


5. Aufgabe. Jcdcr bolioMge Pimoi in tlor Ebcnc Ginos gegeboixc"^^ 
[(oradlinigcii Dreiecks kaiin cinor der BrGiinpiincto oinos KcgelschnitLs ho in, 
(ler alle drei Seitcii des Dreiccks boriilu’L Man soli nun untei'snulnni, 
wolclie Lago der Punct in beaiohuiig aiif dan Drcieck liabon imiHso, daini^ 
dor Kogel.solmitt ciiUveder Parabol, odor Ellipse, odcr Hypcrbel soi? 

f). Aiifgabc. FiilH man aus irgend oinoni Pnncio P dor Periplierio clo« 
uin oiii gogcboiies Dreieck bescliricbcnon Krciscs Lotho auf die Soitoii 
Jlreiocks, so licgoii bekannllicli die Fu.sspuiicto clieser drei Lotlie calloirml 
in irgend einer Geradcn (?. Slaii soil min denjenigen Pimci F fiiuloix, 
fur welchen die ilini zAigelidrigc Gerado G mil oincr gogobenon GeracKni 
parallel ist 

7 . Lelirsatz. Ilaibirfc man in einom AGcrock iin Kroiso sowolil 
Winkol zwisehen don Piagonalen als aiicb die Winkol, 'wclcbc die 
nborlicgciiden Sciton oinsclilicssen, sosindvon den G Cloradon, wololtts 
dieso Winkol halbiron, drei mid droi parallel. 

8 . Lohrsatzf Vier boliobigo Geradcn in oinor Eboiic bildon, zu drt^i 
und droi gononnnen, vier Droiocko. In jcdoin dicsor Dreiecko Hclineictoii 
die droi Lothe aus don Spitzon anf die gogemibcrliegoiideii Soiien oinaiicicu' 
ill oiiiem Puncto, inul dieso vier Punoto Uegen allomal in oinoi' 
Go rad on. 

9 . Lclirsaiz. Vier bcliobige Puncto in der Peripliorio oinos gego- 
benon Kroises bestimmon, zu droicn genommon, vier IJroiecko, Dio vior 
Puncto, in welclien die Lothe aus don ►Spil/zcii dioaor vier Droiocko mif 
(lie gcgoimberliegonden Soitcii oinaiuler schnoidon, liegon allomal i t\ 
der Peripherie oinos Kroises, wolchor clem gogobenon Kroi^sii 
gloich ist 

10. Lolirsatz. Flillt man aus don Eoken oinos bolicliigen (irrcgulHroii) 
Tetraeders auf die gcgciuibcrliogonden Soilciicbcnon Lotlio, so sohnoi<ton 
iliesG vier Lothe cinandor im Allgomcinon iiiclit Sclineidon sioh ah or 3 . 
ill einem besoiidcron Fallo, irgend zAVoi dersolben, so sclmoiden alio vioi* 
oinandcr in cinom und demselbon Puncto, Jin Allgcmoinon aber hahoii 
die genannten vior Lothe die nicrkwiirdigo Eigoiischaft, dass jede Gcracto, 
mdohe dui‘Gh irgend drei dersolben goht, auoli das vierte sohnoidet, d, h., 
dass durch jedeii beliobigon Punct, den man in oinom der vior Lotlio an- 
iiiinmt, allemal einc Gorado so gclogt werdon kann, dass sio dio cirtsi 
iibrigen Lothe schneidet 

11. liOhrsatz. Vior dor Grosso und Lago nacli gegobene Kngolji 
kbniieii im Allgemeinon von 16 besiiminLoii Kiigeln beriilirt woidoii ; 
gohoii sie abor diirch iinendliohc Vorgrossorung in vior Ebonon iibor, die 



Ailfgaboii mid Lohi'siilzc. 
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oil! I'oiniodor (holiohiji’o (lroisoil|^'o Pyrainulc) bildon, so bloibon von joiU'U 
16 Kiigoln, iin Allgomoinon, iiiir noch H iibrig, cl. h., os giobt im Allgo- 
mcJiiGn HKiigoln, von donon jede cUo vior iSoitciilliichcii oiiios gogoboiioii 
Totrabdors bonibrt. Von dioson 8 KugoJn isi «) oino dcm I'oinibdor ciii- 
goschrioboii ; b) von vlor andoivn boriilirt jcdo die Aussousoitc cinor Soitcni- 
lificlio imd dio A^orlangorungon dor di’oi iilirigoii; und <!) ]odo clcr droi 
iibrigoii Kugolii boriihrt alio 8oiton(liiolicn in ilu’or VorJaugoriing und xwar 
zwoi Hoiloidliichon auT ilircr Aussonscito. 

Bozoiclinoi man nun don Uadiiis dor Kiigol {a) durcli dio Ibtdicn 
dor Kiigoln (/;), nacli dor Ordnimg ihror Gro.ssc, diiroh 
wo niiinlich dor loizLo dor grbssio ist, und dio l{adicn dor TCugelti (r), 
naoh dor Ordiuing ibror (IWissc, durch so hai iiiau zwisolion 

dioson Riidicn uiilor andcron folgoiulc inorlcwiirdigo Holationoii; 


1 _ I 1 L _ 1__, J_ L _ L r._Ld- L 

li “ \ X R, ~ X ^ X X ~ \ ’ 


R 


i 

il 


1 ^ 1 . i i i _ n 

Jl. iC ^ '•* R ^ A* 


(I) 

(II) 

(IT!) n\~' ii\~' “■ R'‘ 

8ind YOU don HoiLonlliiclion dcs 'lolrabdcrs drei zn ojiiaiidor souk- 
rcolU, so huL man z, B. auoh nooJi folgeudo Uloicluingoii: 


U, 

1 _ I ] L 1_ 

m ^'lil '“/if"' “■ R'‘ 


1 , 1,1 

"nV^ iif ' liy 


(IV) 

1 

1 

1 1 


li-lt 

“ Rr\-R, 



(V) 

1 

i 


1 

jiR, 

' " RA ■ 


RA’ 


12. Lcbrsalz. Bosoliroil)! man in oinon boliobigon droikauiigoii 
Kbrporwinkol oino. Roiho ICugoln, von donon jodo dio dioi Soib'iilliiolioj) 
dossolbou boriihrb und dio oiiiandor dor Ordimng nacli boriihrou, so bildon 
dio Ibulion diosor Kugoln, ibror Grosso nacli, oino gcomoiris(dio Pro- 
gression. Sind z. B. a, />, c dio Winkol, wolcho die Kanton dos lCdrp(M*- 
wink'ols mil oiiuindor bildon, und scizt man die Radion zwoicr nacli oiii- 
aiidor folgoiulov Kugoln li^ imd und zur Abklirziiiig 

a+b-{-c — 2 s, 

so ist dor Rxpononi dor genamUen Progrossion 


(I) 



I /i 


sin (s — a)ii\n (s — 6) (s — <*) 
sins 




sin (s — a) (s — b)(s — e) 
sins 


•i 


StoliiorM Worko I. 


sms 


9 
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Anfgftbon iintl Lohrsiitzo. 


Odor sind J, B, C dio drei Fliiolioimiukcl ties Korpcrwijilcols, 
setzt mail ziir Abkiirzung 

A+B-\-a = 2^, 


hO iht 


(") i 


j — coiiScos(S — ■i'l)<iQ.s(;S — B )(S — 6') 

I 4co.s’-i^ico.s®-^/i cos” -J- C 

— cos<Sicos(^ — ^i)coa(<S — B)c,Oii(S^ O) 

' I 4cos’-Jj'lcos''^ Zfoos^-J-C 





(i e 0 m 0 1 r i s c li e L o li r s ii t z e. 

Oi olio’s Joimiftl Baiulir. S. ISO-ig.*). 

ITiei7.li Taf. XVII Pig. 1— C. 


9 * 




Gcomctrisclio Lohrsatze, 


J. Lohisaiz. AVcmi aiif oincr KugcKlaclio drei boliobigo Krciso go- 
gclien siiul, *so giubt cs iin Allgcmcincn 8 Puiiotc voii dor Arl, duss uiis 
jodcm von ihnon cllo slcreographisclioii ProjocLionou dor droi KroLso 
oinandor gloich sincL 

2. Jiolirsat/i. Wonn in oinor Ebono vior bcdiobigo KrcLso gegobon 
sind, so kann im Allgomoinon oino Kugol so gologL wcrdon, dass, •^vonn 
man dio vior Kroiso nacli dor sicrcographischon Projociioii auf dicscIbG 
projicirt, alio Pmjootionon (dnandor gloich siiul 

3. Jiolirsalz, Dos Pappm „aller“ Satz (8.47) findol auf aiialogo 

^Voiso auf dor Kiigolllacho 8UiU, niimlich, wonn 7)/, (Fig. 1) zwoi bo- 
liobigo 8pluironkroisc sind, dio oinandor in P boriiliron, iind jnan boschroibL 
irgond zwoi andoro Kroiso lUy , von donon jodor jone boidcn boriilirl, 
nnd dio oinandor l)eriihrcn, so isL, wonn man au>s don Poloii auf 

don llaupikreis dor (lurch die Polo /I/, 4/, gold, spliarischo Lotba 

lallL und die sphiirisclmn Rad ion dor Kroiso ?«, diirch )\ bc- 
zoiclinol, allonial 

, silly) j sin/? ^ 

sinr, sill?’ 

4* Lc Ill's alz. Wonn irgond oin sphiirischos Dredook ABC (Fig. 2) 
gogebon ist, und man ziohi aus soinon Winkola durcli irgond oiiioii PiiiicL 
P UaupUcroiso (grbssto Krois(’) wolclio dio gogon- 

nborliegondon Soiioii in don Pniudon yl,, 7^,, (J^ iroireii, so hal man, wonn 
j][ dor J^ol und li dor Radius dos urn das gogoboiio Droiock boschriobcuoii 
Kroisos isl, 

sin/Mj AnPB^ sin/Y;, _ cosilfP 

sruyl yf^”*^ siii/I7?, ^ sinCY^ ““ cos 72 

8oll dalior ,dio Suinmo dor droi Quotionloii ziir Linkoii cousiaiiL blciboii, 
so isi dor Ort, dos I’uiicfos B dio Poripliorio oinos Kroisos, dor mii dom 
gonannlon umschriobonon Kroiso parallel isk 
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Gooiiiotrischo Lohrsatzo. 


5, Lolirriatz. Die LoiUiiiiGn aller Parabola, von dciion jedc dio drei 
SgUgii amca Droiccks bcruliri, sclinoiclon oiiiandor in cinom uiid domsolbeii 
Puiicto, uiwl zwar in dom iiamliolion Pimote, in wolchcm dio aiis don Wiu- 
kelu doK DrciGckaS. auf dio gogoniibor licgendoa Soiica gofallLoii Loilic oiii- 
auder sclaieidea. 

6, Lehrs atz. Uoriihrt irgond oine Parabol die droi Soiton oiiios 
gtoichvSeitigen Drciecks, so troiTcn dio droi Goradon aus don Eckcii dos 
Droioclcs aacli dca BcruhriiiigspiinctGn dor gcgeaubor liogciidon Soiton oin- 
auder iin Brcnnpuiiclc dor Parabol. 

7. Lohrsatz. Boriihrt voii zwci boliobigon Kogolschiiilton jodor dio 
drei Seitcn oinos gegobcnon l)roiocks, so liogon dio scolis Bcriihrangspnuoto 
imincr in irgcnd oiiiem driltcii Kogolsolmitt. 

8 . Lehr sat z. a) BcriihrL irgond oiiio Flaclio zAvoiton Grades dio 
sQchs Kautcn ohior droiseitigon Pyrainido, odor ihro Vorliingorungon, so 
sclmoidon dio drei Goradon, wolclic durcli die Bcruliruiigspunclo dor gogon- 
iiborliogoiidon Kaiitoii gohon, oiuander allemal in oinom Puiicto; and am- 
gokohri. 

b) Boriilirt von zwoi boliobigon Pladioa zwoiton Grades jedo dio 
seclis Kanten cincr dicisoiUgoii Pyrainido, odor ilu’o Vorliingorungon, so 
licgoii dio zAVoif Bonihriingspuiiclo allemal in irgcnd cinor dritton bliiclic 
dessolbon Grades, 

1) . Lehrs atz. Jodor beliobigo Piiiict in dor Ebono oinos gogobonon 
Drciecks ylB6'(Fig, 3) kaiin oinor dor Bronnpimelo oiiiOK Kogolsclinitls 
soil!, wolclior dio droi Soiton dos Droicolcs, odor iliro Vorlangoriiiigon, l)o- 
riihri, imd zwaristder KogclsohniLl ontwodor a) cine Parabol, odor b) oino 
Ellipse, odor c) oino llyporbol, jo naclulom dor gcnaimlo Pumd oiitwodor 

a) in der Pcriphoric dos um das Droiock bosohriobonon Kroiscs, odor 

b) in oinom der vior liainno A\, K,, odoi\6‘) in cinom dor soohs 

Ruume 7/,, //,, A, liogt. (Siohe S. 12*8, Aufg. 5.) 

Wenn iin Fallo (<f) der gegebciie Bronnpinict z. B. in clom Raiimo 
Iiogt, so liogt dor andoro Broniipimot in dom ontspreclioiidon Raumo 

11, H, IV. 

10. Loll rs atz. i) Womi in eiiior Ebono zwei goiado Liiuon (? (Fig, 4) 
cinandor selnioidon, so giobt os zwoi uiidoro Goradon dio ihro Winkol 
halbiren, 

2) Sind diet Goradon G (Fig, 5) gogobon, so wird jodo dorsolbon von 
don zwoi Goradon ffj, welolio (nach 1) zn cion boidon iibrigon gohoron, in 
ZAvoi Pnneten gosohuitlon, Zusammoii giobi os also soohs solchor Durcli- 
schnittspimcte, imd von dioson soclis Puiicton liegon vior Mai droi in 
eiuor Ooraden 
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3) Sind yior Gcradcn G gcgcbon, so mvi jcdo dcrsclbcii von den vior 
Goraclon avgIcIic zu den droi ubrigon gohoron (2), in vier Pnneten go- 
sclinitteu. Sololior Puncto hat man also 'zusainmon seclizchii, mid von diosen 
SGclizclin Puncton licgoii aclit Mai vior in ciiior Goraden Gy 

4) Sind fiinf Goradon gogobon, sowirdjodo dorsolbon von don achi 
Goraclon G^^ wclclio zu don vior ubrigon gohoron (3), in aclit Puncton go- 
schnilion; das sind zAisammen viorzig Piiiioto, tmd voii diosen viorzig 
Puncton liogen soohzohu l^Ial fiinf in oinor Goradon; u, s. w* Ucborliaiipt 
hoin gogebonon Goradon G wire! jodo von don 2""^ Gcradcn Gn- 2 ^ wolclio 
zu den n — 1 iilndgon gohoron, in 2”“®Puncion gosolniitlen, wlchcs zii- 
sammoii 71 . Puncto aiismacht, uud von diosen Puncton liogen 2'*'“^ Mai 
n in oinor Goradon ffn-n 

Dicsor Satz ist nur oiii speciollor Pall voii einom woit allgomcincroii 
Saizo. 

11. Lohrsatz. Woim in oinor Ebono zwoi bcliobigo Kroiso /i, K^ 
(Fig. 6) gogebon sind, so giobt os cino Scliaar mizahlig violcr aiulorer 
Kroise von denon jedor joiio boiden auf dio namlicho 

Art borulu’t, iind dio Mittolpimcto diosor Scliaar Kroisc liogon in irgend 
oinoin KogoLschnitt. Orclit man jodon Kreis dor goiiannton Schaar urn 
oiiioii seiner Durcliinossor, so orlnilt man cino Scliaar Kugclii 7)iy 
viy und (laiin giobt os cino zwoito Kiigolscliaar il/g, j]f.y 

vou doiion jodo alio Kugoln dor orslon Schaar borulirl, uud doroji iMittob 
puncto oboiifalls in oinoin Kogolschniltc liogon; uud zwar sioliL dio Ebono 
dos lotztoron ICcgolsoluiilis anfdor gogebonon Ebono soiiki-oclit, imd sclinoi- 
dot sic ill cicr Goradon KK^\ auch liabcn dio boidoii KogoLsclinilto solclui 
Poziehiing zu oinandcr, dass dio Ercnnpnncto oiiios jodon dorsolbon mil. 
don Ilauptsclioitoln dos aiKloron znsanimonfallon, dass daher iioLlui^oiulig 
ontwecler boido Kcgolsohnitic congi’uoiito Parabola sind, odor dass dor oinc 
oino Ellipse und dor andoro cino Ilyiimbol ist. 

Nimint man nun unior dor orston Kiigolsoliaar oinc Roiho Kugoln 
my viy ... Rii, wlclio cinander dor Ordmuig nacb bcriilirou, so 

(indol, ivio auf S, d3 bowioson wurdo, wonn dio Rcilic commciisiirabGl 
ist, d. h., nacli oinom odor nach mehreren Umliiiifon in sicli ziiriickhohrt, 
dassclbe allomal Statt, an Avclchor bolicbigon Stcllo man aucli das orsto 
Gliocl VI dor Roilio annohmon mag. 

Eh ilndot nun das morkwiirdige Gosoiz Statt: „dass, avoiiii in dor 
orstou TCiigolschaar oino commcnsurablo Roiho 7iiy ... 

mogllehist, allomal auch in dor zwoUcii Kiigclscliaar oino com- 
monsurabio Roiho My M^y M^y . . , vorliandon ist“, imd zwar 
sind boido Roihon dom folgondon hdchst soudorbaron gcmciiisoliaftliclicn 
Gosotz untorworfeu : 
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Geonictiisciio Lclusatzo. 


„l]cxeiclujot man dio Zialil dor Umliiiifo dor orwloii Rcilio 
(lurch u uiid dio Zahl iliror Glicdcr (Kiigolii) durcli foriior 
dio Zahl dor Umliiiifc;( und Grliodor dor zwoiUn Kcilic duroh U 
und iV, so ist iillcnial 


u 

n 


U 

N 




u 


Dios isi oilier dor morkwiirdigstou geomctrisclioii Saizc. 

Eiu spociellcr Fall diesos Satzos stcht aiif 8. 59, wo' iiiimlioli 
ii = — 3, t/=l 1111(1 N— G 



ZA¥oi polyg’oiioluotrisclio Siltzo. 

Oi olio’s Journal llatul II. S. 2fi3— 267. 

llioi7.ii Tiif.XVIll Kij;. I. 




Zwei polygonomotrisclio Satzo. 

L Lclirsalz. „Ziohl man aus oinom in dor Ebono clncs gc- 
gehoiion Violocks boliobig angoiiommonon runoto P nach den 
8oiLoii dcs VioloclcH Croradc, ditJ rospoctivo mil gogol)cnon fJera* 
don [)arallol siiul, so ist, wonn dor FliiclicniiihaU dosjoiiigoa Viol- 
odes, dcHson Solioitel in don FnsspinusUn jonor Uoradon licgcii, 
(iiiul wolclios somit dom gogobonon Viclcok oingoschrioben isl), 
constant bloibcn soil, dor Ori dosPunctosi^ die Poripliorio oinos 
bosLimmtou ICogolsdinitts. J)io Form dieses KcgoLscbiillts uiul 
dio Lago soinos MUtolpunotos bloibon unvoriindort, wonn aucli dor 
inbalt des oingosdiriobonon Violooks kloinor odor grosser ango- 
nominon wird, d. h. duroh Voriindorung dieses fnlialis oiitsLoIicJi 
tiluilicbo, ahiilicliliogcndo uiid oonoontrisoho Kogoisolinitto/^ 

13owois. Es soi z. 13» das Violook ABCDK (Fig. 1) gogobon. Aus 
oinem boliobigoii Puncto P zioho man in don gogobonon Pichtinigon j)acli 
don 8eitou dos Violooks dio (kmidon PA^^ /V?,, /Y/, , odor 
/•jp doroa b'usspunctc oin dom gogobonon oingoscliriobones Viclock 

A , bostimmon. 

Da z. B. dor Inhalt ilos Dreiooks CyPD^ glcicli siiny, so hat man, 
wonn man don Iiiluili dos Violooks AyBfiyDJS^ duroh /, bozeiohnoL, 

(1) = (?^rf^Hina-+“r/j6»jsin(3+6',ajSin7+r4,6jsiii84-ii6’,sjne. 

Es soiou nun fornor dio Coordinaten dos Ihmclos P^ in Bozug 
aiif Ijoltobigo, zu oinandor sonkroohto Coordinaten- Axon OY^ OXy mid 
a,, (3,, 7 ,, 3^, By scion dio Winkol, wolcho dio Cloradon 6,, ... init 
don respeotivon Seitoii dos gogobonon Violooks einscblicsson, so wio [3^, 
Y,, ... die Winkcl, wolcho dio Abscissoii-Axo OX mit don namliohoJi HoUon 
bildcij nnd ondlicli sOion a, by Cy dy e die aus dom Anfangspuncto 0 auf dio 
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Zwoi polygpiioinoirischo Sulzc. 


iiiiuiUclioii .Scilcii gcfiilUcji Lollio, so lial man bckanutlich 





cos a, sin a, a 

siiiot, ■' sinct, sine/, 

/> 

ship, sinpi sinp, 

siny, ' aiuY, siiiY, 


Wcidcu diosc Wortlio in (1) siibstituirl, so kommt 


(:'0 


21 , 


... . , cos&,.cose.. . Q 

- -sina+ . ~ • sin p-H 


_ ,/ cosy,cos8, 

VsiiiY.sinB, ‘’"‘“~^sm8,sin8, 

.,( sinY„sin8, . , sin8,,siiie» . „ , 

+.«!■ •siiip-l— ^ -sin p-| 

\sinY,hin8, sino,siiie, 


I 




■,+6J . 8111 ( 62 - 1-8 ) 

^ — - ‘ Since H — P H“ 


.sinY|SiiiO| 


A /cosYa-he-c oso^ ^ 
V siiiY, siuS, 




• since “■ 


Y //siiiY^-l-asiaS^ 

'V sinY,sin6, 

sin8^ rtin6,sin6 
otler in oinluchoron Zcichon 
(4 ) uitj M- / iu ' ' -4- ( -|- D If -h / A ' 


(JOSPyCiOH7o 

sinp^ 

sinpj ii\ny^ 

sinC P^H- Y,) 

sinp, silly, 

6'(J0.s|i..“|-^^CDSV. , \ 

siup,suiY, J 

sinSy+isiny., . \ 

' '“‘Sme 1 


SlU £S 


Sin © 


) 

) 


silt 3 


) 


snip, sin Y^ 




f'rtsiiiY a/>sin 8 

^ -± — j_ - -- - ^ 

.sinsjsina, siiijy, sinp, siiip, sin Yi 


J)j( 3 .so Gloiclinii|» ^iobl don Orl dos IbincLes l\ wonn man I^ uls con- 
slant umihmiii. Sio cnihiili, wic man sichi, oiuo Curve dor z wni L tMi 
Ordiuing, wic iin Lolirsaizo liehanptolf wil'd. 

Da die Form diesor Curve (d. i. das VorhilllniHs iliror Axon) unci iliii 
Lago ihres Miitolpunctos durcli die (/ocfficiontoii A, JK 0\ W, liJ allcuii 
siimint werdoii^ und von dem consiaiiion Gliedo unabluiiigig sinct, iiiitl 
da die.sos Glicd alloin die Grdssc entluill, so Jblgt, dass die vcrsiili i(%- 
denen Curvciij die oiUstolien, woiin man dor Grosso iiacli tin cl 
nacli vorschicdenc Worllio giobl, alio ciuandor alinlicli, aJuiliiHi- 
liegend und coiicontrisch wind. 

Soli die Curve oin Krois scin, so miisson sowolil die Coefneionton 
und B cinander glcicli, als auoli dor Ooorficiont C glcicli Null soin. Dalnu* 
Iblgt: Wonn die Uiohtungon, nach wolclion dio goiiauiiLon (lorit- 
don a ,5 Cj, ... aus dom PunoU F gozogcn wordoii, alio bin itn i' 
zwoi gegobeii sind, so kuiinoii diosc bcidon Riclitungoii iminoi' 
so angonommeii wordoii, dass alsdann dio Ortscurve chi ,Kroi^^ 
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wlrd.“ Doiin clioso boickm Ridiluiij^^on wordon fliu’oh die boidon Uloi- 
oLungoii 

J — B uiul ^3=0 

gcmde bosLimint, 

Bind dio Ooradon f/,, />,, ... alio zli don rG.spociivoii Seilcn dos 

gogoboiioii Vlolcokn Koukrouhl, so isl die Ouvvu allonial oin Kiris, Avas 
den folgoiidGii spcciolleii Lohrsat/i giobi. 

TI. Lclirsatz. ^Kiillt man aus cinein in dor Uboiic oiiios gc- 
gobciion Violoclcs boliobig angonomiuouon Piinotc P boLlio aiif die 
xSoiLoii doss oil) dll, so isl, wciin der l^liichoiiiiihalt dos Vide ok s, 
dossen Sohollol in don Kusspunclon dor Lothc liogon, consLani 
bloibon soli, dor Orl dos Piinotos P die Poriphoric ciiios bc- 
sliiiimlon Kroisos. Dor Mitlolpunct dioses Kroisos isl oiii bo- 
slimmtor fixer Piinci, d. li. or bleihl dcrsclbo, wonii aiich dor 
Inliall dos oingosolirioboiion Violoclcs Ideinor odor grosser ango- . 
nommon wird; or isi iiiimlioh dor Mittelpuiict (Sohworpimcl) von 
Kraflon, dio in parallolon Itichlungon auf die Eckoii dos gogo- 
l)onon Viclocks ^Yirlcon, und si oh vorhallon wio die Sinus dor 
ros])oolivon doppolton Winkol dos Violochs.” 

lirslor llo^vois. Vonnogo dor nouen Dodingung sind z. B. in doiu 
Vicixuik AC\PJ)^ dio Winkol boi (\ und roclilo, dalior isl auoh A-\-a 
gloicli zwoi Jiochloii, iind dahor folgt, dass 

sin a = sind, 
sinp = siiijB, 

Kiny = sinC^ 

Und lorllor isl vovinogo dor nonon Boclingimg 
(ft) sinc^i — sinp, — siny, ~ — 1. 

Du roll dio fUoic]iiingei| (b) und ((?) roduoirl sicli die obigo Gloicliiing (3) 
auf foJgoiide: 

— ;i/^(cos7y cosSy sind+cosB^ cossgsin/i-l-* * •+oosPyOOS']f.j sin /?) 
(siiiYy sin 8, suui+sin8, sins, sin YiH hsiiip^siny, sinY?) 

H- y [(rZ cos cos 8 J sindH [-(c cos p,+6 cos y,) sin li] 

— ft)[(rfsinY2--hcsm8g)sind+-— l-(csinp,H-isiu7,)smi?] 
-U6‘Ysind H-cZesin C+^ftsiu C+aZ^sinD+icsiiii?, 
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Zwoi polygoiioiiiotrisclio Satzo. 


Nun iHt imch doitt, was olieii hcmorki wordoii, darzutluin, class so^vcuhl 
die Coefficiciiton uiid chiaiidcr glcicjli sind, als auch class tloi* 
Coefficient 6', gloicli Null, also dass sawolil 

cos')f2COsSjSin^-'h<j0802Cose3si]i/:/-|-* ♦ 

— sin^g sin §g sin^l-{- sin sin sin /?-}-• — ji-^ ^in <*\yi 

Oder 

(I) cos(y3H-8g)siu^l+cos(6.j+eJsm7iH hoo8(p2-l-Ta)-^i^-® = 0» 

als auch 

(U) siii(yi,-'h8g)sinyJ+sin(8g-h-e2)sin7?-[-**.-4-HiuCp^^Ya)sinJS — O 
ist. 

Dicso boidon Bedinguugsgleiclumgcn findon abcr aiich in der Tliai 
statt. Donn, woiiii mm boinorkt, dass z. 13., da =73 — S 3 , 

sin A := siua, = sin(Y 3 — 

so geliGii die Ansdriicko (I) iind (II) in folgondo libor: 

cos(7,H-8,)sin(Y-8j)+ooB(8,+gsiu(8^-e,)-| l-cosCp^-HYjsi'iCp,— 

sin(7,-{-33)sin(Y,-8,)-4-sin(6,+e3)Hin(8,-e,j)-| f-slii((5a-HTa)«in(Pa— Ya)- 

Uiid wird ferner bomoykl, dflsti naoh bokapiiten ■trigonomotrisolujii 
Fonnoln 

cos(w+7i)siu(?/^— ?^) = i-B\n27}^ — -J-sinS^^ 
und 

sill(w-|-?^)siu(??^ — n) = sin^m — sin®-?!-, 

so verw*aiido]n sick dio vorstchoiulen Ausdnioko in folgondo; 

K«m2y3-^sin283)+^(sin283— sm263)~.| si 112^3), 

(sin^Yg— siir83)-l-(sin^03 — sm'‘^83)+<---|-Csin^P3 — sin^Yy), 
von dcneii, wie in dio Augon fiillt, joder gloioli Null ist, iiidem alio Olio- 
dor derselbeii omandcr aufhobcn. Folglioh ist, wio im Lolirsa^tzo !)o- 
haiiptet wird, dor Ort dos Pune tos P dio Periphorio ciiios Krolaon , 
wonii 7, constant gesotzi wird. 

Dass dor Jlittelpuuct dieses Kreisos dor inn ' Lolirsatze angogobcsim 
Scluvcrpunct soi, soil durch don folgondou ]lewci« dargolhaii wordon. 

Zwoitor Beweis. BozoichiioL mail don Wiiohoniiihalt dor Droiocko 
A,I)B, imd ^,7^71, durcli A unci A„ so hat inau 

A — ^7)yl,.7)7?,.siii7) mul A, = qinZ), 
odor lyemi man bomorlft, dass 

BA,=PD.co&v nnd DB, — PD. cob\j., 
tt, = 7^D.sinv nnd =,7^Z>. siiifi, 

so hat man 

^ i-P-® •cosvcosfj.siiii), und A, ~ ■^7-*X>*.ailiysin|j.Bin73, 



Zwoi polygoiioinuliischc Siitzo. 


11:5 


iintl (lahor 

A — A, = t|^7-^Z)‘‘^(cosv(;os[x — sinvsiini.)sini> 

= cos Z) sill i) == ^PD^,^\n21}, 

Da inan auf gloiclio Woise oiiio almlichc Gloiclmiig zwischcn den 
Flaclieniiihalton dor zusammongolidrigen J)roieGke /ijA'C, unci P,PCp dos- 
glcicliGU zwischon den Drciockeii C^AD^ unci C\FD^^ 11 . s. w. IhiclGt, so 
liat maiij wonn die Flacheninhalte dor A^ielecko ABODE mid A^B^CyD^E^ 
durcli I imcl /j bezoiclniot wordcsu, 
I—2I,^^PA\^m2A+PD\m\2B-\-PC\mi2C+l^^^ 

Soil mm der Flachoniiihali (/J dos ciiigoschriebonon Violcclcs constant 
bloiben, so isL auch I — 2/, constant, so class also in cliesoin Fallc die 
Siimiiac cler Producto, die cnlstohon, wenn man dio Quadrate der Abstiiiido 
des Piinotcs P von don Eclcon dos gegebenoii Vicleoks ABODE mil don 
Sinus der rcspcolivcn doppolten AViiikol dioses AGolecks multiplicirt, gloioli 
cinor constanton Grosso, luimlich gloich 4(7’ — 2/,) ist, wober dciin, nacli 
oiiicna bokaimten Satzo {M, Eirsch, Sammlung gcom, Aufg. Bd. LL S. S39) 
iinmilielbar die BicliLiglccit des obigcii Lolirsatzos folgt. 

Dor lotztorc Beweis ist, oinige Abkumingon ansgonomiuon, dcrsolbo, 
welclien wir zuorst S. 15 imd IG initgethoilt liabon* 




Aiifiosiiiig oilier Aiilgabo aiis don Annalon dei* 
Matliematik von Herni Gorgoniie. 

Orollo’s Jontnal IJand II. S. 2fi8-27f). 

Ilipizu Tnf. XVIII Pi(?. 1. 
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Aii)losnn}i einoi Aufgaho aiis Ocigoinie’f. Aniialon cL Matlt. 


lU. 

„Sind iin Raurac irgoiul Kwoi fleraclo A, B unci irgond nin I’liiitst' f* 
gogcben, so kann cluroli cicn Piincl. alloinal oino cinzlgc; ilritto Oovnclo 
legt wurclcn, wclcho cnUvoclcr 1) joiic bcidcn Gocaden sclincidol, odoi-, ht’i 
eincr bosundcrcn Jjago dcs I’lniclcs P, 2) dio ciiio schnoidot luul mil-r clc'i" 
aiideron parallel ist.“ Donn man denko aicli duvch clou Punct P imd tliircjli 
jetle der beidcii Gorailoii insbosoiidoi'c oino Ebono golcgL, no imins .jc'kUs 
dritlc Gorade, wclcho durch don Punct gehen uiul boido gogobono Ooi’inrl<'H 
scluieidon soil, in dicscn bcidcn Ebcnca zugloicli liogcii, (labor giobb iirs 
iiiir cine cinzigc solchc Gcradc, uiunUuh dio Diircihschnittsliuio bolder Elxnioti. 
Liegl dor gegoboiio Punct P ontwoclor in dorjonigon Ebonc, wolclus tkix’csli 
A geht und rait B parallel ist, odor in dorjenigon, wolclio durch li j^ttlib 
nnd niit A iparallel ist (11,3), no fliulot dor Eall (2) don Satnos .SfiiM, 
<1. h. die dritto Gcradc schnoidot iiiir dio oino gogobono Oorado mu I ini 
mil dcr andoren parallel. 


rv. 

„Sind ill! Raumo irgond droi (iorado A, B, 6' gcgolxrn, .so giolib ('.w 
ailemal eino und iiiir oino viortc Oorado 6',, wplcho zwoi dorsolboii, II. 
A, B, schnoidot uiid mil dor drittoii (' parallel ist.“ Dona mail (Umico 
sich durch A cine Ebonc, wcdcjlio mil, (I parallel ist, nnd csbenso diircdi /i 
cinoEbene, wolcho mil 6' parallel ist, so ist dio Durclnschnitlslinio lit’idni- 
Ebcnca die einxig miiglicho Gorade wolcho die Gorndon A, B .schiun < I o (. 
mid mil der Gcradcn (', parallel ist (11, 2). Man erliiilt daher die Gorjicln 
G,, wean man z. 11. durch A eino Elasiio logt, wolclm init (' paralbd isl, 
und alsdann (lurch d(>n Punct A, in wedohem sic B sebuoidot, (uno Gnrjido 
niit 6' parallel ziohl. 


V. 


„Siiid im Raumo irgond droi Gorade A^ li, C gogeben, (von d<‘]ii)i] 
koine zwei in oinor Ebono liogen), so kann oino viortc Cxorado A, so li(»- 
wegt werden, class .sie slots allc droi schnoidot, und dass sio nach iiirt] 
nach (lurch jedon boliebigon IHinct gcht, wolchcii man in oinor dcsr.HolljtJu 
anniimnt.“ Dciin (lurch jedon t)eliobigon I’nnct c, wolchon man z. II. in 
dor Geradoii G' aimimmt, kann nach (111) oino Gorade A, gclogt worn Inn, 
wolcho die Goiadon A, B, und inilbin alio droi Goradon A, 13, Cschnoidtsl,. 
Uad hisst man nun in dcr Voaslcllung don Punct c in dcr Goradon GP 
sich forlbowegen, so wire! auch die Gorado A, sich bowogon, so das.s win 
nach und nach liings dor ganzon Goradon C fortgloitct. 

Odor mn irgond eino Oorado A, zu erhalton, wolcho dio droi goixn- 
bencii floradeiwl, B, (' schnoidot, logo man z. B. (lurch C oino bcliobi^rf. 


AuMosuiig oilier Aiifgabo aiis den Aimaloii der 
Matlioiiiatik von lloiTii Gergonno. 


j. 

Iin XVn, Bando dor Amides de JdatMmatiqnes von Ilomi Q(>rgome 
ho/hulol sUdi jS. HU folgondo Aiifgabo: 

„(Jon8lruiro rigouroiiHOincni la droiLo qiii coiipo a la fois 
(juiitro (IroiicH donnoOH dansrcHpaoo, non comprises doux 
a doux diiHH un momo plan,“ 

Dio naclifolgoiulo Aullosuiig dioaor Aufgabo orfordorl oinige Ilulfssaiiio 
und BolracliUiiigon, (No liiov tlioiln onlwiclcolt, thoils nm* angodoiUot wer- 
doii sollon. 


II. 

l^olgondo Siilzo sind loicht oin/aisolion: 

L) Iliirch j ( 1(1 on gogobonon l^incL isl oino oinzigo Oorado moglioli^ 
^volohc mil oinor dor Lago niicb gogobonon Ooradon parcallel isl. 

2) Alle Gcradon, wololio oino gogolione Oorado A solmoidon und mil 
oinor aiulori^n gogobonon Goradon B parallol sind, liogon ziisammoii in 
oinor ISbono, wololio mil dor lotzioron Goradon parallol isL; odor duroli 
oino gegobono Gorado A isL allomal oino oinzigo Ebono mdglicli, wolobo 
mil oinor andoron gogobonon Goradon B parallol ist, voraiisgcsolzl, (lass 
die boidon Goradon Ay B nicht parallol sind. 

S) Sirul im llaumo irgond zwoi Oorado Ay B gogobon, so isl duroli 
jodo dorsolbon oino J5bouo mdglioli, wolobo unil dor andoron parallol isi (2), 
und boide Eboiion sind daher mil oinandor parallel. 

4) Sind im Ilaiimo irgond zwoi Gorado und oin Pimct gogobon, so isl 
duroli don lUinol allomal oino imd nur oino Ebono mdglicli, welchc mil 
jodor dor boidon Goradon parallel ist. 


10 * 
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AiiJlosim^r eijicr Aufgaho a«s Oei'goune^ Annalcii d, Math. 


in. 

5 , Sind im Uaume irgeiul Oerade yJ, B iind irgond oin riiiict V 
gogobon, «o kann (lurch den Piiiict allemal oino eiiizigo drittc Gorado go- 
k'gt Avei'dcn, ^wolcho ciiUvodGr 1) jeno boicloii Goraden soli iiei dot, odor, boi 
einer bcsoiuleroii Lag(^ dcs l^unclo« 1 \ 2 ) dio oino schncldot und mil dor 
anderoii |)}brallel lliiim mm dciiko sicli (lurch den PiincL B und durcli 
jode der bciden Goradoii insbosoiidoro oino Eboiie gologi, so uuih.s jodo 
drilLo Gorad(‘, Avelche dui’ch den Punct gcheu und bcido gcgeboiie OoradoJ^ 
sclinoiden soli, in dioson bcickn Ebonon ziigloich ] logon, dalior giolil os 
luir oiim oin/dgo solcho Gcjiade, iiiimlich dio DurchschniitHlinio bolder Ebonon. 
liiogt dor gogebonc Punct onlwcclor in derjonigoa Ebeno, wolclio (lurch 
yl goht und mit B parallel isi, odor in dorjonigon, wolcho duroh B gold 
und mil yi unmillol ist (tl, 3), so (iiidot dor l^'all (2) dos Salziijs Slall, 
(1. h. die (lritt(5 Gcrado HchnouleL nur dio cine gegobono Gorado und isl 
init (lor itndorcn parallol. 


IV. 

„SiiKl im Rauino irgend droi Gorado yl, /?, (J gogebon, so giobl (»s 
allomal oino und nur oino \doi’io Gorado 6',, wolcho /iwoi d(M'S(db(m, /..lb 
/I, //, Hchimidel und niit desr driLion (J pandlol isL“ Doini man doulro 
sich durch jI oino J5l)ono, wolcho mil (> [mridicl ist, und (jbonso (lurch Ji 
(dno Rhone, wcslcho mil C parallol ist, so ist dio Durchschnillslinio b(‘l(l<'i' 
KIxuumv dio oinXiJg nidgliclie Clerado wohdio die Goradciii A, B s(ihnoldojr 
und mil dor Goraefon (' paralbl isl (11,2). Man orhalt diiluM’ di(^ Goradis 
we*!)!) man 7», 15. (lurch yl oiiie Ebono h'gl, wolcho mil (> paralhd isi, 
und alsdnnn durcli don Ihiiml in wolcluun sio B scluieidol, (u*ne Goi'ado 
(\ mil (! parallol y.mliL 


V. 

5 , Sind im Uaiimo irgend droi 0{U‘a(lG yl, /I, rgcg('bim, (voii doiion 
koino zwoi in oiiior Ebono liogen), so kann oino vi(U'to Gorado ylj so bo- 
W(igl wcu’don, dass sio slots allc droi schnesidet, und (lass sio naoli und 
nacli durcli joclcn indiobigen pLinoi gohl, welchon man in oinor dorsolbuii 
anniinint.^* Donn duroh jodon boli(;bigon Puucl c, wolclion man y.. ii. in 
(h'l* Goradon 0 anninimt, kann nach (JII) oino Gorado gologl worden, 
wolcho dio Goradon yl. By niul mithin alio droi Goradon yl, By 6’ scilmoidol. 
Uiid liissl man nun in dor Vorslolliuig den Punct c in dor Gcjradoii G' 
sicli foiibow(^gGn, so wird auoli die Gorado ylj sich bowogoii, so dass sio 
nach und imcli liings dor guuzoii Goradon C fortgloitct. 

Odor iini irgend oino Gorado ylj yu orhalton, wolcho dio droi gogo- 
beneii Goradon yl, By C schnoidot, logo man y. B. durch () oino boliobige 



Aundsiin^y oinoi Aiif^rabo aus Goigoiiiie’^^ Aunaloii cK Math, 


149 


ElioiU)^ HO wird flioso dio Gemdon B in irgciul 7Axm runcien b 
fichncidoii, uiul dio Oomde ab Avird aLsilaim dor Cordoning gcniigoji, d. h. 
file luU dio HignnsiihafL dcr vorlangLeu Goradon yl,, indcm sio notliwendigor 
Woise auoli dio Goradc (J >sc]iiiGidon Avird, weil hig mil ilir in dcr go- 
nannion Bboiio liogi. man duhcr in dcr Vorstcllung diosc Ebciio 

sioli lun dio G(M’ado (I lioriimbcAVOgcn, ho wird dio Gerado ab odor 
sich so bovvogon, dass sic forLwiilireiid alio droi gcgobonc Gcradoii Ay By C 
Hfliinoidot, und class tlio Durolisclinitispiiiictc Uy by Cy in Avolchon sio die 
lotxtorcn achiicido^ liingH diesoii sioli coniiniiirlich foriboAvegen,^* 

VL 

JliL andoron Worton folgl dahor: „dasH dio droi gogcboucii Goradun 
Ay 7 J 3 G von oiuor un/iuhligon Sclmar undoror Geradon ^1^, 7?^, C*, 
gosclniiUon Avordon koniion, und dass von diesor Sdmar koiiio zAvoi, so 
naho sic auch immerhin auf oinandor folgou mogon, oiiiaiidcr sc^lnioidon 
kbiinon, woil sio sonst, iind folgUch an oh jono 3 Gcradeii mil ilnicn, in 
cinor Eboiio liegon mussioii," 

Eixirl man irgond droi Oorado aus dor gonunntoii Schaar, z. B, dio 
droi Ooradon ^1,, B^y 6p und nimint sio als drei gegobono Ooraden an, 
so Iblgi also, dass dicHolbon iiiolil allciii von don droi Ooradon Ay By (jy 
sondorn violmolu* von oinor ZAVoilcn Scliaar un/iililigor Ooradon Ay By Cy 
Dy . » . gosohnilLon AVordon konnen. 

Es liogon abor bckannUioh dio bcidon Scliaarcii von Geradon zusamnion 
in oinor IGiichc dcr zwoiton Ordnung, niiinlich im ciiifachon ilypcrboioj'd’'); 
und ibrnor sclinoidoii niohi nur die droi Geradon Ay B, C alio ticradcii 
dor Hchaar ^1,, /^j, G,, D,, sondorn jedo Gorado dcr ciiioii Scliaar 
scluioidoL jodo Gorado dor andoron Scliaar, so dass also auch z. B. die* 
Gerado J) noUnvoiulig die (iorado 77, schnoidol odor mit ihr parallol isL'^'^). 
Das hoisst: 

„Wonn iin llainno droi boliobige Ooradon Ay By (J von ivgoncl droi 
andoron Goradoii A^^ /ip C', gosohniUeii Avcrdoii, so boschreibt diejonigo 
Gorado, Avolcho sich (lurch dio droi orsioron forlliOAvogt (V), die iiiimliclKi 
I'liicho ZAVoilor Ordnung als diojcinigo Gorado, AV(3lclio sicli (lurch die droi 
lok/ioroii hoAVisgi, iind di(‘HO Elaohe isi das cinfacho lly[)orbolmd.“ Uiid 
IbriKM'i >,Von don lioidcii Schaaron Ocrador, dies in oinor sole 1 1011 Elaclio 
liege 11 , kdniKui von don on, avoIcIio zii (lor nainliohcn Scluiar gchoreii, keino 
zwoi oinandor schnoidon; dagogen abor schnoidol jedo Gorado dor oincii 
Seluuir jodo Gorado dor andoron Schaar, aiisgonommen oino einzige, miL 
AV(5lchor >sio pimillol ist/‘ 


* Ikuul I, 8ailo t^40 von OreUc\ Joiinuil 
SoUo 342 eboiulasolksl. 
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VII 

Bowcgt sich iiiunlich cUo Gorfido A^ (lurch die drci GcradGii A, 
so wire! sic irgoiid oiiimal eino solcho Lago liahon, (lass sie mil A parall(ii 
ist, namlich in doinjenigon besoiKler(3ii Fallo, wo ilir DurcliscluiiitspunoL 
mit A uiicndlicli \Ycii entfornt ist, cine Lago von yl, , wolcho naoli (IV) 
gofuiKlon wird. Daher folgt: 

„Dass mit jedcsr Geradeii aus oinor dor beiden gonamiton 
Schaaren oiiic Goiadc aus dor aiidoron Schaar parallel ist,** 

Es soieu die Geradcn A uiid pmllelj so sclmcidot alsdann A^ jedo 
der librigon Goraden By C, B, . , . dor orston Schaar (VI), und dio Eboiioii 
dnrcli yi, und B, A^ nnd Cy A^ luid D u, s. w. sind alsdann sammiUcIi 
mit A parallel. Da abor diiroh jodc der Goraden By Cy By , , , iiisbosondorc 
iiiu' oino mit yl parallolo Ebeiio moglicli ist (II, 2), so folgt also umgokchiL: 

„Dass alio Eboneii, wolclio man (lurch bolicbigo Goraden By 
Cy Dy die in einem oinfaolioii llyporboloi’d liegon, und dio 
’/Ai dor iiiiinliclion Schaar gclidron, mit oinor Goraden yl, die y.n 
dorsclbon Schaar gohort, parallel logt, oiiiandor in oinor Gera- 
don ylj sohnoidon, welclie va\ der zwoiton Schaar gohdrt, und 
wclehe mit jenor abgesoiidorton Goraden yl dor orston Schaar 
parallel ist.“ 

Uoborhaupt gold jodo Ebciic, wolcho (lurch b’gond oine Gorade aus 
eincr dor bcidon Schaaron geht, nolhwondigor Woiso auch (lurch oino 
Gorade der aiideroji Scliaar. Denn gold z. B. oino Ebono durch yl, so 
wil'd sie dio Goraden By C in irgoiid zwoi Pimoton by c schnoiclon; als- 
daim schneidet die Gorado bo alio drci Goraden yJ, By G (V), goliort also 
zii (Icr /Aveiten Schaar und llogt in dor gonamiton Ebono, Also: ^Jodo 
Ebonc^, wolcho das oinfaoho Hyperboloid in oinor Goradon schiioidot, 
schnoidot dassolbo noch in ciner xweiton Goradon, und boido Goradon go- 
horon notlnvendigcr Woiso vorschiedonon Schaaron an***).*^ 

Wir fiigoii liior boilihilig folgoiulo Bomoikungon hinzu; 

1- Legt man (lurch A eino Eboiie pmalbl mit cliucli /i oino Ei)oiio parallel 
nut C uiul duicli C oino Ebono paialtol mil yl, und iiimmt dioso dici Ehoiioii alti 
Cooidiiialoii-Ebonon an, so ist dio Gleichiiiig dos gouauiUou Uyporboioids II 

(.L — — = XJ/Sy 

wolclio, WOlllL 

a. = 2a, ^ = 2^5 c = 2y 

gesotzl -wild, auf dio Form 

(r-a)(jf — p)(z— y) = (i.’ + a){j^-|-P)(z-|-Y) 
gobvacht woi'don kaim, m wolclior Gestalt sio die Glciohung der eonumUou Plixclio i,sl, 
woim ilir Mjttol|niiiot dor Aiifangspunct dor Cooulinatoii ist, nnd dioso lotztoioii mil 
iigond drci Geiudou A, Ji, 0, wolcho in dev Miiclio iiogen imd dor niunlichoii Sclianr 
Goradon angokoioii, paiallol sind. Aus diesor Gloiclmng toitot man loiclit dio von Binot 
gogobono Gloichiing nb (Oi olio’s JonrnnI Band I. S. 347), 
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vm. 

Diirdi iryoiul di’ci im Raumc gegobono Goradc vl, Cy wolclio luclit 
mil oilier libonc parallel sind, ist demnach allomal oiii cinfaohes Hyper- 
boloid lies Id mini, d. In cs giobl allcmal cine imd nur cine solcho Flaclio, 
ill wolchor die droi Oeradoii Uegon. Dor MiUolpiinct diescr Flaclio -wird, 


Will lit mau dio Axon dos llyporboloids zu Coorcimaioii-Axeii, so ist soino Gloi- 
clmng bokannllicb 

(a) := — 

BoziolU sich folgoiido Gloiclmug 
(P) — _ Q 

auf das niiinliclio Coordiuaioii-Systom, so ist lolztoio dio Gloichnug eiiics Kegols (zweitei 
Oidmmg), wolchor init jonor Flilcho (a) oinorloi Millolpunci hat mid iiir Asymptotcu- 
Kogol ist. 

Logt man luui oino Eboiio sOydass sio don ICogol (P) in itgond oinor Kanlo, wolclic 
K hoissoii mag, boriihri, so fiiidot man, (lass ilioso Ebono allomal dio Eliicho (a) in irgend 
zwoi Goiadon, z. B. iii A, sclmoidot, wolciio untor sich und mit dei gonaimloii Kaiito 
K parallel sind, mul dass lotzioro in doi Mitto zwisolion joiion boidoii Goradou liogt. 
Eolglich ist jodo Gciadc, woloho sich in doi Fliicho (a) bofindot, mit iigond oinoi Kanto 
des ICogols (P) paiallol, mid mngokoiut. iJomnach folgon iinchstolioiulo Siitzo: 

1 . „Allo Gonulon, wolclio in dor Flilcho oincs oiiiFaclion Hyperboloids liegon, sind 
mit don Kiinion cinos bosliimiitoii Kogels zwoilci Oidming parallel , d. lu zielit man 
(Inrch oiuoii boliobigou Pmiot P mil jodor Goiadcn, woloho in dor Eliicho oiiios gcgc- 
h 01101 1 oinfaolion llypcibolouls Uogt, oino Paiallcio, so liegon alio dieso Parallelon zu- 
saniinon in oinoi bostirninton ICogoiniicho zwoilor Ordmmg“ Odor: 

IL „Smd im llaumo irgond droi Goiado-d, 0 gogohon, mul oino vioitoGorado 
A^y wolcho diosolbon sclmoidot, bowogt sich anf jedo mdglicho Woisc, olino jodocli oinoii 
Aiigonblick aufzuiioron, jono droi zu sclinoidon, so ist sio slots mit irgond einoi Kanto 
oinos bostirninton Kogols parallol; odor bowogt sich oino andoro Goradoai, wolclio fort- 
wahroiul diiich iigond oinen Axon Ihiiict P goht, so, dass sio stels mit dor Goradeii 
parallol ist, so boschioibt sio oino boslimmto KogolflUclio zwoitor Ordnnng, wolclio don 
iHinct P zuin Mitlolpinicto (Schoitol) hat,** 

HI. ,}Sind im Itaume iigond zwoi Goiado Ay B nebst oiiicm boliobigou ICogol P 
zwoitoi Ordiiung gogobon, so Hogen alio mogliclieii Goradon Ji, Pj, C'd***? donen 
jodo jono boidon Goradon sclmoidot, und mit irgond oinor Kanto dos Kegels P paiallol 
ihl, znsaimnon in oiuom bosiimmton oiufaclion Ifyporboloid; odor bowogt sicli oino Gcrado 
A^ so, dasa sio slots mit irgond oinor Kanto des Kogols P parallol ist, iind fortwiUiiond 
dio boidon Goradon Ay B sclmoidot, so boschroibt sio oin oinfaclios Ilypoiboloul** 

IV. „Siud irgond zwoi Kogolsclmittij Ay By wolclio in iigond oinoi Eliiclio zweiior 
Ordamig Uogou, nob si oinom boliobigou Kogol P dorsolbon Ordnnng gogobon, und bo- 
wegt sich oino Gorado so, dass sio slots mit irgend oinor Kanto des Kogols P parallol 
ist mul foriwiilirond durch dio Poriphorioii dor beidou Kogolschnitto A, B goht, so bc- 
schroibt sio- oiu oinfaclios Hyperboloid,** 

1 st dor goiiannl(^ ICogol (3111 gorador Kogol, so ist clas Uypoiboloid dasjenige, wolclios 
dnrch Umdrolumg orzoiigt wordon kaiiiij nnd Iritt an dio Stollo dos Kegels oino odor 
iwQi Ebonon, so wird das gonannto oinfacho Ilypoibolo'id durch das hypoibolischo 
Paraboloid vor tr oton. 



152 


Aulliisiuipr cilior Aiifofabo Oorpfoiiiio’s Annalon il. Math. 


wic .sich loiolit bowoison liisst, imd wio z. B. ITaehette im crntoii Bancic 
von Crelle\ Journal bc^vioson luit, auf folgciido Wciso gofuiulon: 

1) „Man biiclio diojenigon drei Geradoiwl, , 6',, welcho respective 

init den gegobenon Goradcii By C parallel sind uiid rospoctivo die 

beideii iibrigen B und 6', A itntl Cy A mid B schncklGn (IV), und lege 
alsdann diirch jc zwei Parallel on, also diircli A und A^^ B und C\ 
und 6j eino Ebono, so i.sl dor Diirch.schnittspunct dicser droi Ebenon dor 
gesuclito Mittelpnnct/^ 

Odor man orluili daher dioscii Mittolpunct am oinfaoJisicn, wio folgt: 

2) >J)urcli cine dor droi gogebenon Goradcii, z. B. durcli Ay logo man 
oLiio 151)0110 parallel mil B, ’wololio die C in irgoiid oinom Pimoto c* sohnoi- 
den wil’d; fernor logo man durcli A eitie I5bciio parallel mit Cy wolclio dio 
B in irgoiul oinom Punctc b sohiioidon wild, so ist alsdanii dio MiUo /!/ 
dorjeuigon Gcraden bcy welcho dio lioidon genannton Puncto vorbiiidot, doi’ 
vorlaiigto Mittolpunct." 


IX. 

Nach dioson vorlaiifigon Betmclitungon wollon wir uns nun zu dor 
obigon Aufgabe (I) wondoti. 8io vorlangt nanilicli: 

„l)iojaiiigo Gorade in all or fitrongo zn con strui roll; welcho 
viev gcgobciic Gcradon, yon denon Iccino zwoi in cl nor Ebono 
liogoii, siimmtlich schnoidoL“ 

])io vier gogobonen Ooradoii sollcn Ay By C, I) heissen. 

Wordon zunachst uiir die droi Goradoii Ay By (1 IjoriiclcsichtigL, so 
liogeii dieso in oinom besUmmten oinfaohou Hyperboloid (VIII), woIoIk^s 
11 licissoii mag, nml os giolit oiiio Schaar von Goradon A^^ 6', 

von wolchen jodo jcilc drei Goradcii schiioidot unci iu dcr bdiicho Jl liogt (Vf). 
Dio gosuchto Gorade liefindoL sich daher noUiwciuligor Woiso in tlioser 
Schaar, nfimlicli sic ist diojonigo, woicho durcli oinoii dorjonigon J^unclo 
gcht, in wolchen dio vierte gogebone Gorado 1) das [fyporlioloul II 
scliiicidot, Kennt man doninach oinon solclioii Burchschniitspunct, so 
ist aiioh dio gcsuchle Gorado als gofuiulon zii botraclitcn, woil durgh irgond 
ciiien ]\iiict dor Eliicho 11 niir oinc einzigo zii dor 8cluuir -/I,, 6',, 

... gchorigo Gomdc inoglich ist. Dalicr gicbl o.s .so violo Goradon, 
wolclio dor Aiifgabo Goiiiigo luision, als os Ihincto giebt, in wololion die 
Gorade 1 ) und das llyporboloi’d 11 oinandcr .schiieiden, milliin im Allgo- 
moincu zwoi. 


X. 

Die DurclischiiUtfipuiiotc der Goradcii 1) init dor Eliicho II imd hor» 
nach die gosuchto Gorado findol man lunimohr auf folgemle AVciso: 
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1) Mill! suclio naoli (VTTL) don ]\Iitiolpunct dcs geiianuion Hyper- 
boloids 11 y ill wolclioin niiinlich die droi Gcradoii /j, C liogoii; cr 
lioisso M (Fig. J), 

2) Durdi dio Crovadc A lege man oino Fdieno E parallol mil, /), 

Avololio die Ooradon ii, (' in irgoiid zwei Puncton /;, v und das Hypor- 

bo] Old in den boidon flcradeii yl und hv schnoiden wlrd (VFl). Dor J lurch- 
sdniitLspunct dor boidon Ooradon A, he hoisso a, 

3) Ouroli dio Ocrado V lege man oinc Rlicno E^ parallel mil 

wololio namlich die .Elionc dor Figur isL, so «ind dio /Avoi fibeneii E, J?, 

mil einandcr parallel (II, 3); sio schnoiden Iblglich das Hyperboloid IJ in 
iihnliclicn und iihnlich liogondon Kegolscliiiitton,' doron MiUolpuncte a, m 
mil deni Miltolpuncic M dicsor Fliioho in oinor Gcrudou liegen, Nim bo- 
sioht dor Sclmilt dor Ebono E aus don boidon Ooradon hc^ wolchc als 
eiiio llyporbol anzaisohcn sind, doron Miilolpuncl a isi. Dahor ivird auch 

^ dor Sclinill dor aiidoron Ebono E^ oinc llyporbol h soin, doron AsymploLcii 

md^ mil don Ooradon he parallel sind, und doron MitLoIpuncL m 
mil don Punotoii a, j\f in oinor Ooradon liogl, 

4) Logl man dahor durch don Ihinct M /Avci Ebonon, dio eino (lurch 

die 0 Grade A und die andcjro durch dio Oorado he, so sohiioidoii clic- 
solbon dio Ebono E^ in don Asymptolon md, '^7ld^ dor gonannloii llyjiorljGl h. 
Sind Ibrnor die DurchsohnitLspunclo dor Elnmo E^ und dor Ooradem 

E, C, so liogon diosolbon nolhwondigor Woiso in dor i^eriphorio dor 
gonainilon llyporbol h, Doimiaoh konnl man dio AsympLoloji ind, md^ 
und /AVoi Piiuote 6 *, dor g(mannlon llyporbol k, und os handoll nioh 
nuiimoiir darum, diojenigon l)oidon Ihinclo a, (5 zu linden, in wolchen clle- 
solljo von dor Ooradon E g(3Hclinilton wird. 

5) Ziolil nuiu zu dicisom lindyAvoclc, z. 13. durch dem ihinci //, dio 
Oorado 'pq parallel mil 1), d, i. mil dd^, so isl nach oinor bekaniiLon 
Eigonschafl dor llyporbol 

pb^ . <] — da. , ad^ = f /p . p . 

Uni hiornach dio gosuchlcn Piinclo a, p zu liiulon, bescdiroibo man iini 
ild^ als i)urolmiGHS()r don Krois (Li. r//>pyp/,, Irago in diosoji dio 
Solmo glcich pq oin und iiolnno pj^>> gloicli ph^, so isl vorindgc dor 
l^olonz dos Kroisos 


p^h^Jj.q^ = oijj./j/V 

Alan nolimo dahor fevnor 


wSO sind a, p die boidon gesuchton Jhiiiclo, in wolchon dio (icnule D dio 
ITypcrliol h und folglioli auch das Ilyporboloid // schnoidci. 




.L(^lijvsatzo. 


,,Siii(l irf^oiid zwni in oinnr Khouo liof,uuL(lo IJroi- 
o«ku so hosnharron, (lass, \v(uni aus don Mckon dos oiiion aiiT 4 li(» 
SoiMui d(»s and(\r(5n, in ir^ond oinor Orduuiiji*' ^nnommoji, Lollio 
ir(iriMII. wnrd(Mi, {\\{w\ diM^i huUMMunaiidor In irfrond oinom Piinoio 
(j’orioii, so l.rorn^i auoh diojtuiigoii droi IjoUio, wolchc in oiiU 
sjMMM’.liinuhn’ ()rdnun|>' aus (hni M(ik(ni dos zwoilon Droiooks anf 
dio S^nl.nn dos (n*sl,<M‘(ui j:»'(dalll. wordon, oiiiaiulor alloiniil in ii’- 
j^ond (UiKUii Piiiic.Ln/^ Odor: 

I) man nus oinom willkiirlidlion Puiicto Elxmc', 

oinos l)mi{ad{s AHd luil' dio iSoilon (hs lol/iloron IjoI.Iio Da, Oh, I)t\ 
iiiiiunli in dioscm Loihon droi holiol)i^‘(t iHnmio a., h, r als Knkoii oinos 
atid(a'nn l)roi<a?ks ahr an, und rinit auf dosson Soiion aus don Hokcni dos 
}j^o[>’(monoii l)r(doi'.ks, in |i[(d)(>ri|i[or Oniniinj*' f«onommon, JjoIJio A(f, Hd^ 
(Uiy s(t iroiron di(^s<^ oinandor alhmial in irf^oiul (unom PuiicLo dA lliid 
loriior: 

II) „Ninnn(, iiuin ahnlitdiorwoiso oin driIXos Droiook an, dosson 

Mokon in don nilndii^lnm droi (a'sloron hniluni lio^on, so wird doms(dl>on 
auf ^d(d(dH) Widso (dn onLsproohon (I), und os liogon alsdaini dio 

drcd l)ur(d)soliniU.s^)un{d<(^ dor droi Paaro (ud-spnadiondor iSoiicjii dos zwciion 
und drilinn Droiooks, d. Ik dio DiirtdiscliniUspunoio c/, p, y dor Soiion- 
|)aan^ he iind ra und i\a^y ah iind allomal in irgond oinor (io- 
nid(m ttpY; und 

III) dioHo (ionulo apy i«l' allomal zu dorjcniii^on Goradon dd^^ wololio 
duroh dio l)(dd(m gonimnion IHinnb r/, </, fioht, sonkroohld* 

2, l/ohrsalz. „Jlal)on irgond zwoi spharischo Droiiuiko, dio 
in (dnorloi Kiigoirliiolio I logon, so] olio go gon sol Ugo Lago, dnss, 



158 


J4olii8<it'//a. 


wenn man aiis don Eckcii dos einon aiif dio Soiten des aiuloroi^? 
in irgciid oincr Ordming geiiomincii, Lotlio fallt, dio8C 
cinandor in oinoin Punuto troffcn, so treffoii allcinal auch d i t** " 
jenigen drei Lothe, wolclie man in ontsprocliender OrdnimK 
aus dcii Eckon des /.woiten Dreiecks aiif die Scitcn des orsici^c^ 
fallt, ciiiandor in irgcnd cincm Piincto.“ Oder; 

I) ,,Fallt man aiis oinom willkiirliclicn Pimcto D dor KugcKllboU*^ 
auf dio Soiten BC^ CAy AB einos gogebcnon spliarischeii JJreiecks A lA ( * 
spharischo Lothe Bay Dhy Dcy nimint in diescii Lothon drei beliobifi:<^ 
Puiicte ay by c als Eokoii einos weitoii spliarisclicn Dreiecks ahe all 
inul falli aiif dosson Sciton bcy cay ah aiis don Ecken dos or>storon 
Dreiecks, in gelioriger Ordmiiig gcnommcii, spharisclio Lotho Ady l^ily 
Cdy so trelFen dieso cinandcr allomal in irgond oinoin runcte VtiA 
fernor : 

II) „Einoin diitlon spliarischon Dreicok a^b^c^^ dosson Ecken in doix 
nlimlioheii drei orstoren Lothon Daa^y Bhb^^ Bec^ angoiiominen 

wird almlichorwciso oin Punct ciitsprcchon, imd die droi ])urchscllni^^^+- 
puiiclo a, p, Y cinandcr ontsprochondon Soiten -Paaro, niimlicili 

der Seitcii-Paaro he und ca iind c^a^y ah iind dos zwoiton 
mid dritten Drciecks liogon alsdann allcinal in irgond cinem IIauptkroi.so 
cepYi 

IT!) diesor Ilaiiptkrois apY stclit allcinal auf dcmjonigcn llaiipL- 
kreiso dd^y welclier diircli die boiclen genannlon Pimoto dy rf, golit, sonk- 
rechl/^ 

3. Lelirsatz. „IIabon irgond zwoi (irrogularo) Totvacdor solcli« 
gegonscitige Lagc, dass, wenn aus don Ecken des oiuon auf dio 
Seitonebonen des anderen, in irgond oincr Ordnung gonoininoii, 
Lothe gefiillt werdon, dieso vicr Lotho oinandor in ciiiom Pune to 
treffoii, so troffcn allomal auch diojoaigcn vior Lotho, wolelio 
man in cntsprochondor Ordnung aus den Eckon dos zwoitoii 
Tetraedors auf die Soitenebenon dos erstoron fallt, oinandor 
in irgond oinom PiincteP^ Odor; 

1) „Fallt man aus oinem willkurlioli aagoiiommouen Punotc E aiiP 
die Soitenebenon BCBy CBAy BABy ABC oinos gogobonon Totraciders 
ABCD Lotlie Eay Ehy Ecy Edy nimmt in dicson Lotliou vior beliohi^o 
Pimcto (ly by Cy d als Ecken einos zweiteii Tetraedors abed an, und fill It 
auf dess on Seilonebonon bedy cduy dahy ahe aus deii Eckon Ay By Cy ./> 
dos erstcren Totraeclers Lotho ACy Bcy Goy Boy so troiTen dioso oiiiandoi' 
allomal in irgond einoin Punctc eA Und fornor: 

n) „ifimmt man in don vier orstoron Lothon ahnlioherwciso vior 
indere Pimcto b^y c,, als Eckon einos dritton Tetraedors an, so 
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ino 


wil'd (lioHciu in jflnichor oin Piiiicl, onls|)ro(ihoii’ uml o« lioj^on 

aludiinii {lin vior DuixliHchniUHlinioii oi, p, 7, 6 dor vior Paaro oiimndor 
cudsprocliondor MoiLonoIxmon dos zwoiUm nnd driUon Totnuidorw, nliinlich 
(lio Dm’ohsoliiiiii.lrtlinion dor vior Piiaro Soitoiudamon hvAl imd ('d<i 

mid ^vV^'u allomiil in irprcmd oinor Eliono 

aPYfV'O; und 

III) dioHo Eliono ullomal uuf ^lorjoni^oii Ooriulon <iv^, 

woloho duiHili dio boidon gomtniiUin Pmioio Vy gohl, soukiwdii,” 


A. Ijolirnai/. Hoi ir^joiul oiii iini‘of{olmiissi|ros Violook ho bo- 

sohailbn, duns nowobl oin Krois in, aln oiu midoror Kvois urn daHHolho 

l)-oso!iriol>on wimlon kiinn, Wordon ilio Riidioii dor Tfroiso duroli fy R 
itnd dor Absiand ibror MiUol|mncio von oinandor dimdi a lio^^oioliiioL, «n 
lialp man 

I) lur oin Drolook (niobo Ib Auff^nibo, W. 127), 

^ 2 r/i, 


II) lur oin Viorook 

(1) {IV dy -- 

oilor 

(2) (yi!-|-r |-ft)(/i H* — {t^{R — v-\--(i){lt — r — ii) — v’b 

III) lur oin Piinibok 


IV) liir (till SocliHoolc 

V) I'iii' oiii Acli(.ntik 

-ii'y-Ar'd^ivy.'^ 


f), VVouii irffoiid oin Hphiii'iHolion VLovook ho hoHoluifroii 

IhL, (liiHH Howolil oil! KroiH in, ills oin (ukIoihu’ Ivrol.s uni dasHollto lio- 
Holiriolxm woi’dou knnn, ho lint man, wonn dio .spltitriHolioii Ikidioii dor 
licidon Ki‘oi«o tliii'oli r, ii nnd dor HphiinHolio Alwtand iliror I*oln von 
oiniiiidor duroli a liozoiolinol, woislon, folKondo (lloiolnmg: 

(1) I (ioh'Xi'-H")" o<i.s''‘/i!J[ooH“(?'-ff)— — Hin'»'cnH‘/»’, 

odor 

(2) Hin(A! -I rd-iOHinC/M-J’— 


*) .Sioho «. ;t, No. 2 . 
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Lolnsutxo 


6. Lolirsaiz. Ihui sidle sich im Kaiimc eino Ebeno AB (Fig. 

Tiiul irgcnd eino Kiigel vi vor. Der Radius dicscr Kugel soil cluroli 
iind das Loth mA aus ihrcm Mittolpiiiictc auf die Ebeno durcli It bo- 
zeicliiiot wordon. Fonior soi irgoud erne Kugol, wclche die Ebeno iin<l 
jeue Kugd ausserlicli boriilirt, so siiid alsdann iiiieiidlich viele Kiigclii 
denkbaVj ^volclio die Ebeno imd clio boidon Kiigoln on, w, zugleicb bo-- 
mhi’Gii, wie z. B. die Kiigchi p,, jUL,, Man dciike sicli nun eino lloili<3 
bolchor Kugelii ji,, wclche cinaiidor dor Ovdnimg iiacli be- 

riihrcn, und doron Anfangsgliecl pj an bcliobigor iStclle angenommen 
so ist os mdglicli, dass, weiiii diose Rciho im Ring liornm fortgosoticL 
wird, bis man zu dem Anfangsglicde |x, zuruckkominL, die letzte Kiigol 
nicht uur die vorlot/de, sondorii zugleioh aucli die ersto ji, bcriihrt; und 
zwar hiiiigi diosos Einti'cffcn lodiglich von dom Vorluiltniss dor boicion 
Griisson 'P, h zii oinander und durclians niolit von dor Grosso und LuK** 


(lor Kugel 

on^ nocli von 

dci 

* Lfigo dcs Aiifangsgliodos fx, dor Roiho ti\) 

Miimlich die orste Kugol 


(lor gonaniiLcn Roiho wird alloinal von 

0 

dor drilton 

F's 

horiihrtj wenn A ~ 5;’, 

n) 

- vierten 

Fi 

h = 3?*, 

[10 

- funficn 

Vr. 

- //''— 4Av— = 0, 

IV) 

- scobs ton 

W 

- k = 0% 

V) 

- aolif(‘n 




u. s, w. 


7, Lebrsaiz. „Wonn von iigoiul vior Kugoln jo zwoi oinaud<''J" 
iiiis>sorlich beniliren, h(» ginl)t os allomal zwoi bostimnite aiulero Kng(dn 
m, M, von denen jede jon(3 viev boriitiri, iind zwar ])oriihri entw(»(lor 
a) jedo dicsollion iiussorlicl), odor p) die eino boriibrt diosolhon ausscrlush 
und die andero eiiischliesseiuL Worden clio Ibidion diosor boidon Kngoln 
il/ diu'eli r, li, iind dor Ahstand ilirer MiiU'l()uncl.e von oinaiidor (lurch 
a bezoiclinot, so luit man allonml 


(«) 


-lOr/e, 

odor 



m 

,r = 

lU/'7f.‘‘ 


8. Lohrsatz. „Sin(l r, R dio Radicn und a dor Absfand dor Mitiel- 
(jiincte zwoier in oinandor Jiogondor JCiigoln on^ M, mid findet zwischen 
jeiien drei Grdsson dio Olciolning 

Slatt, so ksiiOH sich in dom Kaiiiiio Kwischon don boidon Kngoiniiclioii 
auf willkiirlicho Wci.so 6 andcre Kugoln so boschroibon , dass jodo 4 dor 
iiluigon uud Kugloicli jeno boidon Kugoln wi, jl/ bonihrl,: d. h, denht mnu 
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sif^li an ii'i^cnnl I'liinr St(‘ll(i in <lo]n fronannion Zwiadioiu’uuni (‘iuo Kii|>ol 
lnli(^ ilio Kn^i^lii V//, (M Imrnhrl, m sioh uni dioHolbo horum 

jiul' willkiii'linho Wcmho vior andora Kn^oln (x,, |Xj, jj.^ lo|»aii, die oin- 
atider dnr ()rdium|> nacli lioriilirou, imd von doiioii jodn die droi orabo'oii 
Kui^ndn i\I, boriiliri, uml alsdaiin ihl allomiil nodi oiiio iindoro Kiigol 
nidf^didi^ wtdnlu^ die aoolia lCujj[(dn v/i, 7 ]/, f^j» Kp H'n \h boriiliil" 

b. hnhi’Hiitz. „lal' nuf oilier Knj^Mdlliiclio oino boliobigo Anzalil 
willkiirlioli lioj^tnidor Ikinoto /I, Hy ... gof>‘ol) 0 ii, uinl soil mif dor- 
salbdi oin andoror Ibuiol. r so hortliniml wordoiij diiss, wonu man die 
(fosimis dor IlmipikroislioiJon A P, IU\ (1J\ wcdcho dicson l^nlct 
mil. jonon Ibnioloii vorbindon, ros^moiivo mil, fj'ofijabonon Zulilou ayhyVy,,. 
mnllJ|)lb'irb die Suinmo diosoi Produolo oiuor }i[Of,^ol)onoii Grosso K |v|oicli 
soi, also dass 

nv.ni^APA Aoos // /M- ^’oos^7H“*- K 
soi, so isl. dor Orl- dos Pnnolos P alloinal dio Ponpliorio ir|i(md oiuos 
Kroisos. Wild dio (Irosso K kloiiior odor grosser aiii^mnommoii, wiihroiid 
ilio bnnclo yl, //, ('y ... Ilx inid dio Zahloiw^, r, , . . conalaid. bloibon, 
hO bloibl, auoli dor Ikd dos Orlskroisos nnvoraiidorlioh, d. h, ilio vor-soldo- 
doiuoi Orlskndso, diO' daduroli oidslohoUf siiid alsilann alio mil oinaiulor 
|)andl(d.“ 

10. bolirsalz, Kanino irj^ond oino Anmlil n bolioliigc'r 

buDolo ^o^j;(d)ou, and ordnoi man diosolbon auf willkiirlioho Woiso^ Xiiolit 
sodaiiii auH (loin orslon iiaoh doni yavoiion dio fiorado >^1 ; aus dorl\!iUo dor 
(jonidmi A nao.b doiii driHon buiiclo dio (birado li; aus dom Puuoio, woIoIkh' 
von diO’ (loradon /^, von iliroin vVidango an ^oroohnol, das orsLo Dritiol 
jibsrJnioidol, naoli iloin viorion Ibiiioto dio (lorado (>; aus dom PimcUs wol- 
olior von (' das m'sl.o Viorlol almolinoidoi, nuoli dom luiiRoii Puncto dio 
(lot’udo I); aus doiu Ibinoio, woUdior von J) das orsto Kiiuflol absolmoidolj 
iKwdi (loin snolmlon Punolo dio dorado Wn. s. w.; mulliplicirl liioraur dio 
Quadral.o dor ^ona,iiiUoii (loradon luicli dor Orduunj,^ mil don IWichon 

1 2 b 4 f) n— 1 

2 ’ d ’ 5 ' (1 ’ ‘ ‘ n ' 

so hal dio Kiuiiino allor diosor Prodnolo, niiiulioli dio 8iiiumo 

iy‘-H 

hIIoiuiiI „iiiorl<si (ii'ilHwo, in wnlolnsr Onliuiiiff man iiucli dio (?•*' 

(,r(dHiiioii I’linoLo iiul' oiiiaudor lulgon liiafiL.‘‘ 

11. InilirHiil,'/.. „Siinl < 1 , h, (I, <1 dio Hoitoii mid «, / dio Diiigoiudoii 
oinoH H[)liiiri.siili(iu Viorwilm, iind isl (j dorjoniffo Ilaui)l.kn!ial)OKon, wolohor 
did Miljloii doi' lioidon Diiififtmaloii vorliiudot, .so iaL iillomitl 

(!0M «-l-COS /i-l-OOS (.'-l-co.si/ =' 4 CO.S i ec0« Hy'cOSf/.'' 

SUlhioi’H Wnrko, I. n 
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(Bcim geradlinigcn Vioreck hat man bokannllioh die oiilspvcclioiT* Lti 
OleicliiiDg 

12. Lohrsatz. „Sin(;l im Ranmo ii-gencl zwol ftxo Gerade gcgoboii, 
and iftsst man zwei Ebonen, wclclio zu einandor soiiki-oclit Hind, .sich 
bewegcii, das.s jeclc foiiwahvond flnrcli oino joncr Ocraden gebt, ho 
schroibt die Durchschnittslinio der bciden Ebnncii oiii oinfacho,s Hypoi'- 
boloi'd, in ivclohom ziigloicli auch jeno boidcu Goratlon liegon, und w t' I - 
olios von jedorEbono, die zu cinor dio.sor Goradon Hcnkrecht i h t j 
in eincin Kroisc gcscliiiilLcn wird.“ 



Itomorkungon zu eiuor Autgabe in Crolle’s 
• -lournal Band III. S. li)7-198, 


CioHo’.s Jouninl Baud lib S. 201—201. 


lliorzn 'Pnf. XX Kig. 1. 




Boiiiorkuiigoii /Ai oilier Aiitgabo in Crclle’s 
Journal Band 111. 8.197—198. 

lIoiT ('lume7i bchaiKlell in HreUe^^ Journal Baiul HI. 8.197 — 198 
Iblgoiulo Aufgubo: 

1) „ln oinom Dreieok AUC (Fig. 1) sci 

AF=h.AB, BD = LBC, CE^k,CA, 
niaii siill Jen Tiilnill dor vcrscluodonon, (lurch die DurcliHclmitLo dor Liiiieii 
ji Dy HKy (JF enlslaiidunon Droicckc (and Vicrockc) linden^. 

1 ) lose Aulgabe gehort zn cincr AbtlieiUing von Elomoniar-Aurgabcii, 
wclclio die Po^iiilozzC^Ax^ Scludc wegen inanolicrlci padagogi.scher Vomigo 
Hohr in llolrachl zog, nnd dio bosoiidors dcr Dirccior dor Geworbscliulc 
•Mi llorlin, Horr Kloedm, solir ausgobildct hat and hoi soiiiem [Inter- 
riclit tiiit Join besten Erfolg ausiibt. Nacli Jicsor Elcmeiitanibiing wird 
dio obige Aufgabc ohuo lliillb trigonoinctrischor Functionon gcldst; auoh 
kann hio allgoinoinor gcslollt werden, so class die obige niir als cin uin- 
zclner B'all orsolioinl, namlich wio folgt: 

2) soien die 8oiton dcs gegebonou Droiecks ABC (Fig. 1) auf 
irgoiid cine Wolse gotlieilt, z. B. so, class 

AF^a.AB; BD^^.BC; 

man soli don I’^liicdicniuliali cinos jeden dor siebcii Stiicko aiigcbon, in 
wolclio das JJroieck durcdi die clrci Geraclon AD, BEy CF gctheilt wird.‘‘ 
1st die Gorado EQ mit AB parallel, so ist 
6'A;:6'^1 == EQ’.AFy 

also 

un(] ila fius clonsolbcn Griintlon 

E&-.BF= FJl-.llB, 


su isl cbcii so 


Ell = 7 



Bujncikuiigeii '/>n einor gooinotiiscJiou Aidgube, 


im 

Wild duller 


i?7i = Ell+lIB = (^1 +7^:^) Jflh 


I'ulglluli 


Ell 


«Y 


EB 1 — a+ay ’ 

unci da die Drciocko c und CEB sich wio ilivc GniiKllinion EM, IM 1 1 
vcrhiiltoii, so ist 


«Y 


■CEB. 


1 — a-d-ay 

YVird mm dor Iiihalt dos gcgoijeiicn Di'oiooks diircli A dargeslollt, ho 
CEB = y.A,- 

dalier wird 


( 1 ) 




ay 


1 — a+ay 

und vemogc dor Analogic hat man ebon so 


A, 


(2) 

/. _ Yf 

-A, 

I 

I 

+ 

(3) 


• A 

a - - 



}h z. B. das Vicreok 

(I — AF(J C {ly 

t>o hat man femorj (wcil ^l 7 <*’ 6 'gloicli a A), 


C 4 ) d 

de.sgleiclicn 




r 


fla 


-a-f-ay 1 — jil-l-|la 




(«) 



___yP \ 

1— p-i-pT 

1— Y"1-YP / 

r 

ay \ 

1— y-h-Yp 

t— a-Hay J 


RudlicJi ist das JYreiock 

ff = A—AFC—B DA~CEB-ha+/)-[-c, 


(ialier wird 

(7) 


\g = tfL.. ■ ] A 

I ' 1 — | 3 -|-Pa i — Y+YP i — a-i-«yj 

fi-IL-r")x„_a-IK_ib-T)P A 

I V l^c(-hc(Y l-p-f-c/p 1— yH-pY/ 

Schnoiden die droi Gcradoii AlJy Bliy CF einandcr in oinoin PuncUj^ 
teo iht^:=^0j und fiir diosen Fall hat inan also dio Bctlingungsglcicluin^ 

( 8 ) , _(i-Y)P _ 1 



Bomoikiuigon zu oinei geomotrischoii Aufgabe, 
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odor aucli 


(9) <yPY = (1-«)(1-P)(1 -t). 

3) Dor aiigofiilirto Sat/, oiUspriiigt aus dom voi-stcheiidcn, weiin man 
sot/,1. Ftir (lioson bosondorou Fall hat man 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


ff = 6 =: C : 


!• — o+a’* 


, , ad— «-«“) 




3tt-i^3 


1 — a-ha’ 


A 

A 


1 — 4«+4«^ 
1 — a+a” 


A. 


((1). (2), (3)), 
((-1), (5), (6)), 
(7) 


4) Ncnilicli wurdon im XVIII. Baiidc dor jUmales de MatMinatiqiies 
dos lIcLTii Qaryonna eiiiigo AiifgaOon luitcrsuchtj wolclio don voratohciidcn 
iihiilich siud, Kich ebon ao leicht losen lassciij uud aus dcncii ich clio vor- 
/.iigUclisioii BosuUato liierhor sotzen will. 

Wonn man niimlich im Innorii oinos Broiocks mit dcs.scn Soil on drei 
Oeradon parallel zieht*), so dass die Flliclio dossclbon in sioboii Stiicke ge- 
Iheili wird, niimlujli in oiji dom gogobonon ahnliohcs luid almlicli licgciides 
Droiock A , in droi l^arallelogvainmc iiy by c iind in droi, dicsca rc.spcclive 
gogeniiliorliogonde ParalleUrapozc ct, p, findot Ilorr Vallh folgciido 

.jGJoiohungoii: 


(1) 


ra = 2(l/A+p--'l/A)(l/A+T— l/A), 
h = 2(yA^-yA)(l/A^-l/A), 
• c == 2(l/A'-?^-V'A)(]/A+p-l/A), 


( 2 ) 

(*•>) 

01) 

(1)) 


'2«a == ic4-2y2adcA, 

2d[l — ca+2y2aicA, 

2c'^ = «i-H2y2aic A, 

4(yAH-a~-yA)(yAT|-yA)(yA^-yA) = \f^)c, 
a ( y AT-h^ — y A ) = b (i/AT p ~ yA) = c(yA+^ - ys , 

2ao — be = 26p — ca = 2c^ — ab. 


'^) '/tugo mail droi Goradoii, statt paiallol mit don Soitoii, so, dass sio die Soiton 
in iigoiul gogcbcncii Voilialtuissoii schniUon, so wiiidc diescr Fall don {rcgemvaiiigou 
uud den obigoii als bosoiidoro Ji'aHo in sich onilmlton nnd nach Art clos Iclztciou loicht 
golost wordoii kdimoni 
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Bcineiluui^eu zii oiiici L^ooiuctrii^clieii AiUyabo. 


fietzt iniin A ^loicJi 0, d h. niinmi man an, tlio droi ClcnulGii sclnioi(k‘]i 
eiiiaiiclor in einom T uncle, «o liai man z. 13. 

(8) f‘“ = 4</p, 

(7) = 8vPy- 

IVofiu man alniliclicr Weise im Iiinern cinor ilreisoitigou Pynimith* 
mil (lorcu Soiioii(laclicii vicr Ebonon parallel logfc, so duss die Pyntiuidc 
ill 14 Tlicilc getlioill wird, niimlich 1) in ciiio dor gogoboiion iihniiclio mid 
iilinlich ILogoiidc Pyrumido 2) in vior Parallolopipedcii hj r, d; in 
vior den loUtcron rcspeclivo gogGnidiorliogcndo , mil ilireii (trLiiidlljudicn 
parallel abgcsliinipflo druisoilige Pyraiuidon a, [i, y, 6; iiiid eiidlich -1) in 
.s(‘oliH abgofjiiunpfto ParallclopipedGii, wclcho ru(5ksi(ditlich iliror l^age zwiscdmii 
don Parallclepipedcn (2) dureli [ab\ [wc], [fa/j, [Ac*], [6{/J, [r^/] boz(dchntii 
werdon sollon; so hat nuui 


(I) 

(ij) 

% 

(III) 

(EV) 


a = G(f/?+|5— — y7)(K/H-8~ |//0, 

I’iir by Cy d analog. 


([«/.] = 3(yiMhY— fe(y/>-h6— i//0(i/?h-7+ 

( fur [«c], [a^/], . . analog. 



= '‘2hcd-\---ijyQa^i}^c\V^p~\-{Sa y'AiSabvdp^ 
fiir p, Y, R analog. Danach findcl man (/, (3, y, o. 

2aff\c(T\ — 

fill’ [a 6], , . . analog, 


(V) 


1 3(>(i/i^+<y — 

! = y36^7/. 


(VI) j ^ i^p) — V p) — — yp) 

( = d cy/j+ 8 — ]/ /)). 

(VI 0 ab[cd]-\-^cd[ab'\ := ac\bd]~^hd[it<{\ = ad[bd\-\-bv[adl 
Solzt man p gloich 0, d. h. niinmt man an, die vior gonanuton Ebemni 
scimeiden oinandor iji eiiioin Ihtiicto, wodiircli sich a, p, 7 , 8 in Pyrainidon 
vei’WRiidoln, die dor gogcbcnoii alinlicli sind, so hat jnaii z, 13. 

(VIII) «^==:21GPto; i^ = 216ap; 6’^-=216ap6; (P^216ap7. 

^ 1 _ a 

(IX) [ai] = *KyT"l“y^)yTS) ubrlgon analog. 

(X) abml = r29G<yPY8. 

(XI) iSa^o — bed; — acd; do. 

(XII) 



Bemerkungeii zii oiiiein Autkitee in (Jrollo’s 
Joiinuil Baud III. S. 199-200. 


(!i olio’s Joinnal Band III, S. 205-209. 




'AM oiiiom Auisatzc in CrolKs 
elournal Baiiil IJl. kS. 19i)— 200. 

I*)in lIii|j?onanntor hitl- in (>vllo\ Journal Hniul IIL H, 10!)— 200 lol- 
SjiU bowitsHon; 

,jAllo Klaolion dor zwaiLon Ordmuif^, wololio duroli sialKui 
Mr-kpuiinLo oiiuis vuii hooIim KImmioii l)oa'i'<in/itc'n JUiliUu‘ki|i 5 nn Kor- 
|HU'« (//ra7/H//V'-0<7a//rmr) gtOiiUk, ^olhni aucOi <luroh <loii achUui I'^cik- 
|iiiinii dio.sos Kii rpo I'rt, 

Awh dioHoin Siil/ai snhlusasi iniin Iblfijcnulon anulo^nii Kal.z, nninli(ih: 

„l)aMH jndi^ l'dil(du‘ */iWoiUu’ Ordnuui*, wnlohci HialMJii Snitan- 
lliM‘ln '11 niiu»H von aotilr ICbniHni .siuiliwook Kdrpars 

Imu'iiIii'^ aiioh /^iiKloich din aolito iSoiliOnfliioho Ixudilirn/^ 

Donii iiiH'li (diior f^owiaHon wtdchn tlio IVau/osi.Holiou (loonuilor 

(Irn po/ainm luMirnsn, (von dor ioh an ninoiii aiidoi'on 

liuiuloln wordo), iind tuudi \vtd(dinr dio Duitliiiil sololioi* iSiiUo <n'- 
sofilosHoii wird^ Inlf^t iiuch di(Mn‘Halz umniUolbar uus jononu Dor 

l(Hnn i\\m aindi aiisstn'doiii, win folfj[b aus joiioiu hor^’oloitot wor<lcm. 

In jodnr Ktd<o dm |j[oiiannimi Kdrpors .slosson vior *Soitonlliioh«n zii- 
Haitiniou. Dio In ir^ond idnor Koko znHJitnni(MmU»ssoiidon Hoilonilaohon 
Holloii dor ()rdiuing naoh diindi /I,, yl.*, A^y und dio ilmoii go^ijun'* 
iiinn'iiogoiidou Soilnnilaolion duvoli ^1,^, Ay^ A^^ bozoiolinol wordon, 
Dio l*kd(on dos Kiirporn Iilskoh hicIi dadiirol), mil lltiokaioJiL uur dio SoEtoii- 
linoiinti, dio darin zuHaminonHlimaon, dnroli A’(L2IU), 7^(127H), 

/(/(M ldr>), W(d nO), y!/’(^>(i7H) Imzoiolnion. I'^ndlicli sollon dio Punoio^ in 
wolf I ion irgoiul oino k’laolio A’ /Avoitov Orduunj* z. \\. die .siohon Seilon- 
IlncJnui /Ip -^l.j > ''l^t j » ) Ay boiuliri^ y>p p^^ p^^^ 

IfcoiMson. 

Man woiss, dass dio Dornliruiigspuneio allor Kbcneii, welolio durch 
oiiioii und tlon.sidlunii Dimei golion uml oitm Kliieho /.woiLor Ordiiiing ho- 
ridn'oii, aid' dio IVipkorio oiiios KugelsduiiUa hoHchriinkt aiiid, und dawn 
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lieiiiiiikiuiifeii zu oincii) (^cumuliisclujii Siitze. 


ultigukiihrt alio Eboiioji, tleroii ]ionihrimus|nmcto mil oiuoi Flaclie i^^voitoL‘ 
aiif oijioij Kof'clsdiniU bescliriuila siiid, ciimuiler in cinem uinl 
doju.scdiKMi Pimcto .s(ilinoi(lcn. 

iJahcr iolgl alhO, (Utss vot'inogo tior Kckou £^(12^14), Zi.’(I'J4()r)), A'(4170), 
suwolil die vior PiiiKito /^j> 7>u A, /A, Pn Vi^ /A 

Ell cinur EbeiK' (in ciiicm obonon SclmiU dor Flaclic F) llogon; iind du- 
ller giolit os nach <lojii oljoii orwidmlen Saf.zc iiocli eiuoii boslJmitiLoii 
aoliLen Pimcl wolclior abonlalLs in dor Eiuolio 7^Miogt, iiud zwar so, 
dasK (T sowuhl mit don drei Puncicii 7 A, 2A? /A> /A’ /A 5 7A’ 

/A> 7A oiiioin obojicn Schnitfr ilcr Kllicho ILogt. Aus doju I^otziorcii 
folgi: iorncr imch deiii vorslotioiidon llnllHsalzo, dass die in an <lio 
Pliiche F golcgte J^erdhrungsebono sowold diircli don Diirch.schiiiitspiuK'd 
dcj* droi Ebenon A^, yb^, uls ^1.^, Aj, als ^b,, A^ gohoii imiss, 
d. Ij. da.ss sic durch die Eckoii 7i'(1278), ^'('*^358), A'(r)()78) g(dioii muss, 
(olglicli liilU sie mil. dor Seitoiillacho yJ^^ ziisaimnon, nn<l Iblglioli wird 
iiiich diose Soiloudiichc A^^ von dor Flaclio Imriilirt, w, //, b. 

loll erwiilino bei diesor GclogonlicU noch Iblgcndor zwoi iiiiorohsanlon 
HiiizG, wololie lleiT BobilUvr iin XVIb llaiido dor niuihoniiitisolion Aniialon 
dos Ifcrrn Genjonne clurcli eiiio sohr oiiiliudio iind gosoliiclit golulirio 
I’loulinung bowicsoii lint, n;imlioli: 

I. „ Die Mitiolpiincle nller Kliiclioii zwoitor Ordiiung, ^volol)o 
sic bon gegobono libonoii borulircu, liogoii in oiiior bostiiniuleii 
Ebciiod* 

IJ. „])io j\ri ttelpuiicto Flaclio n /. weiler Ordnung, widoho 

acht gogobonc Kbenon beriiliron, licgoii in oiiuM’ bcslimnUon 
(jlcradom“ 

111 cinor spaloron Abliandlung dossolbcn Vorlassors (Hd. XVIII. 8, 2r)‘)) 
[liosscu <Ucso Hlitzc als selir spociollo Fallo aiis allgoinoincron Hab/on iibor 
algcdiraischo Fliiclion all or Ordnungom Don Untorsuclunigoii dos llmv 
BobilUer gclit eiii Mbmoirc von Uorm Qmjonve^ botilolt: ^UcThercJwa mr 
quehjuos loh qui mjment lei^ vt isurfaccH (fUjrhnquoi^ da fom 

IvH vomii (Ikl. XADI, S. 214 imd 229). Dioso Arboilon sind ilirer 

Allgemoinlicil luid EinfnchlioiL 'wogon in boziohung auf gosohickUi uiialy- 
tisolio Eolmndliing geoiuotrisclicr Gogonslilndo von grossoin iiiLorosse, and 
vcrdioiion desliall) bcsondoj'o JJerucksiclUigiuig. 



Aufeal)(ni 1111(1 Lolimltzo. 

.loin mil Itiuiil III. .S '207 - 2I'>. 

Ili..i/ii Till'. XX XXI Kir. 1 7. 




Vorgelcgte Aufgaboii mid Lelirsatze. 


1. I/olii’Siitz. SoIkI inan ziir Al>kiirzung 

so Imt itian fiii’ die Summo gloicli liohor I’olonzcn dir nal (irlicliea Zaliloii 
folgoiulo Ausdn'ioke 


(1) 


M “+1 W+l l)“](.r-K+27''-“l' 

h(M-2)=(M-2)=(K-2)’](.r-JM-3)='-‘li 


-\- 


4 a 


uiul 

I X 2 «+ 2 .,. 22 «-l-a.,. 32 i.+«.| ,.,^.2»-l-2=1^,^,2«-|-2 



[(i7'~^(i T"'(2'0 MiT"\2 ‘ 

, -4(l2)«(.,)2|.j. 


Dor llorr l^rofossor Sciwetns giobl in soinor Analysis olf vorscliicdono Summi- 
I'lingswoison dioBcr Roiho; aucli dio Yorliogoiulc Siiinminmgswoiso gowiiint man iiacli 
der dnsolbst von clom gonialoii Wrfnssor aiigowaiidlon sohr allgomoiiicn Summirimgs- 
inotbotto. 
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AiirKa))cn imd Lolir&iil/,o, 


Lcitel man von don pfogcbciion Rcihcn (I) mid (H) none Sunijiitm- 
loilmn ab, bO liat man fiir dio Suinmc dor n'*" abgoleitctcn Roilio; 

rV.,,2»+l 

I ^ 

(HI) V.. +(«-l)X«-l)^]C./-«+2)‘'”+'-si' 




und 


)'V,^,2«+2 


(IV) 




-(55riT[aT'’+(lT-Vi^r+-"-H(2T"t<*'-in 

J)ie GrosisOii smcl als gauzo positive Zahleii vorausgosotzt. 


* 


2. Lehrsatz. „Zioht man in oincni gogcboiion T^rcisc Solinon, cHo 
hammtiich parallel .sind, boschreibt ubor jedor, als Diirchmossor gonommoii, 
eiiicn KreiSj so wird jodcr von dioson Kroisen, (wozii aucli dor gogoboiic^ 
gehort), von eincr bcstimmlcii Ellipse oingoschlosson unci in zwoi PiinoLoii 
bcriihrt. Dio Ellipse bat dca mit doii genannton Sohiieii parallolon Diii'tsli- 
messcr AB dos gogebenen Kroisos ziir Idoincn ixe, doren Quadrat goriitlo 
die llalfte des Quadrats dor grosson Axe ist. Diojenigen Kroiso jedodi, 
deicn Durchmosser klcincr sind als yl7y]/|^, 'liegon innorlialb dor EllipH< 3 , 
oliiiG von ihr bGriihrt zu Avordon/* 


3. Lchrsatz. „Ziclit man irgond oino Gerado AB, wolcho oiii Pasvr 
gcgomibcr licgendor Kanton ciner gegobonon droiscitigeu Pyramido sclinoitlo t, 
und legt durch irgend cinen Punct P diosor Goradon AB zwei audero Cro- 
iiiden CD, EF^ welchc respective die boidon ilbrigon gegoniibor stolioncloii 
Kantenpaarc schnoidon, so goht dio Ebono dor letztorcii Goraden CDy JU 
bostiindig durcli cine bestimmto Gerado ^volche cbenfalls das c^rnbo 

Kautoiipaar scimoidetj dor Punct P mag sioh in dor fixen Goraden vl Vi 
bewegen, wio man wilb*; und foriior: „bogt man (lurch AB irgond oil 10 
Ebcne, deren Diirchsclniittspunoto init doin zweitGii und dritton Kaiitoii- 
paar C\^ 7)^ imd 7?^, 7^', hoissen mbgoii, so fiillL dor Durcliscluiittspuiit^4. 
der Goraden Cj7)j, bostiindig in die Goradc , dio Ebono 
sich urn die fixe Goradc ^ITS drehon, wie man wUl/^ 



Anfi^abon iind [jofnsiitzo. 
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4. Lohrsatz. ,,Nimmi man in der Peripherie oineii Kcgelschnitls 

irgetid scclis l)cliel)igo Puncte A, By Cy Dy Ey F (Fig. 1) an, so koimcn 
SIC auf clrei Arten als droi und drei oinander gegenuhorliegoiKl boiraclitct 
wonlon, jiamlich Ay By Cund Ey 1); By Cy D und Ay E; Cy Dy E 
und By Ay F, In jedem Falle hcstiinmen sic, paarweise gcnonimen, 
wic sic oinamlor gegciuibor liegen, droi Vicrecko, z. 15. iin crsteii Fallo 
ABEFy ACDFy BODE, Die DiU'clisohiiiUspunetc (Cr, -0,7) dor Dia- 
gonalen dicHcr drei Vierockc liegen in oincr (icraden und die auf 

diesc Weise cnistohonden drei Goraden Gllfy KJjMy NOP schneiden 
eiuaiidcr in eiiiem oinzigon Puneie Q/' 

Diosor Satz ist iiur ein d'hcil oines umfasscnderou Satzes 

5. Lohrsatz. Zieht man in oinein oonvoxen Violeok alio indgliclicn 
Diagonalcn nnd vorliingort alio Soiton, so dass alio dicso Gcradcn wo indg- 
licli oinander paarwoiso sclinoidon, so ontstchoii im Allgcmoincii irinor- 
lialb des Vlolooks gcrade hall) so vielc IJiu’chscluiittspunoto als aiusserhnlb. 
Z. TL beijn 20Jilck imierhalb 4845 nnd ausserlialb 1)690. 

(5.‘ Lohrsatz. Pokanntlich konnon'dio Soiton oincs Droiccks odor 
ihre Vorlniigorungen voii vior Kroisen bcriilirt werdon. 1st das Droicok 
oin rcchtwinkligos, so ist dor Ibidins des Krciscs iibor dor irypotonnsc so 
gross als die Sumjno der Radien der drei idjrigon Krciscs; imd foriior: 
boi dem bekannten Pytliagoraiselien Dreioek, (lessen Soiton, dureli irgend 
cine Liingeneinheit gomosson, 6, 4, 5 sind, siud die Kadien jener Kreisc*, 
dnroli die niimliclio Einlioit g(smesson, 1, 2, 6, 0. 

7. Lohrsatz. Sind Ay By C diojenigen dixd Kroisi’!, von denen jodor 
cine Soito oincs gogcjbojion Dreieeks und die Vcrliiiigoningon dor boidon 
ul)dgon (vSoiteii) boriilirt, und bosehroibl man droi andcro Krois(^ (t, by a 
so, das8 jodor zwoi dor di’oi ersteron iiusscrlich und don dvitten imiorlioh 
(cinscWie.ssond) beridirt, so schneiden die drei letzlcron eiiuindor in oinoni 
bostimmlcu Punele Py und die (ioradoii, wolclie dii'soji Punct init den Mitt(5l" 
piincton dor droi orsteren Kihmso verbiiidon, sind respeetivo zu don Soiteii 
dcs l^roiooks scnkroclit. 

8, liolirsatz. Sind Ay By Cy 1) diojonigen vier ICiigeln, von doiioii 
jede oiiio Scilonlliicho oincr gc^gebt^uen dreiseitigon Pyramidc und die Vor- 
laiigorungoii doj* drei iibrigon boriilirt, mid licsehrcibf: man vior aiulcro 
Kugolu iiy by Cy d so, (lass jodo droi der vior orstoren iiassorlioli und die 
vierto inncrlicJi boriilirt, so sclmoidcn die vior letztoron oinander in oinoni 
bostimintcn Puucto Py und dio Oeraclon, wolcho dioseu Punet mil den 
Mitiolpuucton dor vior erstoron Kngoln {Ay By Cy D) vorbindon, sind re- 
spoctivo zu don Soitonlliiohon dor Pyramidc sonkrecht. 

J>iosor und dor vorigo Satz sind mir Tlioilc von umfassondorcn 
Siitzen. 


Slot war's Worke, 1. 


12 
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Aufgabcii und l,ehisiit./o. 


9. fjolirsatz. Es soien 1/, (Pig. 2) irgeiid zwoi Kreisc mil- th^n 

Diu'climessem A By CD; ihrc Mnio dor glcichcn l^ionzcn 

8. 23)» uiid j]/ soi die Mitte ihror grosston Eutfornuiig AD von eiimiulor; 
beschrcibt man irgend oiiicn Krcis d. li. GUI odor inul hioT'- 

auf zAVci andero Krcisc Wy, «o, dass hoide zuglcich iiincrhalb 
ausscvhalb des Kroises il/ liegcn und ilin bcrilhron, und dass .sio (iborcli^'sf^ 
die Gerado EF imd rcspeciivo die gegolioncn Kreiso boruhrc'^i ^ 

so sind die zwei Kroise ii\, in^ allcmal cinandor gloicli'*). 

10. Lchrsaiz. Drci iincndliclie Oeraden, die cin Dreiock AB(> otii- 

schlicssen, tlioilon die Eboiio, in dor sio liogen, in sicben Tlioile, iiHmlicli 
in die Placlio E des Droiccks, in droi Winkolraumc uiul ii> 

dioi liber don Sciten dos Droiooks liegoudo Kaumo 7/,, //y, U^, Zic^ht- 
man aus don Ecken dos Eroiocks dumli irgend oinoii Pimci P droi 

APA^_, BPB^, CPC^y die don gogomibov liogondou Sedon in A^, 
bogegneii, so liogcn diesc drci Puiicio 71^, 6^ mil- don jMitton yl,, 

6' dcr Sciten allomal in irgend einein Kegolsdniitt, und xwar in utnoi' 
Ellipse, Tlypcrbel, odor rarabcl, jo nachdoni dor Punct P in oinom tlnr 
vicr Uiuimc 7?, 7?j, /S^, 7i\, in cincm dor droi Uaiuno //,, Z/^, //, , 
odor uncndlich ontforni liogt. In diosom lolztoron Pallo sind die Gora(l<ui 
GC{ parallel, 

DicscrSafcz isi cin bcsnndoror Pall oinoH allgomoinoroii Salzes, Aiu'-li 
giebt Gs oinen diesem GnigogongosctZilGn Salz. 

11. Lelirsalz. Boriihron die Soitcii irgend cinos Droiocks oino 
gehene Parabcl, so sclmeidon dio drci Goradcu, wclcho die Beriilirmif^w-^ 
puncto mit clcii gogonuborliegondon Eckon vorbindon, oinander in irgoinl 
einein Piinctc I\ Dio Sclnvorpuncio allcr Droieoko, donen cin und dnr- 
solbc Punct P in diescr Bozioluing ziigohdrL, liegcn in cinor bostiiniuiiui 
Goraden, mid dio um die Droieoko bosoliriobenen Ellipacn, wclcho dio r<s- 
spcctivcn Schworpimcte zu MiUolpuucton habon, sind ahnlioli, alndi<;Ji 
licgcnd und sclineidon oinander im Piincte P.“ 

12. Lelirsaiz. Doscliroibl man um ein gogebones Dreiock AI$(' 
(Fig. 4) irgend oinon KogolscIiniU, ziehl aiis don Eckou des crsloron dui^tsli 


‘^) Aiclmmhs hat donjenigcii bosoiidorcu Fall diosos Satzos howioson, wo dio 
gobenoii Kioiso il/g, omaudor in (/?, 0) boruhien, und wo AD als T)nic]imos. 4 i>i' 
(les ICioisos M angcuoramon wil’d, Ein arabischoi Scholiast AlkauU hat don Arcliinns- 
disclien xSafz so woit voiallgoinoinort, dass oi dio orsic Eiuschrankung aufhob 
Archimedes Woiko, libcisotzt von isfizzcy S. 250, Wahlsal/- 5), In dom lotztoron Fallo iiuGut 
folgoiide besoiidoro Eigonscliaft statt: „Tsi K (Pig. 3) dor aiissoro Aolinlichkoibspimct 4 lui- 
gegobenou Kioiso jl/g, il/|, so beuilirt sowohl doi Krois desson Durchmossor il/JV" 
ist, als dorjoiiigo Kvoi.s wolchcr dio uussoro gcmoinscbaflliclio TangoiiPi*- 

KNyN^ dei gogobonon Kroiso borulnt, dio boidon Kioiso w-j, 



Aiir^abou iiik) liclii.salzo 
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irgGiid einon l'ori])]iorio[Hmcl. /) d(‘s loi/iorcn die Ooradeii ADA^^ 

Cly(\^ die lion gogei)iibcr liegciidcii Scutou in A^^ 7?,, C\ liegogiiGii, ho 
liegen die droi J^mctc (/, p, y> wolchon die ontsproclicndcu Seitcii dor 
beklen Urcieckc y| 7^6';, A^^^({ einander sclmcidcn, allomal in irgoiid oiner 
Ocrmlon^ und diosc (xcradG <ypY gchi ho.siandig dnrch ciiieii be- 
stiinmion fixen Piiiiot Q; zioht man fernor aii8 don Eckon des gego- 
beiien Dreiecks ABf! dnrch die Witten a, c dor »Seitcn dcs Droiecks 
dio Clcradon Auy Bhy (>v^ so iredron dicso einaiulor allomal in 
irgend oinom PuiicIg und dei Ort dieses Pnnetes isi oine be- 
stiinmtc Gcrade, 

13. Jmlu’satz. JJoschrcibt man irgend oinen Kogolschnitt DEF 
(Fig. 5), wolebor dio Scitcii cines goge))ouon Dreiccks boriilirt, log! an 
dcnsclbon irgond oiiio 'rangciiie welolio die Seiton des Drciocks 

in /Ij, sclmoidct, nnd zioht dio floradcn 6'6j, woduroh 

das Drcicck apy enistoht, so schnoideii die droi Ocraden Z?p, Gy 
umandcr allomal in irgend oinom Vnneto <3^ dor Ort dieses Puncts 
isl cine bostimmto (Icrade; zioht man fornor aiis dcnEolcou des Drci- 
eoks apy diircli die Witten (ty by c dor Soiton dcs gogob.onon Drciccks 
ABC die Goradon aay ^hy ^Cy so IrclTon diosc oinauder in irgond oinom 
Puncto By und dor Ort diosos Piinctcs ist ciii boslimmtor ICcgcksolniitl, wel- 
chcr durcli dio droi Jlcrilhrungspiiucio D, Ey F gold. 

1-L Lohrsatz. Sclmoidot man dio droi Diagonalen A By CDy EF 
einos gogobonon vollstandigon Vicrccks, gobildot (lurch die vior Goradon 
AEy AFy EDy 7/7?^ (Fig, (5)^ mit irgend oinor Goradon ace (odor bdf) in 
don Puncten ay c, p. (odor by dy f)y mid hostimmt luoniuf in jodor J)ia- 
goiialo (Lon oiitsprochondon harmonischon Jhnict by d, f (odor Uy Cy e\ 
d. li. so, dass z. Ik 

Aa\aB = Ab \ Bby 

HO licgoii dioso droi neuon Puncto allomal in irgond oinor Goradon bdf 
(odor aoc)* Droid sicli dio schnoidciido Oorado ace urn irgond cinon Punol 
Py SO bowegt sich dio yaigoliorigo (hannonische), Goradc bdf so, (lass sic 
])cstandig irgond oinon bcstimintcn Kcgolsclniitt beriihvt, dor zugloich von 
don droi Diagonalon A By CD, EF boriihrt ^vird; und aiick uiugolcolirt. 

15. Lolirsatz. Ein vollstaiidigos Viorock von vior Puiictoii A, By 
Cy D (Fig. 7) hat droi Paaro einander gogoiuibor liogeiidor Soiten (odor 
Diagonalon) ^177 und CBy AC und DB, AJD und CBy dio oinaiubr 
rospeotivo in don Pimcton Uy by c scluicidon. Zioht man aus irgond oinom 
Puncto 2^ joneii Puncton Uy by c dio Goradon pby pc und bc- 
•stimmt hiorauf boi jodom Puncto (a, by c) die outsprochoiKlo viorto liar- 
luoniscliG Gorado aqy bqy cqy d. h, oinc solcho Gorado, dasa dio durcli 
dciiselben Punct gohonden vior Goradon (z. 13, aAy apy aDy a(j) oin liar- 

12 '' 
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Ailfgabcn iiud Lehr^iitzo. 


iiioiiLScheH System Mldeiij (dass sie jodo derade, wclclie sio 
haiinoniscli tlioileu), so treiToJi dicso droi Goradon aq, bq, cq cinantlo'^' 
alleinal in irgend einem Puuole q. Bewogt sicli der Piinct p iu irgoiitl 
einor Geradcn, so beschreibt dor Punct q irgond oinon Kegolschnitl, dor 
allonial duroh die droi Puucto a, b, e gold; uiid aucli umgckohrt. 

16. Aufgabe. Zwischen don Radien von fiinf Kugoln, von donon .jo 
zwei ciuandcr beriiliron, oinc Relation zii findon. (Siobc S. 61, 62.) 

17. Aufgabo. Wonn vior gogobono Puncto iu emor El)eno .so 

dass alio Kegelschnittc, wolclic durcli dio.se viov Puncto liinduroh gohr^ii, 
Hyperbolu sind, [wie k. B. die Puncto A, E, F, B (Fig, 6)], so soil inil-t't’ 
alien dieson Ilyperboln diejenige gefunden Tverdon, wolcho am moislon vt)ii 
dor gloichseitigon abweiclit. 



Demonstration de qiielpes tlieoromes do 
geomotrie. 

Gorgon no, Aimalos do Mathomatiquos, tomo XIX, p. 1—8. 




J)6moii8tratioii de pelques tlieoremes de 
geometrie. 


§1- 

J. II ost gonoriilcniciii connn qiic, si par un quolcouquo V dos points 
dll plan d'un trianglo ABC oi par sos soimnots on mono trois droitos 
Al\ B i\ Cl\ rencoiitnml rcspocllvomont eii yP, B\ 0^ los cliicctions 
doa cotes BCy CA^ AB do ce triaiiglc, on aura roqmitiun 
AB\BC\Cu\! = BAMB\AC^; 

ut quo, rdciprot|uoinont, si trois points (j sont tollomont sitnds 

sill* los dirootions des cdtds d’lin triangle ABCy quo cetto equation ait 
liou, loH droitos AA^^ BB', GC/ ouncourront on iiii memo point l\ pour-* 
YU toulofois (Ainialos, tom. XVII, pag. 144) quo coiix do cos points qui 
scroll t si tiles sur los cdtos inomo dn Irianglo, ct non sur lours prolon- 
gt 5 mons, soiont on uoinbro impair. On sait quo dans lo cas coiitrairo Ics 
trois points B\ (J* appartiondraioiit a imo memo droito. 

2. Var los trois points A\ B\ C" soil dccrit lui corolo coiipant do 
nouvoau on yi", C*^ los directions dos cotos BC, GAj AD; par la 
propriiJtd dos cordon ou dos socanics, issues (run memo point, on aura 

yJi^^yi7i'^ = yi6’^^16’^ 

na.Ba* = BA,nA\ 

CA\CA^ = GB\CB*\ 

equations ([ui, multi p lidos inombro a membre, doimoront, on rcdui-StUil 

au moyon do la prdeddonio (1), 

AB^^.BG^\CA^ ^ BA”,GB^\AC^^; 

CO qui proiivo (1), quo les droitos ylyl'", concourent aussi ou 

nil memo point 

3, Parco quo cetto propridtd est do nature projective, olio aura lieu 
Ggaloiliciit, loi'sqiPon substitiiora au corolo uiio ligno quolconquo clii second 
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(iuolqiiea thtioroiiies do goomdlrio. 


ordro. Eii iiivoquant cnsuito la tlicorie clea polairoH rociproquos, on ob- 


tioiulra Ics deux ihcoreines quo void: 

Tliooromo. Les trois sommots 
d’uii triaiiglo otanl Ay C, ot P 
dtanfc uii point qiiolcouquc do son 
plan, si A'y B\ C* sont Ics points 
oil les directions des cotos BCy CAy 
AB sent rospectivoincnt roncon trees 
par los droiles AP, BPy CP, et 
quo par ccs trois points A*, B\ C 
on fasso passer imo ligno du second 
ordro, coupant do nouveau los incmes 
cotes rospectivomont on A”y 
Ics droiles AA!\ BB^\ 
coucoiiiTont aussi loutes trois on un 
meme point P^*). 

Et redproquemont, deux points 
Py P^ clant pris arliilrairoinenl siir 
lo plan d’un iriauglo dont los som- 
incis sont Ay By 6', si Ton mono 
les clroiLcs yiy^ct ^7^', BP ot 7^7^', 

CP oi CP^y rcucoiitranl respective- 
jnont les directions des cotos BCy 
CAy AB on A ct B* ct 7/”, 
a ot C\ CCS six points appartion- 
tlroiii a imo mome liguc du second 
ordro. 


Tlidorbmo. Los trois cotes d’uu 
triangle etant A, By C, ol P otanl, 
lino droito tracoe arbitrairoment sur 
son plan, si Ay B\ C^ sont los 
droites qui joigiient respectivemeni 
les sominots BCy CAy AB aux 
points ^17^^ BPy CPy oi qu’on do- 
crivo lino ligno qiiclconquo du second 
ordre, touclmnt los trois droites Ay 
B'y C; on inonaut a cottc coiirbo, 
par los memos sommots, los taii- 
gontes A”y B^'y C^^y los points AA\ 
BB^\ CC** appartiondront aussi 
tons trois a imo memo droito P\ 
Et rooiproqnomont, doux droiles 
P^ etant trace os arbitrairomoni 
sur le plan d’liu triangle dont los 
cotes sont Ay By Gy si Ton joint 
respcctivcmont los points ^17^ ol 
yl7^^ 7iZ^Gt/JP, 67^01 CP^ aiix 
sommots BCy CAy AB par ks 
droites A' ot yl”, B^ ot 77^^, C^ ot 
(A^y cos six droites scront langoiitcs 
a line memo ligno du second ordre. 


4. On sail quo, lorsqidimo ligno du second ordro toucho los trois 
cotos d’liii trianglo, les droites qui Joiguout les points do contact aux 
sommots respcctivoniciit opposes so coiipont toiitos trois au memo point; 
ot quo, rcciproquonieutj trois droilos mondos par los sommots d\m triangle, 
(Ic maniero a so coiipcr an moinc point, reucon trout los colds respoctivo- 
ment opposes on dos points oil ils pcuvoiit dtro touchd.s par line nidmo 
ligno du second ordro. Do la (3) el par la thdorio dos polairos reoL 
proqiies on poiirra conclurc cos doux thdorbinos; 

Tlidorcnic. Les six points do Tlidorbinc. Les six tangontos 
contact (les trois cotos d’lin triangle mendos par los trois sommots iWm 
avGc deux ligiios quolcoiiquos du trianglo a doux lignos (1Ug1coik|UOs 


*) lui reiwpla^aui la ligno du socoiid oiclio pai lo systoiuo do doux droilos, on ob- 

tieiulrait quolques porismos dojli coniiius. 


Quul(|uuh lliuoiuinuh do ^ouniutrio. 
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bctiond orclre C[iii lui HOni iiisoritcs^ A\i hucoikI ordro ([ui liii «oid oil'- 

iipimriioniiciit k uiio troisiomo ligno consoritcs toucliont uiio iroisibmo 
till accoiitl orilro. ligno du scoond ordro. 


§ 2 . 

5. Dos proccdcns tlicoremcs on on doduit aisbmont d’autrcs ana- 
logues, rolaiiTs aiix surfaces du second ordro comparccs au tbkabdre. 

Soit A BCD iin totraedro qiiolcoiKpio. Par im point qiiolconque D 
de pGspaoc oi par cliacunc de scs ardlos concovoiis dos plans coiipant los 
aretes rospocUvoment oppose os. Soient a, by c los points oil los aretes 
H(Jy CAy AB soni respoctivonient coupbos par los plans APDy BP By 
CP By ot soLGiit Oy p, 7 los points oil los aretes opposbos ADy BDy CD sont 
rcspoctivomonl coupbos par les plans BPCy CPAy APBy iios six plans 
sc coiiporont deux a doiix suivaiit les trois ilroitcs aa, il ost vi- 

sible, on outre, 



'Jiy, Dai 


iA'\ 

quo les droites ^ 

(Ja. Ay, Db 

> so* coiiporont on un inbme point ^ 

W 

1 n 

jp, hu.. Be 

C 


A a, Bb, Cc , 




ot quo los droites AA^y BB\ CC, DD^ so coiiporont loutes qiialro au 
point P, 

II ost aisd do voir quo, rbciproqiiomont, six points Uy by ly, p, 7 
btant pris respcctivomout sur los arctos BCy CAy ABy ADy BDy CD 
cruii tbli’abdro ABCDy Ai^ tollo sorto 


quo los ilroilos 


By, Dp, Ba' 
Cu, Ay, Bb 
Jp, BU, Be 

■ so couponl on un memo point ' 

'A' 

B' 

c" ■ 

■ Aa, Bb, Co ^ 




los droites BlVy CC\ DD^ so coiiporont aiissi toutos qiiatro on im 

indiiic point J\ par loquol passoront aiissi los trois droites ««, ip, c^, 

Aiusi, lorstpio six points sont tollomonl siiiibs sur les directions cles 
aretes (Dtiii tdirabdre, que los droites monbos dans cliaquo face par les 
points qui y sont sitiibs ot par los soinmois do cotto face qiii lour sont 
rosjiootivcmont opposes so coupent toutes trois on iiii incme point, les 
droites qui joignont cloux i\ doux les points situcs sur les directions dos 
arc les; rospootivomont opposbos so coiipunt aiissi toutos trois on uu meinc 
point ot rboiproquomonl. 

11 est a roinarquor quo los six points by Cy c/, p, 7 sont tollomout 
lies ontro oiix, quo trois qiiolcoiiquos do cos six points, clioisis do nianiero 
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Quolqiics thcoveinos ilc BcoiiKilrie. 


a 110 pan appartciiii’ a uno meme face, doiormiiiont lo point P ot par siiito 
los iroia aiitrcs, aiiisi qiie Ick droites Ap, ey. 

G. Par Ics six points h, c, cf^ p, 7 ooncovons unc surface 
coiiqiic dll second ordre, coiipant do nouveau les iiiomes ardlcs dii ioii'iL- 
odro en a\ i; los iiitorscc Lions do cotte surface avee les 

dcs facos (111 tcLraedrc scronl dcs lignes du second ordre coutiant los ootiss 
de ces faces en Irois points, tols quo les droites qiu Ics joindrout 
sommols rcspectivemont opposes so coiiporoiifc cii un memo jjoiiit; doiit^ 

Ics droites qui joindront dans la memo ftico los trois autros iiiLorsoo ti 
aux inoincs sominots se coiiporont aiissi on iin memo point; ct par c 50 ii- 
sciquont (5) los points A', f jouiront dos projiri cites quo iioiis 

venous do voir apparlcnir aux points by Cy (/, p, y; do surie quo 
droitos i(!a*y A^p', coucourront toutos trois on un lucino point 
la ct par la tlieorio dos polairos rcciproqiios on conclura cos doiix tlioo- 
i clues: 


Thooreme, Si unc surface 
(jnelconcjiie dii second ordro cst 
tcJleinoiit situco par rapport a im 
tiitraodrc, (iii’ellc coupe sos arolos 
cji six points by Cy ciy p, 7, lols 
quo les droitos ««, 6p, qui joig- 
nont Ics jioints dlntcrseotion qui 
r(?pondeiit aux arfitos respootivement 
opposees concoiucnt toutos trois on 
un inomc point Fy olio coiipcra do 
iiouvoaii ces memos arolos on six 
autros points a*y Uy g\ o\ p', 7^, 
tcLs quo les droites vlt^y 
qui joindront les points (riutersoction 
situes sur Ics aretes rcspcctivoinont 
opposees concoiirront aussi toutos 
trois cn un memo point 

Et rciciproquemcnt, un point P 
(itant silim d\ino inanioro qiicl- 
conque dans respaco, si Ton con- 
duit par CO point ot par los aretes 


Tliuoremo. Si lum siii'fHtio 
quolconquo dii hgcoiuI ordro 
tollcinont situ(3o 7)ar rapport 
totraodre, ([uo six plans taiigeiis 
by Gy a, p, 7 a. coUg siirfacu, 0011- 
duils par los arotos dii tcStniculixi, 
soioni ids ([uo los intersccitioiis firj^ 
Ap, 6*7 dcs jdans Uingons, issus clos 
aretes vospoctivomoiitopposiios, soi oiil. 
toutos trois dans un memo plan /\ 
los six ail Ires plans tangoiis (i! y iF y 

(j!y p'', 7^, monos a cot to snrftit^n 
par cos indmes aretes, soroiit ttjlw 
(pie los intorsoctions a*(i'y 
(los plans iangens, issus den aroltjs 
rospectivomont opposees, seront axiHsi 
toutos trois situdes dans un moiiao 
plan 

Et rcciproquomcnt, un jilan fP 
(Slant situo (ruiio maniGrc €[uolcoin 1 11 
dans EcHpaco, si par cliaciiuo tioH 
aretes (run tiitraddrc ot par lo polrtt 


■^) Ell rompla^aiit la surface du second ordro pin lo syst6mo do doux plans, on 
obliendia dos poiismos analogues ii coux cpio nous avons sigiuilcs clnus In prccddojilo 
nolo. 



Quolquos thoovomes ile ^comutiio. 
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(Vuii tetraedro doK plans, conpaul 
rcHpGciivGincnl lours opposoes, on 
obtiondra ainsi sur cos arolos six 
poinls ay by Cy a, p, y? ^^jIs quo les 
(koilos act, C 7 (jui joindroni les 
points, si Luos sur los ardtcs opposeos, 
concoiUTOnt ionics Irois au point P; 
(it si pour mi aiitrc point 7^', (igalo- 
jnont c[n( 5 icont[U( 3 , on determine sur 
les memos areios six nouvoaux 
poinls Py Py ^*y tols quo 

les droiics ci/a^y //p', c'Y qid join- 
dront les points situcs sur les arctos 
opposdoK Goncourout aussi touies 
trois on go memo point P^, les 
(loiizo points (ly by a, a, p, 7 , ct!, 
Py c! y p^^ y Horout tons sitiics 

sur inio memo surface du second 
nrdre. 


oil CO plan P coupe son opposeo, on 
conduit iin plan, on obtieiidra aiiisi 
six plans tz, c, «, p, 7, tels quo 
los droiios at/, ip, 07, suivaiit les- 
qiiollos sc couporont ceiix qiii passc- 
ront par les aretes opposeos, scroiit 
toutos trois sitiicGS dans le plan P; 
ot si pour un autre plan P', egale- 
ment quclconque, on conduit par 
los moines areios six nouvoaux 
plans a', Py c\ p', 7'^ tels quo 
los droitos PPy c**{y suivant 
losqiiollcs so couporont ceiix qiii so- 
ront issus dos arotos opposeos, soiciit 
aussi silueos toutos trois dans co 
inomc plan P\ los doiizc plans Uy 
.(), 0, a, p, 7, a', i', o', a!, p', 7' 
scroni ions iangens a unc memo 
surface du second ordro. 


7- Si Ton cun^oit unc surface quclconquo du second ovdro qiii touclio 
les six arotos criiu tetraedro donno, sos intersections avee les plans des 
fae«5S do co tetraodre soront dos lignes du second ordro toucliant les trois 
cdtos do CCS faces; ot si clans cos mcines faces on mono des droites dos 
trois sonimets aux points do contact des cotes respcciivoinent opposes, 
CCS droitos (4) so couporont on un memo point; cVoii il suit (5) quo les 
droitos qui joindroni deux a deux los points do contact, situes sur les 
ai'otes opposeos, so couperont toutos trois on nn memo point. 

II ost also do voir ([ue, reciproquoment, six points ctant pris respco 
tivemoni sur los aretes d’un tetraedro, de lollc sorto quo los droitos qui 
joindioul deux a deux ceux qui seront situos sur les arotos opposec^s 
coiicauront toutos trois on nn memo point, on pourra loujoiu's concovoir 
uiio siirfaco du second ordre qui louclio les arotos du tetraodre on ces 
six ])Oiiits. 

Do Ui ot onsnito par la tlieorio dos polairos rociproques on pourra 
eoiichire (5) ,oi (6) los doux theoromos suivans; 


ThoorJjiiic. Si doux surfaces 
du HOGcnid ordro touchont rimo ot 
raiitro les six arotos eVun tetraedro, 
los douzo points do contact, situes 
deux a doux sur cos arotos, appar- 


Theoremo. Si doux surfaces 
du second ordro loiichont Viino el 
Tautro los six aretes d’uii tetraedro, 
les (lonzc plans taiigens a cos sur- 
faces, conduits doux a doux pur 
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Quolqucs thooromoa do gdometrio. 


(iciHlroiit a line koisiomc surface cos aretes, touclieront une troisioiTio 
(In second ordre*). surface clu second ordro*). 


*) Voici (loiix aiities theoi ernes ijiii, sMIs sent vrais, coniine ils paiaissont 
formcront un complement fort nahirol do cotto ih( 5 oiio; nous on abandoimons ruxain 


.’i la sagacite do M. Steiner. 

Thooicmo, Si fciois siii faces du so- 
conrl oidro sent iiiscrites dans lui memo 
(dfjaedie, Ics douzo points on dies lonclio- 
lont ses faces appaitiendiont h line qua- 
il leine sill face du second oidro. 


Tlioordmo. Si trois surfaces ilii 
cond oidro soul circoiiscrites clans uii 
totiaedio, lours douzo plans langoii-s 
80S sonimots touclieront uno 
siiifaco dll second ordro. 


Cos sortes do tlicoiomcs prosciitont beaucoiip dMuterdt, coiniuo poxivant 
k tlccoiivrir, soit la relation onlic dix points d’uiio suifaco du second ordro «oii In- 
lelation onlie dix plans tangens k uno tollo surface; problomo doiit la solution no 
pounail quo fairo beaiicoup d'homioiii an gconiMro k qui la scionco on serait ie(lova.V*ln. 

t/. D. Ger^oimcm 



Doveloppoment d’liiie serie de tliooromes 
relatifs anx sections coniques. 

OoTgonno, Annalos do Matymaliqno!!, toinoXIX, p. 37 -04. 

Avoc 7 fignios (Table XXII-XXV). 




Dcvolopperaeiit (rune seric do tlieoremes 
relatifs aax sections coiiipes. 

1. 

Ml (run point (juolooiujiic P tin plan criiii triangle APC (fig, 1) 
on aljai>sso sur Ioh cliroctions do sos cotos VA^ respectivomGiit, 
IcH ptn'poiKlioulairo.s PAy PH\ PC\ ot (lu’oii joigno le memo point a scs 
.soinincLrt par dos droitos, on aura 

= '(W'-7[p\ 

= AP'—ffP^ 

A'oiiy m ajoiitfinl, rodiiisani ot transposanij 

A}y"A-BC'''-\-CA'" = *) 

kdlc'. cst done la condition lumssairc cl siiffifianlG, pour (|iio dcs pcrpoiicli- 
ciilaircH, clovdos aiix trois cotc« BCy CAy AB iVun triangle ABC 
vcspoctivoment on A\ Ii\ Oy concouroat toutos trois on iiii m6m(^ 
point P, 

I! on roHullo immodiatoment 1®, tpic Ics porpondic\dairoSj olcvoos aiix 
colds (Vun Irianglo par lours milionx, concouroat loutos Irois oa iiii inomc 
point; 2®. (luo los porpondiculairos, abaisscos sur los directions do cos 
mdnios (jolos dos sommots rospoctivoaicat opposes, coacoiircnt ainssi toutos 
Irois oJi un moino point. 


2 . 

Par les piods yl^ B^y C* dos Irois perpend Iculaires concevons an 
condo dont 0 soil lo oonire, loquel coiipora do nouveau los momes cdlcis 

Pour un triangle spheriquo on aural t 

uos^fi^cos/iC^^cos(7/l' =5 cos/?,4'.cos(7/?'.cosylC?'; 
tPou on ddduiiait dos coiisequoncos analogues. 
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Tliuormnos lolatifs aux sections eoniqiies. 


(lu triaDglo aux poiii(s B'', 0". Par Ics points P ot 0 soil 

une (Iroito, ct soit prolongce ceitc droito aiwlela du point O d'liiio 

OP^ ogal a OB Parco quo los pcrpoiuliculairos qu’oii abaisserait clu 

0 siir Ics directions dos trois cotes dii triangle lomberaiciit sur Ics 

dcs cordes intcrceptocs B^ff\ G^C", W s^onsuit quo Ids pcrpori^li- 

culaires elevccs, a cos memos cotes par Ics points C*' cloivont 

concoiirir toiitcs trois an point P' On a done co ihcoreme: 

Si dbin point qiiolconquc P du plan d\in triangle 
on abaisse sur Ics directions dos cotes PAy CAy AB clo 
triangle los porpondioiilairos PA\ PB\ PC\ ct si par 1 ^ 

pieds A\ G do cos porpondiculaircs on fait passor ii 

circonfcrencc dont 0 soit Ic centre oi qui coiipo do nou- 
veau Ics directions de cos memos cotes on A'^y 7?^^ 0*^^ I « 

porpendiculaires, clovees rospociivoineul a ces memos cot-os^ 
par cos trois derniers points^ so coiiperont tontos trois 
nil mcme point G, tel quo lo point 0 sera lo milieu tlc^ ^ 
droito PP^ 


Soiont meiiocs les droitos B'G, C^A\ jP IB uiusi <jue . IjO.h 

angles AB^G ot AC”B^* qiii, ayant lours somincla a ’la circonfdronco, 
s’appuiGiit sur Ic mome arc /P^6'' sont 6gaux; inaLs a cause dc.s (|Liadri]4t- 
teres inscriptiblos au corclo, ccs angles sontrospeotivc-s- 

incut egaiix aux angles vl 7^^ done ces deriiicrs sout aussi cg^tux 

outre eux. il’un autre cdto, los angles LVPGy B^^P*C** y supplemoiis cPtiii 
meme angle sont egaux entro cux; done par sous traction, los aii#:?lo*s 
ot j\P^G* sont aussi egaux; ct il on doit cire de memo do Itiiii' 
complemens PAB^ ct PAG^; mais a cause du quadrilatero iiiHcripliblo tiii 
ccrclc, a PAB^ on pout substilucr sou ogal PGIB; done co dernier est 
a PAG^'y puis done quo les cotes GP ot AG^ do ccs deux angles sont 
pcrpciuliculaires run a Pautre, lours cotds GB^ ot AP^ seront aussi ptyr- 
pemliculaircs runaraulre, ct il dovra on otro do meine des droitos 
AJB^y comparcGS respcclivoment aux droites P'Py P*C\ 

Soit« le milieu delacorde /i'6", la {Iroito Oa dovra otro poi'pcnclicii- 
lairo a B^G, ct, par suite, parallele a P^A, Pour los ineinos niisonSj hi h 
et c sont los milieux rospoctifs do G A! ot A!lVy Ics droitos Oft oi <>€* 
seront respoctivement porpendiculairos a collesJa. On a done' co thcoi'oin.o : 

Si d’lm point quolcoiiquo P du plan (Vuu triangle 
on abaisse sur les directions do ses coios J3Cy CAy AJi I oh 
porpeudiculaires PA\ PB^y PGy et si des sominets du triariglo 
on abaisse, respoctivement sur les directions des cotes B^Oy ^ 

AB^ du triangle AB'C^y d’autros porpoucliciilairos, ces troin 
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dornioreri concourroiit on xin mome poiiii P' ’”)* En oiilro, si Ton 
abaissG do ce dcriiicr point siir los divoctious dcs memos cotes 
du triangle ABC dcs pcrpondiculairos los 

six points A*, C\ appartiondront a une moiiio 

circonfcronce ayant son centre 0 au milieu do la droitc PP\ 

]3e ]ii on deduira facilcinent la solution do co proldumo: 

Dos droitos PA, PBy PC dtant mciicos d’uii point quelcon- 
qiic dll plan d^in triangle ABC ii sos trois sommots, in- 
scriro a co triangle uu autre triangle A'B^C^ dont Ics trois cotes 
IP (Ay OAy A^B^ soieiit rospoctivement perpcndiculaires a ces 
di'oiles? 


4. 

Nous Ycnons do fairo voir quo los angles PACol P^AB sont cgaiix; 
or, comino Ics circonstances sont los memos relativomont aux trois soinmets 
da tHa]iglo ABCy on doit avoir 

ang PA C — ang P^A By 
angP/^yl = imgP^BCy 
mgPCB = angPCM, 
d^oii rdsiilto co tlicorMno: 

Par un point quolcoiiqiio P du pl?in d’nn triangle ABC 
soiont moiidcs a sos sominots dos droitos VAy PBy PC; si par 
los memos sommots on niinc trois noiivollos droitos, faisaiit re- 
spect Ivoment, avoc los cotes ABy BCy GA dcs angles cgaiix aux 
angles PACy PBAy PCBy ces trois dorniorcs droitos coiicourront 
on un memo point ot si dos points P, P' on abaisso sur los 
directions dos cotes BCy CAy AB du triangle los porpendicii- 
laires PAy PP^ PC^ P^A\ P'P'S lours pieds yP, C\ A^y 
B**y appartiolulront tons six ii uno indmo circonfcronce, ayant 
son centre 0 au milieu de la droito PP^, 


6. 


Soil prolongoo la porpondiciilairo PA au-dola do A cVmiG quautitd 
dgalo a APy ot soiont monoes QP^, coupant BG on iV, 
parallole K PQ ot d\ino longueur moitic moindro, ct oiifin PM; d’apres 
cot to construction on aura 


ot, par suite, 


MP=MQy 

MPa-MP^ = P^Q = 2 OA; 


D Co tlioortmo ii’est qiihm cas particulior d’uu lUitio quo nous avoiis propose do 
ilomoiiUor, sous io I (pug. 157), ou on ti'ouvoia aiissi sos analogues sous ics u«s 2 ot 3. 

8 to i II 01 ’i? Wcike. I. , 
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Tlitoiemo'i iplatift mix sections eoniiines. 


Oil outre Ics angles P'MB, PMC, tons tlenx ogaux a I’auglo QJtJC\ sofoul 
consc((uemmcnt egaux ciiko eiix. II rcsiillc do tout cola quo le« points 
P' soul les deux foyers d’liiio ellipse langoiile cn jl/au cote ISC, 
a son centre cii 0 et sou grand axe dgal au diamMro dii ccrclo 
point 0 cst lo centre; d’oii il rcsulto qu’cHo louche co ccrclo aux tloiix 
extreinites de son grand axe; ot, coinino cc quo nous voiions do proiivoi', 
rolativoinont an cote BC du triangle, so prouverait cgalcinoiit doa cUsnx 
autres, on a les tlicorenios suivants: 

1“ CUaenn des points do rintcricur d’nn triangle pent o t<’0 
considdro coinino I’liu des foyers d’uno cllipso inscrite dans «« 
triangle; 

2“. Les pieds des perpoudiciilairos, abaissccs des donx fo ra 
d’unc ellipse siir sos tangontos, sent tons situds sur into mo mo 
eirconfcrcnco, ayant lo grand axe do cotte ellipse pour diam^Lro; 

3“. Uu angle ctant arbilrairemont circoiiscrii i\ uno el lip so, 
les droites, incudes do scs deux foyers au sommet do cot ntif^lOi 
font des angles respectivernont dgaux avoc sos deux cotes. 

En consd(|uouoc do cettc dornidre propridtd ct do I’dgalilc dos anj^Ios 
B'PC, B”P'C", les triangles rectangles P'C'A, P'B''A sent rospeotivo- 
mcnl sojnblablcs aux triangles rectangles PB'A, PC' A, co qui doniio 
P'B":PC' =AP'iAP 


PB' : P’C" = AP-. AP' 


ct, par suite, 

PB'.P'B" = PC'.P'C", 

e’est-a-diro, 

4“. Lo rectangle des pcrpcndiculairos, abaissdes dos clotix 
foyers dune ellipse sur uno quolconquo do sos tangouto.s 
constant, ct conscqucminont dgal au carrd du domi-petit axo <lo 
rollipso. 


6 . 

Entro divers cas particuliers nous signalorons soulcmcnt lo snivaiil,: 

Supposous qiic le point P (fig. 2) soil lo centre dn corolo circonstsi’j 1. 
au triangle .<17? 6', les pieds /!', B', C des porpondiculairos PA!, i^ 7i' , 
PC', abaissdes de ce point sur les directions dos cfitds BC, CA, AIS^ ou 
sorout rc.spectivoinont les milieux, ot par consdquont, les droites IP 7.J* „ 
6‘'^r, A'B' soront rospectivomont parallclos aux edtds BC, CA, A IS; et 
comino, par exomplo, la droito AP' cst (3) porpondioultaii'o a IS'C, olio 
.sera aussi perpcndiculairo ii BC, ct, par consequent, Ic point JP' sera lo 
point de coucours dos porpondiculairos, abaissdos des sommets du triangle 

sur les directions dos cotds rospootivomeut ojrposds. On a done co 
tlieoreme ; 


Thcoionios lolalils ai»x ^erlioiih roimpios. 




Les iiiilieux yV^ ly^ O dcs coles (Vww Iriangle y\BC cl Iok 
piods jy\ dos pcrpcudiciilaircs, abaisscos de scs sommcUs 
sur les dirootioiis do cos inomos coles, soul six points, sillies siir 
la circonfcreiico d’liii monic corclo doiit lo coiitro 0 est au iniiiou 
do la droile qiii joinl Ic ocnlre P dii ccrclo, circoiiHcrit au 
triangle avcc le point do concoiirs dos pGrpcndiciilaircs, 

abaissGos de ses soinniols sur Ics di roc lions dos cdtcs opposes. 
Cos deux points P^P^ sont los foyers d’uiio ollipso, iiiscrile dans 
le triangle yJ /iC, laquolloost conconiriquc avcc lo cerolo circoii-* 
Roril au triangle yVjyC^ et a son grand axo cgal au diainetro do 
GO corclo, ou, CG qui rcvionl au memo (puisquo los cotos du 
triangle sont moitie do coux dii triangle ylZiC’), cgal an 

rayon du cercle circonscrii au Iriangle yl7i 6'. Eii outre, los Irois 
rayons Pyl, BBy PC seront respeclivoment porpcndioulairos aiix 
coles du triangle onfin cos rayons 

seroiit tollcment diriges quo los angles J^BC, PCA sont 

respcctivomont egaux aux angles P^ylC^ PByl^ P^CB, ou yr^^l6', 
P^'/Jyl, C^^CB, 

Sur la droito PP* il cxislc un quatribinc point G (C(trnot)y inlorscclion 
dos droitos ylyV^ DB\ CO qui joigncnl los soiiimols du triangle ylP6' 
aux inilioux dos colds rospoctivoment opposc.s, ct los qualrc points P^ 

Oy P' sont sillies liannoniqiiomonl, c’osl-a-iliro, do lollo sorlo qu’oii a 

(?0;(?P= PO^Pn\ 

CO qui rovionl a 

1:2 = 3 : 6 . 

En outre los points P\ G sont los centres do similitude dos deux corolos 
qui out leiirs contros on 0 ct P; done lo corclo qui a sou Gontre eii 0 
passo par les milieux dos droiios P^yl, P^By OC; oi- los points yl'^^ B’*y 
O" sont los milieux respectifs dos droiios P^C*^^y jirolonge- 

moiis dos droiios P^y\!\ PGPy P^(P jusqu’a la roncoiilre do la oireoii- 
feroaoo qui a son centre on P'^), 

Do ]hj on parliciilior, on conchira facilomoni co theovonic: 

Si snr la circonfdronco tin corclo qui a son coutro ou P on proud ar])i~ 
tr air omont quatro^) oin Is yt, 6 ', D, cos qua tro points soiont, trois it trois, 
los H 0111 mots do qiiatro triangles inserils, anxqiiols coi rospondroiil qiiati o 
points P, quatro point.s 0 ot quatro points (?. Or, los quatro points do 
cliaquo sorto appar tioiidront ii iiiio monio circonfdrouco dont lo rayon 
SCI' a pour los qiiatio points P' dgal h cclni dn corclo don no, moitid do 
CO rayon pour los quatro points 0 ol son tiers soulomonl pour los qualrc 
points G* En outro, los contros do cos trois iiouvoaux coiclos soront 
avec lo point P harmoniquomont situ^s sur uno memo droito, comino lo 
sont los quatro points P, Oy Gy P; do sorto quo le coutro P so ra lo centre 
do similitudo coniinun do cos trois iiouvoaux corclos. 

13 ^ 
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Thoorcmos relatifs aux sections coniques. 


Lc corclc qni a son contro on 0 jouii^ on parliculior, do ccUo pro- 
priete bieii (ligno do romarque: il touche chacun dos quatro cercloH, 
iiiscrits et ex-inscrits au irianglo ABC; e’est-a-diro, chacini tloH 
quatro cerclos qui pcuvoiit toucher a la fois Ics trois cotos 
CO triangle. 


7. 

Commo los propriotes do Pellipso deunontreos ci-desRus (5) out Itou 
(IViic inaiiiere analogue pour toutos les autres coniques^ co qui so pvoiivo 
par dos considerations somblablcs, on pout ctablir cc tlicor^ino plus gdiioral : 

Chaquo point, pris a volonid dans lo plan d’un triangle donii i?, 
est lo foyer dhine conique iuscrito ou cx-inscrito a cc trian^^lo, 
coiiique, do laquollo on pout par uno construction facile do tor- 
miner Tautro foyor, lo contro ot lo premier axe. 

Proposons nous d^abord do decouvrir, qiiolle relation il pout y avoir 
eiitre la nature do la coniquo ot la situation, par rapport au Irianglo, clu 
point, pris arbiti'airemoni pour foyor. 

8 . 

Soit ABC (fig. 3) le triangle doiinc, ot soit P uu point pris arbi- 
trairemont dans son plan pour foyor d’uno coniquo, toucliani a la foia Ich 
trois cotes do co tinanglo, 

Do CO point P soient monocs los droitos PA, PB aux doiix sommots 
A^ B do CO triangle. Pour determiner I’autro foyor P^ do la courbo^ il 
faiidia(5) coiiduiro par los points^!, B doux droitos ^IP^, BP^y formant 
respectivemoiit avoc GAy CB ou lours prolongemoiis dos anglo.s eganx a 
PABy PBAy ot lo point P^ do concoiirs do ces deux droitos sera lo so- 
concl foyer chcrche. Afm done quo la courbo soit uno parabolo, il fmiclra 
que cc second foyor soit infinimont distant du premier, ou, co qui roviont an 
memo, il faudra que les deux droitos udP^, PP^ soiont parallMos; ot rdci- 
proqiiemraent, toutos les fois quo cos deux droitos soront parallelos, la 
courbo sera uno parabolo, 

Si alors on con^oit par lo sommot C uiie parallMo a cos deux droitos, 
cottc parallMo divisera Panglo ACB en deux parties respectivomont 6galci« 
aux angles quo ferment ^i^otPP avco los prolongomcns do CA et G7J } 
done la sommo do cos doux derniors angles est 6galo k Paiiglo C; donio 
aussi la sommo dos deux angles P^IP ot PBAy rospootivemont ogaux h, 
ces deux-la, doit aussi ctro ogalo a Panglo ACB; mais Tangle ^IPP ant 
supplement do la sommo dos doux angles PAB ot PBA; done il doit 
etro aussi supplement do Tangle ^1 CP; d’oii il suit quo los quatro points 

Ay By Gy P appartionnont a uno memo circonfdrenco; on a done co thco- 
reme : 
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Toutes left parabolos, toucliant a la fois Igs irois cotes (Pun 
memo triangle, out lours foyers siir la circouforoiice dii cor el e 
circonscrii, ot reciproqucmoiil, tout point do la circonforonce 
lUi ccrolo circonscrit a iiu triangle ost Ic foyer d\inc paraboie, 
to 11 oho 0 ii la To is par Ics trois cotes do co triangle. 

J3’aprcs cg qui a 616 d6moiiir6 ci-dossus (5, 2^), Ics pieds des perpeii- 
diculaii'cs abaissoos du foyer d'lmo parabolo siir ses tangonlcs sont tons 
sillies Hur la Uiiigonlo au sominot de la coiirbo, ot conseqiicmment on ligiie 
droito; on combiuaiit done cotto proposition avee cello qui vient d^ctro de- 
iiioiitroe, on parviondra a co tliooremo conuu*): 

Los pieds dcs porpcndiculairos, abaissoes sur les directions 
(los troi.s cotos d^in triangle de Tun quclconque dcs points de 
la cii'coiif6ronco du oorclo circonscrit, appartieiuionl tons trois a 
line memo droito. 

II no sera pas difJicilo do parvenir par les nieiuos considorations a ce 
thcorbmo plus g6ii6ral: 

Si do run quclconque (les points do la circonforeiicc du corclo 
circonscrit a un triangle on conduit sur los directions do sos 
cotes dcs obliques, faisani, dans lo memo sons, avoc oes memos 
cotos dos angles 6gaux quolconquos, les pieds do ccs obliques 
appartieiulront Lous trois a. uiio Jiiemo droito. Eu outre, tout os 
los droitos qu’oii obtiendra, on variant Tangle dcs obliques, on- 
vclopporont uiio parabule q\ii aura pour foyer 1(5 point do depart 
do (50S obiiquos. 

9. 

liovonons au problbmo quo nous nous elions propose (7). Observons 
d^iibord quo lo plan de la figure so ironvo partage Lant par los trois cotes 
du Iriaiiglo ABC^ considib'cs coininc dcs droites indofinios, quo par la 
circoiifci’oiiGO du corclo, on dix regions doiit qiiaire fiiiios ct six iudefinios. 
Les quatro fiuies sent le triangle lui-inomc quo nous dosigiiorons par 
et los trois sogmciis {|uo nous dosigiicrons respoctivenioiit par S,*, 

Les six indolinios sont los r6gioiis opposcos aiix sommots dos trois angles 
flu Iriauglo quo nous desiguerons rospeotivomont par A\ C\ ot 
trois aukos tounindos oluiciino par im arc do corclo et par los prolonge- 
mons de deux cotes du triangle. Nous desiguerons cos dernicres par 
'r 'P 

Ell siipposaut los cloux clroiios AP', BP' parallelos, nous avioiis 1 angle 
ACJi cgal a la soinmo dos doux angles PA 13 ot PBA; mais, si la sommo 
do cos deux angles croil do mauioro it dcvoiiir plus graiido quo I’angle 
ACD, les droitos AP', BP' convorgcroiit on un point P’, sitiic dans la 

Jt D, Ger^onne, 


Yoy, Aniialos, loin, IV, |mg. 251. 



']’li(joieincs lelatifs aiix sections couiquos. 


lys 

rtlo'ion ct Ic poijil P passera aussi dans cottc memo regioji; do Horio 
(jue la conique ne pourra oirc qii^ino ollipso. 

Si au coiiiraii ‘0 la sommo dos angles PAB ot PBA dimlnao , lo 
point P passera dans la region on segment Scy tandis quo 1 g point 
passera dans la region C*; d’oii il ost aise do oonclure quo la 
no pourra otro qu^ino hyperbole. 

Done (8) on a lo tlieorcmo suivant; 

Tout point pi'is arbitraivemont dans lo plan d’un trirtiig*^ 
ABC\ ost Ic foyer d’mio conique, fcoiichant a la fois los troi.s oo fcOH 
do oc triangle; or, 

cetto conique sera ixirahole^ si lo point P est siir In 
circonfcronco du corcle circonscrii au triangle; 

2^ CO sera uiie ellipse^ si lo point P ost interiour au triaii^^lo, 
ou bion si, etaiit extdriour an oerclo, il so Lroiivo situo cla-JiH 
rospaco tormine par iin quolconquo dos cotds do co triangle ot 
Ics prolongcmens dos deux autres; 

3^ onfiu la courbo sera uno hyperboUy si lo point P ost iV la 
fois interiour au corcle ot oxtdrioiir an triangle, on bion s’il ho 
trouve si tnd dans la region opposde au soinmot do run dos aiigl oh 
triangle 

Et rcciproquement, 

Uiie conique toiicliant a la fois los trois cotds d’un triangle 

si cetto conique ost miQ paraholcy son foyer sora situo Hiir 
la circonfdrcnco dii corcle circonscrit; 

2 . SI cette coiiiqiio ost uuc clhpscy on bion olio aura .sos tlo 
fojers intdricurs au triangle, ou bion ils scroiit tons cloux ox- 
tdricurs an corcio ct situds dans rospace, circonscrit par I’ tin 
dcs cotds do CO triangle ot les prolongomons dc.s deux aiiiros; 

3^ cnfiii, si cetto conique ost uno hyperbole^ iin do ses foyorn 
seia coinpris dans 1 un dos trois .sogmens du corcio circouse i t 
extoiieur au trianglo, landis quo rautre sc trouvora situd clitiiH 
Toppose au sominct do Vanglo rcspoctivomoiit oppose do oo 
triangle. 

Co quo lions avons dit ci-dossus (5, 3**.) pormot do prccisor inieiix 
encore la situation relative des doux foyers dans le cas do I’cllipso ot 
dans colui do 1 ’hyperbole; il on resiilto, on effet, quo deux tangeiitos, 6fa.jiC 
inciieos dim indmo point a la courbo, ct dtant incudes les deux droil.os 
qui divisont on deux parties dgales los (piatro angles, formes par cos cloiix 
tangontes, los doux foyers so troiivcront toujours situds d’lm memo cotci 
do rune de cos droitos ot do diJlorcns cotes do Tautre. 

') C*ost lo thooiomo 9 (|uo nous avions propose ii doiuoiiUcr h la pag. 131. 



Tli<!oi'uiues leliitils aux scctioiia coiiiquos.. 


199 


LO. 

Nouh avoim doja vomarqiie ([). 18-1) \ue, sipaviin point P, pris arbi- 
tniii'omoni daiiH lo ])laii (Van triangle ABC^ ct par eliacun do sos sommets 
on mono troin droitcs x\ P, RJ\ CP^ rcncontrant los divccUons dos cotes 
rospoctivomont opposes on A\ C\ il oxislc loiijours uno €Oiur|uo qui 
touclio los Irois coles dii triangle cn cos trois points. Examinons presonto- 
jnoiit, quollo doit etre la situation dii point P sur Ic plan du 
triangle, pour quo la c our bo soil iiuo parabole, iiiio ellipse ou 
uno byporbolc. (Jommon(;ions par lo cas dc la parabolo dont la dis- 
cussion n’oirrc auGuno difficulto. 

Soit P (flg. 4) lo foyor crimo parabolo, ct soil AB nnc taiigcuto quol- 
conqiio h la courbo dont lo point do contact soit on Sur la droite 
PC* soil pris un point C quolconquo par loqncl soil monoo la droite 
CDP*) parallblo a Eaxo do la parabolo, coupant la tangonlo AB on I); 
alors los droitoa CG*P (il CDP* coiiporoiit la tangonio AB sous lomemc 
angle; do tollo sorto quo lo triangle BCC sora isocelo. 

Par lo point C soioiit nieuocs a la courbo doux nouvollos tangouios 
CA^ Clip Icsquollcs (8) formoront rospoctivomoui dos aiiglos ogaiix avoc 
Ics droitos CPp GP*p d’ou on oonclura quo lo trianglo ACB ost iso- 
cblo. Done: 

Si uiiQ parabolo touclio los trois cotos d’un trianglo isooclo, 
la droite moiico par lo sommot do co triangle ot par lo point do 
contact do sa baso passora constainmont par lo foyor do la courbo. 

Do co tlicorbmo on conclut, siir-lo-chainp, lo suivant: 

Si uno parabolo touclio los trois cotos d’un trianglo oqui- 
1 litoral, los droitos qui joindront los points do contact dos coles 
du trianglo avoc los sommots rbspoclivoment opposes ooncoiir- 
ront Loutos trois an foyor do la courbo; ot, par consequent (8): 

Si uno parabolo toiiolio los trois cotes d’un triangle equi- 
lateral, los droitos monoos par los sommots ot par los points do 
contact dos cotos rospectivomont op))OSQS so coiipent toutos trois 
Oil un memo point, ot lo liou do co point ost la circonforoiico du 
corclo circonsorii 

Soit done ABC (lig. 4) un trianglo equilatoral, et soioiit incneos par 
SOS sommots ot par un point quolconquo P do la circonferenco du ccvclo 
circonscrit los droitos AP, BP, CP, roncontrant on A*, B*, C* los di- 
rections dos coles rospoctivoment opposes, la coniquo qui toiichora les 
trois cotos du trianglo cn A*, B, C* sera done uuo parabolo dont Ic point 
P sera' lo foyor, ot los droitos BB**, CC”, meneospar les soinmols 
du trianglo ot par les milieux A**, B”, C** dos cordos do contact B*0*, 
C*A*, A*B*, quo Ton sail elro parallblcs a Taxo, soront ainsi parallblos 
cniro olios. 
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Siipposons proftoiiicmoni qxie lo point P so doplaco sur la clroito CP, 
et quo, par oxcmplo, il passo on 'p clans rintdrieui' du corclo; Igh 
do contact jV, passcroiit rospcctivomcnt eu Py lew cortlcs do ooii- 
lact CM', C'C' dovioiidroni CVt', CP doiit Ics luilioux soront eu 
iPy ct les droitos AeP, 7 J 6 ” sc roncontroront ndccssairoinont dans Punglo 
CG qiii s’apci'poit aisomont, si Ton considorc lo piarallclisine clcs 
^1^1" ot do d'V' oi B^P ot do ct M'a'; lo point ilo con- 

coin’s k do cos deux droitos sora lo coiitro do la coniqno, cVeu il 
do voir quo cotto coiirbo no saurait ctre <alors qu’uiic cllipso. »S1, 
an coiilraiio, on suppose quo lo point P sort du oerclo, les deux 1x16 in ch 
droitos BP^ iroiit conconrir dans I’ospaco oppose an somiuot do 

Tangle C C'; cVoii on concliira qidalors la c 0 u r b c no s a u r a i i (> L i’ 0 
qu’uiio byporbolo. Done: 

Si par 1111 point qiiolcoiiqiio P du plan d’lui triangle oqui- 
lateral ABC ot par scs sominots on mciie les droitos AJ^y^ P, 
CPy rcMiconfcraiit los directions dos cuids rospcctiYoinciit op>}>o- 
sGs on A, B\ C, la coniquo, toucbaiit les cotes du triuiiglc 
on cos trois points, sora unc ellipse, line hyperbole on iiiio 
bolo, siiivaiit quo lo point iMsova iiildriour an corclo oircoiis o ri t, 
extoriour a cc corclo on sur la circonl'drcnce, ot vice verm, 

Cc ihcorenio cst suscoptlblo do gonoralisution et d^appHoations divtu’ses 
qui vojit ])rcsoiitomont nous occiipcr, 


IL 

l^ar inio projociion parallclo sur un jdan quolconquo, la (igurc <lont 
les propriotos viennont do nous occuiior so mod Die comino il suit: 

L. Lg triangle e{[uilat( 5 ral yl 7 i 6 'dovit>nl nli triangle d'ospece ([ueboiicjuu ; 

2 ^ Lc corclo circonscrit deviont la plus petite ellipse circonscri to an 
nouveau triangle, e’esLa-dire, cello dont lo centre coincide nvee son con Ire 
lie gravito, ponit do concoiirs dos droitos qui joigiieat scs sommots aux 
milieux dos cotes rospcctivomont opposes. 

3 ^ Les coniqiios, louoliant los trois cdtds du triangle, chaiigeniL do 
forme, mais conservont lour caracioro, c’ost-?i-diro, qu’ollcs doinouront 
ellipses, hyperboles on parabolcs, commo dans la figure projetde. 

hcciproqiicmont, tout triaiiglo donnd cjiielconque pent etro consulcrd 
commo uno projection parallelo crun certain triangle equilateral, En ooiind- 
quoncG 1g theoreme demoiitre ( 10 ) pourra etro gdncralisd coinme il «nH: 

Si par nn point quclconquo P du plan d’uii triangle quol- 
conquo ABC ot par sos sommots on mono dcs droito*s 
BP, CP, rciicontraiit les directions dos cotes rospocti voixiojit 
opposes on A, B\ C, la coniquo qui touchora les trois cotofi <Ui 
triangle on cos trois points sora uno ellipse, uuo hyperbole ou 
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lino parabolo, suivani <|iic lo point P sora iiiiorieur a la plus 
polite olli])SG circonscrilc an irianiflo ABCj o\i6ricur a cctlc 
ellipse on siir sou pe rime Ire memo, ot vice vena. 

12 . 

Do CO iheoroiue on on (lodiiit iiu aiilre encore plus general: 

IVir Line projection cenlrale on perspective sur im plan ((uelcenquo 
la figure (lout il viont d’etre (|iiestioii so inoililio comiuo il suit: 

1‘’. be triangle donne devient im triangle ipiclconqiic ^1 /if’ ((ig. 5 ), 
la plus p(dlie ellipse cireonscrite dcvimil uno coni(piG tpiclconquo S, circon- 
scrilo au noiivoaii triangle; les iaiigentcs a rellipsc pur los sominots du 
triangle, lostjuollos soiit paralleles aiix cotes respectivement opposes, dc- 
vieunoiit dns tangciites a la conirpio S par les soiumots du nouveau triangle, 
losipiellcs reiiceiitrent les directions des coles rcHpcctivoincnt opposes de 
00 triangle cii Irois points yb, 6’^, appartenaiit a ime memo droito, 
lacjuello forme avee les cotes du triangle ABC uu qiiadrilalerc complct 
dont cos trois langonics sent les diagonalos. 

2^ ^routes les parabolcs, touchaiit les trois cotes du triangle doime, 
do\donneut des coui(iues iuscritos a ce (jiuulrilatero coinplot; 

bos droites Aa^ Bhy 6V, joigiiant los soinuicls Ay By C du triangle 
insei'it aux sominots respectivement opposes ity by c du triangle circonscrit, 
Ibrmd par los taugciitos aiix sommots clii premier, diagonalos du (piadrila- 
Leio complel, so coupciit toutes irois on iiii memo point S, pole de la droite 
AiyCA rclativomont a la couiquo cireonscrite au triangle I /i 6’; onliu Ics 
j)olaires do co point S, relatives aux coniqiics inscriics au quadrllaterc 
coinjilet, oiiYoloppcnt cotto memo conique cireonscrite au triangle ABC. Done: 

Etant doune uu quadrilatcre complct, scs cotes pris trois 
a trois foimont qiiatro triangles, et on pout inscrire dansce qua- 
drihitero uu infinite de couiques differentos; 

2®, los droites 4:1a, 1/(3, 6'^, inonecs par les points do contact 
do I ’line de cos couiques avoc les coles do 1 un ABC dc ces quatro 
iriaiigles et par los sommots rcspoctivomont opposes, sc ooiipciil 
Louies trois on uu inome point Dy ot Ic lieu de co point D est 
uiio covtaluo couiquo cireonscrite a co triangle ACB, ot on memo 
temps inscritc danslo triangle a/j6‘, forme par los trois diagonalob 
du (|uadrilatbro coinplot, do telle sorte qu’cllo toiiclio los cotes 
do CO dcniior triangle aux sommots du premier 4:1Z?6; 

los droites AayBhyCc qui joigneiit los sommots respective- 
mciit opposes do cos deux triangles so coupont toutes trois on 
uii memo point Sy pole du quatrieme cote A'B'C^ du quadrila- 
tcro complct, ot los polairos do cc point, relatives aux coniqiics 
iuscritos dans le quadrilatcre complct, onvcloppcnt la conique 
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Suppo«oii.si prcsontcmont quo lo poiiU P so fWplacc sur In droilo PP^ 
ot quo, par oxoinplo, il pnsso on f clans rinloriour dii coroio; los points 
do coatacfc A\ passoront rospoctivciaonl/ on it\ h\ les cordos do con- 
tact (loviondront C\t^y CP dont Ics niilioiix sovoiii on oi 

</", oi los (IroiieiJ BP^ sc roncoiitroroni nocessairomont dans Tniiglo 

/VCB\ CO qiii s^apor^oii aiscinoiil, si I'on considbrc lo parallolisnio do 
ct BB^\ do ot CP ot do /W' oi Jo do coiv 

coin’s k do ces doiix droitcs sora lo centre do la coaupio, cron il ost aisd 
do voir quo cotto courbe no saiirait oiro alors qu’uiio ollij)sc. iSi, 
an coutrairo, on suppose quo Ic point sort du oorclo, les doiix inomcs 
droitos AiPy BU* ironi conoourir clans I’cspaco oppose au soinmcfc do 
Tauglo AA'C; cVoii on conclura qii’alors la coiirbo no 8*aiiraii biro 
qii’inio liyporjDolo. Done; 

Si par lui point; qiicloonqno P du plan crun trianglo equi- 
lateral ABC ot pav SOS sommefcs on inbuo los droitos A!\ Bl\ 
CF^ ronoontrant los dirootions dos odtes rcspocii vcnioni oppo- 
ses on A, B% C) la coni quo, touobant lo.s odtos du triangle 
on CCS trois points, sora iino ellipse, uno liyporbolo ou uuo para- 
bolo, siiivant quo Ic point Psora intdriour an oorclo oircoiiscrit, 
exteriour a co oorclo on sur la oirconfercncc, ot vwe 

Oc tlidorbnio ost snscopUblo do generalisation efc (rapplications divorscs 
(jiii vont ])rdsontoineiit Jioiis occiipor, 

IL 

Par lino projection parallblo sur iin jdan qiiolconque, la (iguro doiit 
Ics propridlds viciinont do nous ocoupor so inodifio nomiue il suit: 

Lo triangle dquilatdral yiy^f/doviont un triangle (ros|)bce ((ueleoiiquo; 

Lo cerclc circcniscrit (Icviciit la plus petite ellipse oirconsorito au 
nouveau trianglo, c'ost-a-dirc, collo dont lo centro ooincido avoc sou centre 
do gravitd, jioinfc do coiioours dcs droitos qui joignent sos sojiiinots aiix 
iniJioux (les coles rcspocUvomont opposes* 

3“. Los GoniquGS, toiicliant los trois cotds du triangle, chniigont do 
Jbrmo, inais consorvont lour caraetbre, e’est-a-diro, qidcllcs dojiiciiront 
cllipsos, Iiypcrbolos on paraboloa, coniiuo dans la figure projetdo. 

R{!ci 2 )j*oquojnont, tout triangle donne ([uelcoiiquo pout dtro considdrd 
comnio lino projoction parallblo cVim certain triangle dquilatoral. En oons( 3 - 
cpionce le tlidoroine demon tre (10) pourra etre gdndralisd comuie il suit: 

Si par un point quoJeonquo P du plan cLun triangle qnol- 
conquo et par sos soininots on mono tics droilo's AF^ 

BPy Cl\ roncontranl los directions dos ootos respooti vemont 
opposes on A\ B\ C\ la coniqiic qui louebora los trois cotes du 
triangle on cos trois points sera line ellipse, unc hyperbole ou 
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lino paraliolo, siiivaiiL (fiio lo pofnl. P st^ra in U'lriiuir ;i hi [jIii^ 
petiio ellipse circoiiMoi'ilrO au lrian^i(^ A/U\ oxiorhuir a ooilo 
oJlipso oil sur son jicriiuotro moiiio, ol luW irrHa. 

Do 00 UiooroJiio on on ilodnil. un aul.ri' luiooro pins ^jr/nionil; 

Par uno i)n>Joolii)n ixMilnilo on porspivH.ivo stir iiii |i[an (|iiidoojnpio 
Ja figuro (lout 11 vioiiL dVdro ijiioslioii so niodino oojiuiu' il snil: 

I/O Li’iaiiglo iloniio tlovionl- nn Iriiuiglo ipiol(*oii<[uo /( /)V’ (li^. H); 
la plus poixifo olllpso oircnmsonto doviinit iiiio ooiiiipto (ju(doi)nt|no oinuiih 
scHio au iiouvoaii triiiiiglo; los Inngoiilos jY Pollipso par los sninniols dn 
Irianglo, losquollos sonl |)undlidos aii\ ouUYs I’ospi'olivonionl oppnsiYs, ilo- 
viounenUloH tuiigon[.o*s h la (auiitpio S par los snmnnds du nniiviaui li'iniigli^, 
losquolloH roncimlrojil/ Ics duvolions clos ootos rospoolivoinoiit n|hpnsos do 
GO U’langlo on Lrois points J', apptiiloiianip a into itnuiio ili'oil.o^ 

laquollc fojuno avoo Ics ootos du triaiiglo un ({uadnlalon^ (unnploL 

(lent cos trois tangoiilos soiif. I os diagonal os. 

2^ Toutes loH jianiUdos, jmiolnint los trois o/iLos dii Irianglo dmnio, 
dovionnonl dos ooniquos inscritos lY ao ifiiiidrihdoro ooniplot; 

3^\ ]/os (Iroitos AY-, j'nigiiimli los soui tools J, />’, (! do Inanglo 

inscrit aux soiiimots j’ospoctivomoiii opposes A, du triaiigli^ idnuaistail, 
Ibrmd pur los tangimUis aiix soniiiiois du prinnior, diagonalos dii i|iULilnlii" 
tbro cuiiiploi^ so c()uj)(3iil Louios l.rois on on inonio point pdlo do la droilo 
rolativomoni a la ooiU(|iio oircunsorito an Irinnglo A/!(r; onlhi los 
polairo.s do oo point /S, roiativos mix <?onicfiius iiisia'itos au i|nudrilatorc 
complot, oiivoloppoiU cotto moino ooiiitpm olroonsoritoau Irimiglo AJf('. Done: 

V\ Etant doniio iin ((iiadri laLuro coiiiplot, sos ootos pris trois 
a trois formont (juatro LriaiigloSj ot on pout inaoriro dans oo i|ua- 
(I ri la tore iin infinitd do coni (( nos dij'loroiitos; 

2^ los droitos /led, /jlp, C'-y, jnondos par los points do an ii tact 
do I’liiio do oos onni(|Uos avoa has ontds do Pun yl//h' do aos (|uati'o 
triangles oL pur los sominots rospoetl vonioii t opposds, so ontipont 
loutos trois on tin nidino point Dy ot lo Ihni do mi point 1) ost 
uno cortuiiio ooniqiio cireaiiseri to a an triangle ot on indnio 

temps inserito duns lo triangle forjiid par los trois iliagonulos 
till quadrilatbro coin plot, do lollo sorto tjipcdle t-miolie los mUds 
do CO dornior triangle aux soinmtsts du jironiior j\fU!; 

3^^. los droitos (Ja ([iij jnignoat los soniniota rospoctivo*- 

inont opposes do eo.s deux Irian gins so ooupoiit toutes trois on 
un momo jioint Sy polo dn tjuatrienio on id du (jinulrila- 

tore oomplat, et los poluiros do co pniiit, rolalivos aiix ooni(|uos 
ins or i los duns lo (juadrilatcre coni plot, onvoloji[KMJ t la coiiiqno 
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circon.scriio au triangle on oxitro, les troln points {?', 'Y^ 

on se ooupent los cotes corrospondans dcs doux trianglos A /? 
apY, appartiennciit a iino memo droito, laquollo passo nOJi” 
‘^taminoiit par lo point S; 

4^ oniui les coniquos, ;i la fois circonscri tos hux qualrc Hri- 
anglOiS formes par los cotes dii tjuadrilatorc comploL, pris ^ 

a trois, ot iuscrifccs dans lo triangle forme par sos cliagoualoM , 
to nolle at doux a doiix aiix six sominots C\ do 

quadrilatero coinplot, et cllorS sont touchdos on cos luomos poin t*s 
do contact par sos trois diagonales, 

13 , 

Et reciproqucment, 

Si a un triangle doniio quolcoiiquo on circoiiscril uiio 

coniqiio qiielconquo, ot qu’cnsuito par un point pris {U‘b i- 
traireincnt sur Ic perimetro de ccitc coniquo, ct par chaoun doH 
sommcts du triangle on mene trois droitcs AD^ 131), CDy rcii- 
contrant les cotes rcspoctivoinont opposes on trois point cc, p, Y 
oil cos cotes sont touches par line douxidnio coiiiquc, cotlo tso- 
nique et tontes los autros^ doicrmindos par uno somblablo coii- 
struction, soront toucheos par inio memo droito cldlor- 

minco paries intersections rospoctivos dcs diroefciontJ dos oCtoH 
dll triangle ABC avoc los tangonlos inoneos ii la prcinioro Ci>-- 
iiiquo par sos sommots rospcotivomoiit opposes. 

14. 

Siipposoiis quo lo triangle ABC^ lo 2 )oint J) ol la coniquo insoritts 
touchaiit ses cotes on (3, y rostant iixo, la coniquo passant ]}nv los (|iuil vo 
points il, Cy I) vario do toutos los mauidros possibles, la droito 11(1* 
roidora alors (13) sur la coniquo invariable, croii resuUc lo thdoroino suivaiif^ : 

1®, Etaut donuc un qiiadrilaldro quolconquo ABCD^ on poii t 
hii circonscrire uno infinite do coniqiios differontos, losquollts h 
seront aussi circonscritos a chacun dos quatro triangles, forinoM 
par los sommots du quadrilatero, pris trois ii Irois; 

2® los tangonlos AAy BB\ CC\ mondos n uno quelo oii<i ii o 
do CCS coniques par los sommots do run quolconquo cl o 

quatro triangles, out lours intorsoctions I3\ 6" avoc 1 o h 
directions dos cdtds rospccti voinont opposes do co moino tri~ 
angle situdes sur uno mdmo droito, et roiivoloppo do ootto 
droito est uno certniuo coiiiquc passant par les trois points 
P, Y d’intorsootion dos trois systdmos do doux droitos, Joignaiu 
doux a deux los quatro sommots du quadrilatero ABCD ot ton - 
chant on cos trois points los cdtds du triangle ABC; 
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3*^ les points 7 ' cl ’in tovscction dcs cotos corrc^spondans 
dos cloux triangles ABC^ c(p 7 apparticniionl tons trois a uno momo 
cli'oiie a'pY) polairo du qnatriomo soinmot I)^ relativcmenfe a la 
cjoniquG passant par los trois j)oiiits c/, p, 7 ; on outrc^ los pulos 
do ootto clroito, relativomoiit h loutos los coniquos qiii pouvoiit 
otro circonscrites a ce nieme quadrilatcrc, sontsur lo pcrimolrc 
do la coniquo cnvcloppo do la droiio A*l?C^; 

4^ onfin, los coniquos^ a la fois inscritos dans los qnafcro trU 
an glcs, form 6 s par Ics sommots du quadrilalcro ABCB, pris trois 
a trois, ot oircoiiscritos an triangle c/py, so fcoucliont douxadciix 
aiix trois points a, p, 7 , do telle sortc quo cliacnn do cos points 
Gst lo point do contact do donx differontes palros do coniquos, 
ctenmoiuo tomps cos coniqcs sont toiichcos deux a doux a leiu* 
point do contact par los six droitos qiii joignciit deux a doux 
los quatro sommets du quudrilatcrc doimc ABCB. 

Par la tlioorie dos po lair os rociproquos on aiirait pii doduiro co 
thoorcino do coliu quo nous avoiis preccdoimncut demontre ( 12 ), 

15, 

]Du theoveme preccdcjumont demontre ( 6 ) on pent par la consideration 
dcs projections on deduiro im grand nombro d’autves. Eu lomarquant, 
par exoinplo, quo los porpondiculairos, abai&soos d'un point quolconqiio de 
la cii’conferonoo du corclo eirconsorit an triangle ABC({\^.2) siir los 
directions dos cotes de ce triangle, sont rospectivemont pavallolos aux trois 
liatitours CC*\ ainsi q\daux trois porpendiGiilaircs PA, Pli*, 

abaissoes du centre do co corclo sur cos memos cotes, on eu con- 
dura los tli 6 oveinos suivaiis: 

L Uno coniquo qiiclconqUc ctant circonsovito a iiii triangle 
donn6 ABC, ot otant nionoos par son centre Pot par los milieux 

B^, dcs cotes du triangle los droitos PA, PB^^ PC, los 
droitos AA^, BB^\ CC^, moneos par los sommots du inciue tri- 
angle parallblomont a collos-la, so coiipcront toutes trois oji 
uii inoiuo point P^; les six point, s A, B\ d", B”, fippar- 
tlondront a uno socondo coniqiic scniblablo a la promicro et 
somblabloinont situoe (liomotluUique); lo point P, Ics doux 
centres P, 0 ot lo centre do gravito G- du triangle donno appar- 
licjidront a uno memo droite ot soront siincs harmoniqiienioiit, 
clc tello sorlo qu’on aura 

OGiGPiOP^iPP* ^ t:2:3:6; 

on outre ( 8 ), si de Pun quolcoiiquo D clos poi]it.s do la coniquo 
circon.scrito au triangle AJ3G on abaisso sur los directions do 
SOS cotes des obliques rospectivemont parallclos aux droitos 
PB^, pc leurs pieds soront siiuos .sur uqo memo droite. 
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El ivuiproqiicineiit, 

II. Si par I’lin ((uelcioiiqno /■” ilos points du plan d’un ti’i- 
iiiiqlo (loniie ADC ol par scs sominctH on mono dos droilc.4 t 

DP', CP', il y aura uuo infinitd do point.s B, tols qu’on monftJi (i 
do I’lin do cos points siir Ics cotds du Irianglo dos obliquo.s vo- 
spoctivcincut pai’allclo.s a cos droitos, lours picds apparLioii- 
dront tons trois a unc moino droito; ot tons co.s points D soj'Oit L 
.sitiids sur uuo inoino conitjuc, circonsorito au trianglo doimo ; 1 « 

contro P do cctto coiiiquo sera lo point do concours dos droiLoK 
cciidiiiles par los milieus A', D', C dos cotds du trianglo, ptt- 
ralleloment au.x droiles J /•*', DP', CP'; otc. 

Coimno lo point P' do concour.s dos irois liaulours du trianglo A ' 
jieut otro situd on dans I’iiitdriour do co trianglo, on dans rune dos Lroi.s 
legions a, p, y, il s’ousuit (pie 

Til. Los dens coniqnos scmblaijlos ot somblablomonl situooH 
dont les centres sent P ot 0 sont 1“ dos ellipses, si lo point, 
cst situd dans I’intdriour du triangle ADC, on dans I’uno ttoH 
trois regions a, p, y; 2“ dos hyperboles, si cc point P' o-st siLud 



ABC. ot A'D'C. 


Dans lo cas dc la parabole oh lo point P' ost a riiifini, los druitos 
-LI", DD", CC" sont puralldlos, d’oii il .suit quo 

IV. Si par los sommots d’nn trianglo donnd ABC on m6i»o 
dans line direction arbitrairo trois paralldles AA", BB" (!<B* 
rencontrant los directions dos cotes opposds on A", B", C" 
point.s et le.s milieux A', D', C dos memos cotds appartiondrcj ii'(, 
tons a lino memo parabole. El rdoiproquomcnt, si par los in ilioux 
A', D', C lies cotes d’nu triangle donnd ABC on fait pa.ssor \iii o 
parabole quelconquo, ooupant dc nouvoau cos mdinos cotds on 

A", B", C", Ics droitos ^Ll", BB", CC" soront nccos.sairomo ji t 
parallclcs. 


A I’aidc do la projection ccntralo dos prdeddens thdoremos ("15) «>u 
dediiira les suivans; 

L Uno coniquo quelconquo dtant oirconscrito a un trianglo 
( onne Ail C (fig. 6), ol ctant nicnoos par nil point G qnclooiKjno 
ot par los sommets du trianglo dos droitos AG, BG, CG, con- 
pant les directions dos colds opposds cii A', B', 6", ot dtant ino- 
iiecs do pins les droitos D'G'a, G'A'% A'/i'y, coupant los diro«tioji„ 
dos ootos corrospondans du Irianglo donnd on a, p, y, siluds s«r 
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uno iTiome droito oiifin P olani le p(Mo do coitc ciroilo, ot 
(3 tan I mcndos Ich droites PA'a\ /V^'p', coupaut rospcclxi vo- 

inonl la clroiio c^p^ on P', 7'; loH droilos 

conpani la« cotos dir triangle doiinc on jV’, concoiirront 

louto>s trois on un moino point P'; low six point« IV^ (/', y^', 
appartiondront it iiiio socoiulc coiiiquo; la droito apy «ora 
lino •socanic oommiino a coito soooiulo ooniquc ot a La premicro; 
loR polos 1\ 0 dc cotio droito par rapport aiix doux coniquos 
et Ics doux points G ot appartiendroiit ii uno moano ilroito 
PG OP^y sur laqncllo ils soront harinoniqucmonfc siluds; on outro^ 
si par I’nn quolconquc D dos points du perimoiro dc la coniqiio, 
oirconscritc an triangle domic, ot par chacuii dos points y' 

011 mono dos droites, lours points d’inlorsootion avoc les colds 
corrospondans du triangle donnd appartioiulroiit Lous Irois ii uno 
memo droite. 

EL rdciproquomoni, 

n. Par un point qiiolcoiiquo G du plan d’un triaiiglo domic 
ABC ot par cliacun do sos sommols soiont moucos Ics droites 
AGA^^ BGJS^y GGC*y coupant rospoctivciucnt on Ay li^y C los 
dirooLioiis dos cotds opposes; ot soiont onsiiito mencos. los 
droites 6'^yl^p, yl'/^Y coupant Ics directions do cos memos 

outds once, p, y, points qui appartioiulroiit tons trois ii uno mdino 
droito apy; si jiar un aiitro point quolconquc P on mono los 
droites PA^o!y PIV^^ PG^^^y losqiiollos ooiipont la droito c^Py on 
V; droitos yla', /ip\ 6Y ooncourront on un mdmo point 

Or, si dos points a', y' on abaissc dos obliques sur les di- 
roctions dos colds opposds du triangle donnd, do maaioro qu’ollos 
so Goupoiit on un mdmo point By ot quo lours piods appartion- 
nont a uiio mdmo droito, lo lieu do co point 1) sora uno oertaino 
coniquo, cirooiiHcrito au triangle domic; lo point P sora le polo 
do la droilG apy rolativoinont a cotio coniquo, etc. 

Ou, on d’aatros tormos: 

Si par un point quoloouquo du plan d’un triaiiglo donnd 
ABC ot par sos sommotM on mono dos droitos AP\ JU^^y GP\ 
ot qu’onsnito on mdiio arbitrairomoul uno droito a'pY? 
pant rospootivoinont coUos-li\ on p'^ y', il aura alors uno in- 
finite do points By tols quo los droitos Ba^y Dp\ i)y' coupont los 
catds corrospondans dii triangle donud on trois points, apparto- 
niint a uno mdme droito, ot lo lieu do cos points D sora line cor- 
till no coniquo oirconscrito au triaiiglo donnd oto. 

ITL Los doux points Py P^ (1) sent dos points hoinologues 
par rapport aux trianglos yl/i6', yl7}'6'^• qiiaiid V\u\ dVaix toiribo 
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sur la droito crpy, Taatro conicide avoc liii, et alorn la (ioiii<|u^^ 
qiii pasf<c par les six points C\ C” irOiioli{» 

droilo on ce point P on 

Et reciproquomcnt^ 

si lUiG coiiique paaso par Irois points clonnos P, r' 
fcoiiclio line droito doiindc apY certain point Q, olli^ nni ^ 

pcra les directions dcs cdtos du triangle ^17? 6', determine par 
droitos A^a, 7?^p, on Irois points C", losijiiels seniiii 

sihids sur Ics droitos AQ, IJQ, CQ, ot vice versa, etc. 

C/est la une propriefe commune a tontea Ics ooniijiies qiii pussoiil pni^ 
les troia monies points domies J?, C ot toucliciil la memo droll, u 

17. 

Lcs procedens llidoronics out lours polairos rccijiroquos; tel (h|^ 
par cxomplo, lo suivant: 

Soit mciieo une droito quelconquoj coupaiii lea cotes tl'uw 
triangle donno y17i6' on a, p, y! wii i)ointa qiiolooiKfiie 

du plan do cc triangle soiont mcuocs les droites 77a, /If), 
alors on pent abaissor dos soinmots du triangle donne sur les 
droitos rospootiyement opposoos dos obliques yta^, 
telles qu’ oil os so coupon t cn luimomc point E, et quo lours pii^ls 
A, apparticnncii t it une memo droito; coLto droito oiivehqi 
pera une certaiue coniquo inscrite dans Ic triangle domic; etc, 

18. 

Soit oii’coiiscriLo nno coniquo qiiolconqiio a iin triangle doniie 
(fig. 7). Par lea sonunets do ce trianglo ot par iiii point quclcomfue /^' 
de son plan soienl moncca Ics droitca AP^A^^a,^ 777^Vi^^l3, t77*^V7'Y» 
pant rcspceiivoineiit loa directions des cotes opposes du trianglo on 
77'^, 0^^ et la courbe on a, p^ y. Si par ini point qiioIcon(|uo I) ilii 
periinctro do cot to coniquo on mono los di’oitc.s 7)a, 7)|3, 7)y, eeupiinf 
lea edtea opposes du trianglo donnd on p', ces trois points smuiil 
toujours siluos sur iino memo droito a^pY^ passant par lo point nil, 
ii cause de riicxagone inscrit DpJSGAaD, par oxoinplc, les trois poiiifs u\ 
7-^^ apparlicndront ii uiio memc droito (Pascal), 

Lorsque Ic point D so ineiit sur lo peiiinetrc do la courbe, la dniilo 
a'pY swr son point et vice versa, 

19. 

Supposons quo la coniquo soit im corclo, ot quo los droitos yla, /ip, 
6'y soiont rospcctivonicnt porpondiculairos aux cotes du trianglo demi/', 
alors lo point I) sera lo foyor d’lino parabole inscrite it co triangle, el 
Pon aura (6) 
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Soil moDcm la dmiio ]mral](Mo a, ^ olio sora porpotulitiiilaifc a la 
(angonlo yt /i; ol, on su|)|)omint (ju’ollo conpo a'p'7' on /f! ol yl on on aura 
DF^VE, car 

<ron il siiil (juo lo point E ost siino sui* la diiw-trioo do la paraholo, ol 
(|uo par oonMCMjiKMil- la droilo a'pY ^’^1- ollc-niomc colic dir(?otricc; doiuj: 

liOH dirootricoH do toutos los paraholos inscrilos dans iin 
memo Irianglo doniid AHi' so couponl toutes on iin nidino pniiii. 
inlorsoclion dos Irois haiiionrs do 00 Iriangle; ol 
lios inlorsoolious dos trois haiiLoiirs do l.ous los triangles 
iii roonsori Is a niio indino para)>olo sniii touliOs si In 00s sitr la di- 
rootvico do colto oonrlio**), 

Va\ r(Mna,r(juant (pio ((uairo droil.os doinuMw snr iiii plan peuvont olrc 
loiudiooH [)ai‘ nnc ludino parabolo, on coindum do la la ddiuoaslration dii 
llidorojno nuivanin 

Dans I os qnatro triangles quo rormont trois a Irois q uairo 
clroitos Lra(5dos siir iiJi inonuj plan los ]>oinls do coiujours do irois 
luuitours npparti(ninont tons tinalro a uiio monio droilo'^'), 

20. 

Kn nlisorvant (|no los inods Fy ... dos pcrpoiidioiilairos abaissdo.s du 
Tnyor sur Ins dironlions dos colds du irianglo ABE upparllonnonl a uno 
nidju(^ droito, parallMo a la dirootrioo a'p'f, colto circnnslanco Ibiiriiil un 
luoyon Iros-siinplo do rdsoiidro par projocUon lo problinms suivanl: 

Uno (jonique ijUolcoiKiuo dtanl circsonacri lo a im Iriiinglc 
(loiind si (Uun point ([uolconquo Z) du pdriindlro do la 

(jourho on abaisso .sur los colds du Iriaiiglo <lc.s o))liquos vo- 
.spn(5ti vomout parallolos aux diamcLros c|iii passonl par lo.s nii- 
lioux do cos odlds, lours plods 7 ^;... apparliondroni a uuo iiinnio 
(Iroito. Oolaposd, (|uollo doit Giro la situation dii point J) siir la 
ooiir])o, pour (|Uo colto droilo soU parallolo a inio droito dontido? 

Ki, on (dibl, oil mono los droilos yJty, 6'^ rospoctivomoul paral- 
IM(is aux (liiundtn^s dont il s'agil, ot (pdcnsuito par lo point do cjoncoiirs 
/^' do cos irois droiio.H on mono la droito a'pY^ parallMo i\ la droilo 
(loniido, l(^s droitos aa^y pp^ coiiporoul uu point cliorclio 77 . 

2J. 

1)(^ CO qui [Jrdeddo il suit oncoro, oommo cas parlioulior, quo 
Dos (?ontrcs do tons los Irianglos dquilaldraux, cLrcoiiscri ts a 
uuo niGmo puraliolo, soul sitiids sur la divoc trice do cotlo para- 

\}0\0y ol 

O’osl lo tlK^oroiiio A, propoHcl i\ d/anonlror h la pag. 1B4. 

**) O’oHt lo Itniordmo 8 k Ja pag, 128, 
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[*cs dire ctrj cos do Uiiios los [jarabolos, in sc rites dans tin 
memo triangle equilateral doiine, passoiit toutes par Ic centre do 
CO triangle. 

7)o la on conclura (5 ot 11) par la projection parallelc quo * 

Un triangle qaclconque ABC etant eirconscrit ii line para- 
bole donneo, ct Q etant lo point do coiicours dcs droiios qui 
joiguont SOS sommots aiix points do contact dcs cotos rospoc- 
tivcmciit opposes; si I’oii imagine tons los triangles, ])our los- 
quels CO point Q cat lo inomc, los centres do gravitd do tons ccs 
triangles appartiondront a line memo droito, polairo dii point 
Q; Ics plus politCiS ellipses cirooasoritos ii ces memos triangles 
scront scinblablos ot scmblabloiucnt situecs, et so couperoiii 
toiitos on CO memo point Q, 

Ei reciproqiiemont, 

A oliacjuo parabolo, iuscrito dans uu monio triangle clonnd 
correspond un point Q conoours dos droitos, mcnocs dos som- 
inets anx points clo contact dos cotos opposes; ot los polairos do 
tons los points Qy relatives aux parabolos corrospondaiitos so cou- 
pout tonics on iin memo point Gy centre do gravito do co triangle. 

22 . 

Si par los points milieux respoctifs dos droitos 

(fig. 7), on inoiiG dcs droitos rospoctivoment parallelos a Z)c/, 
Dp, dies passoront par los inilioux rcspcctils dos droitos 
PY? ot concomTOiil on nn memo point situo sur la coiiique <pii passo- 

rait par los six points A^y B^y A^^y 6'^' (6); do sorto quo los trois 

points By Fy P' seront on ligno droito, De la rcsulto ce thcoremo, du 
a M. Lam^: 

Qnalre points Ay By Cy Fy donnos sur un memo plan, detor- 
iiiincnt trois systbmes do denx droitos AF ot BCy ot CAy 

CP* otAZ?^ qui sc coupont rospoctivemont on A**y F*y Si 
Ton eoupo cos systbmos par nno droito quelconquo ^t)n- 

duito par Fy ot si par los points j\!\ F*y C^* ct par los mjlioux 
dcs segmoas do cotto droito on mono los droitos A**D*y F^lVy 
C**D*y COS clroitoH ooncourront on un memo point Fy ot lo lieu 
do CO point sora line ooniquo, passant par los points A*^y IFy C** 
ot par los inilioux dos droitos BCy CAy ABy AFy BFy CFy olo. 

23. 

Rovoiions do nouveau an cas ou la coniquo circonscrito an triangle 
domiQ, ABC cst un ccrclo. Dans co cas lo point D ost lo foyer ot la 
droito a*fi*^*P* la dircctrico d^lllo parabolo iuscrito an trianglo; ot oonse- 
(picminont la polairo du point P*, relative it la parabolo, passe par lo 
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point /), oL ost iHM’poiiilicuhiiro i\ hi droilo r*JJ; coUo polaii'o cnvcluppora 
(lone uuo (icidaiiKi coni quo don I, /^' scu'a Ic foyov, ct dont Taxo jirincipal 
roincidora (5) avoc le diaiuMio du eot'clo ciminstirli uii Iriaiifdo. J)ouc; 

Lins polairos du poiul do concoui’s P' dcs troLs liautcui's 
(ruji irianglo doniio rolal-ivcs a loiitos los purabolc.s in- 

Kcritins a. c.o Irianglo, ouvoIojukmiI uuo coriniiio coniquo doiU lo 
polnl. 7^' (nsi lo i‘oyor, iloni Taxo prinidpal passo par lo conlro 
du oerodo oiroonsiu’i (. au iriauglo donno, oi qui osi iuscrito dams 
Jo U'iauglo rofnio par los parallblos, incnoos aux cotos'dii Irianglo 
thin no par Ion sommets do (io triangle. 

On plus gonoralenunit par Jos jirojoid-ious: 

Ivos polaivos (Lull point quolcunquo P‘ du plan d'un irianghi 
(In lino AP(!^ relatives ,'t ton to s les iiarabnlos i user! to s dans co 
triangle, ouvoloppont nne ooniquo inserito dans lo triangl(‘, forme 
par lies paralLMos aux trois odtos du triangle donno, couduilo.s 
par los so in me is do co triangle. 

21 . 

II rosulto encore do h\ |iar la jirojectlon contralo (12): 

hes poJaircs d’un point (|Uo]conquo dn plan d’uu (jtiadrL 
latnre ooinplot, relatives a toutes les oouiqnos iiiscritos dans 
CO (| luulril atore, eiivoloppont nne non voile coniquo, touch ant 
les trois diag^onales du monio quadrilatere. 

2r). 

J/orsqiie lo point P* passim a rinJini, sos polaires deviennont dos Uta- 
motros dont lou conjugues, (ioncoiirant on co point P\ sont alor.s jiarallMes, 
td;, oomnie los premiers soul, tangous a lino eortaine coniquo (24), ils so- 
ront paralliMos deux a deux; (I’ou Ton conclut (pio 

Lilt re loH coil iq nos iiiscritos dans un mouio quadvilatoro 
dnniid on n’on saurait irouvor trois ayant un systeme do dia- 
motres conjugues paralLMes; inais si Ton trace arbitraironiont 
pour Lime tio (ios coniqiios un systeme de diamotres oonjugims, 
il oxistora Line autre eoni(|ue inscrite dont deux, diamelros oon- 
jugues sorunt parallel es a coux-la. Done: 

Hi Ton propose dUnscriro a un qiiadrilaioro luie coniquo 
dont deux iliainotros coujugiKis soioiit paralleles a doux droiies 
donndos, lo problotne n’aura quo^doux solutions au plus. 

2(). 

On sail, tjuo los centres de toutes les couiques in- 

scriliOs dans iin memo quadrilatere coinplet donno, sont sitiies sur la droito 
J) qui joint Igs milieux de scs trois diagonalos. Dos conjugues A, A', 
A^', ... do ce diamelre commun i) Loiiclieut unc ccriaiiie coinqui* S (25), 

14 


Stolnor'fl Worko. I. 



210 


Tlioou'tiiOh rclatifs aux m'iion> conn pi os. 


croil il suit ([ii’on geiioral outre Ics diamotres A, A\ . il cloif. y 

avoir deux parallelcs a imo droitc arbilrairo L, El I'ecupi'oq^iioinojii, 
les conjugucs dos diamotres, parallolos a uiic droitc doniioG il .s'cii bronvo 
gcneralomont deux qui coincidcjit avec la clroite I); (You Yoi\ conclut 
cotio droite touche la coiiique S. Done; 

Dans los coniqiies^ iiiscritcs dans iin momc q uadril sl t 
doniio, Ic.s coiijugUGs des diametros, paralleles a iiiic 
droite eiivcloppeiii uuo momc conic|ue, et ioutea les canlqueH 
loppks qui rmdlent des diverses diveciiom de cette droitOy soni m$cvitcs 
Je ijuadnhdke coinideiy forme par le Urn des centres des co7i!qiic$ d*' 
premiere sirie et par les trois dkujonalos dii (jnadrilniha eomplci do'ti fie^* 

27 . 

Les diauiMres parallolos sc coupont on iin memo point a Tinfini , 
lorsqidon varic lour direction coinmiino, tons les points do concours 
tiounent a niio momc droitc dgalcmont a Piulini. Los polos cle cetto cli‘oil(^ 
par rapport aux inomos coniqncs on soul los centres, situds sur la cli'oiL*^ 
qui joint los milieux des trois diagonalos du quadrilatdro comi>Iot dcniniL 
J)c la, par les projections centrales, on conciiira Ics tlieordmos suivans: 

1^ Les polos d’uno droito qiiclcoiujiio, rclatifs k Louto.s !<’s 
ooniques iiiscritos dans un momc quadrilatorc Ijoinplet dan ms 
soul sUues snr qne memo droito; 2^ los polairos do Tiui quoItsOJi- 
quo dos points do cetto droito cnvoloppont uno ccrtainc conicf ii<», 
et lontes les coniques emeloppMs (pdon ohtienty eii mtrumt la siimaliot^ 
ce point sur cette droite y soni inscrites dam le ijuadNlatbra dont les 
seroni cette memo droite et les trois diacjonales du quadrihUh'e cmnplet d(>?i }id ; 
3**. si la polairo tourno sur run dos points do sa dir<5otion lu 
droite dos poles onvoloppcra uno noiivollo ooniquo, etc. 

28 . 

Ces divons thoordmos out lours polairos rdciproquos; teds ost, 
exemple, le suivant: 

1'^ Les polairos d’un point quolconqiio, rolativos k toiil.i^.s 
les coniques circonscritcs a un iudmo quadrilatdro doJind, con - 
coiiront toutes cn un moine point; 2^ los polos d’uiio droibo 
quelcunque, passant par oo point, soul situds sur uno cortain*^ 
coni quo, ct toutes les coniques de celle sortc (pie l\)n obtient^ en 
la direction de la droite condidte par ce pointy soni circonscriteis au 
drilaUre dont les sommets soni ce nihne pointy ct les trois points oh 
courent les s^stdmes de droites qid jolgnmit dmiai d deiue les quatre 
du qmdrilaterc domic; 3^. si lo polo decrit uno druito, lo point il 
concours dos polairos dccrira uno iiouvollo coJiicjiio, etc. 



Kochorclie des relations outre les rayons des 
cercles pi toiiclieiit trois droites doniieos siir 
nn plan et entre los rayons des spheres pi 
toncheiit qiiatro plans donnos dans I’espacc. 


Cievqonno, Annalcs dc ftrallidmniiquo.s, (oino XIX, p. 85— 1)0. 




lleclicrcho dos relations entre les rayons des 
corclos qiii toiickent trois droites donnees siir 
nil plan et entre les rayons des spheres qni 
tonclient qnatre plans donnos dans I’espace. 

1. fc)oiont a, b, o los ti'ois cotes d’uii triangle; cos cotca, consklcrca 
coinmo des droilos iuddlinioa, divisoutlc plan du triangle on sept regions 
dent mio soiilo finio qni ost lo triangle Ini-mcinc. Trois dos six autres 
sont terminoOH cluicimo par un cetd du triangle et les prolongoinons dos 
tlotix autres au-dolh, des cxtrcinitds do celui la. Quant aux trois dernldres 
CO sont dos angles rospectivoinont opposds a ceux du triangle. 

Conuno trois conditions sont jicccssairos pour ddlorniinor un corcle, 
00 n’ost quo dans les quatro premieres regions quo I’on pent se proposer 
(I’iuscriro dos corclos. L’un do cos corclos sera iutoriour au trianglo; cost 
proproinont lo corclo inscrit dont nous ddsignorous lo rayon par i’; los trois 
autros scront co quo M. JJiuilicr a appold les corclos ox-ihscrits, nous 
ddsignorous rcspcctivomout lours rayons par cr, p, y, suivaut los cotos flu 
trianglo, sur losquols il s’appuyoront. On ddmontro aisdment quo cos quatro 
corclos sout toiiclids a la Ms par eclui quo I’on fait passer par les milieux 
dos cotos flu trianglo. 

vSoit T Tairo du trianglo; on oomsiderant los triangles qui ayant pour 
bases los trois colds «, h, o du triangle donne ot pour sonimcls los contics 
dos quatro corclos, on a 

i 2T— 

2 T ~ a.(l>+c—a), 

2T= y(«+i— c)' 

En pronant la somino dos prodnits respectifs do cos equations par opy, 
-1-yar, il vient, on divisant par 2T, 

aPy = ?’(py-l-y«-l-«P)) 
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e’esUa-dire, rinverse du rayon dii corolo iiiscrii a uii irianglo ont 
cgal a la soinino des inverses dos rayons dcs trois corclofci ox- 
inscrits au me mo triangle*^). 

Oil, on dWres Lermos, lo parallclipipodo rectangle, 
siir los rayons dcs trois corclos ox-inscrits, cst equivalent tt la 
soinmo dos trois parallolipipodos reclaiiglos, coiistruiis siir hoh 
memos rayons, pris deux a deux, ot sur lo rayon du corolo ins or i. 1. 

Au moyon do la relation (2) lo rayon do cliaciui dos quatro ooroloH 
sc trouve determind par Ics rayons dos trois aiitrcs. 

Si lo triangle cst cquilaidral, on a 

a = p =: Y = 3'?* = A, 

It elant la liaiiteur du irianglo, 

II, Ell observant quo 

162’^ — («-hA+o)(A+6*’ — a}(o~\-a — 

lo produit des equations (I) domic, on rddiiisani 

(3) r = «PYr, 

d'oii 

T = I/oPt^; 

o’osUa-iliro, Tairo d’uii triangle osl dgal a la raoiao oarreo tl ii 
procluU dos i-ayoiiK dos quatro corclos qui touolioiit a la fois «t 5 H 
trois colds. Thdordme, public pour la. promidre fois par J\/a/tfdu, <.»(. 
postdrioiiremont par M. Lhiilier. (Aiuialos, toui. 1, pag. 150) ^ 

I’our lo triangle sphdrique oii aurail 

.sin 47"= V^^'igotaii gp taiig-|-~t aJig? ' 

2 cos ^ a COS -J- 6 COS 4 1 ? 

Si do I’dqiiation (3) on dliniino lour a tour les ([ualrc rayons au jnoyoii 
do la 1 elation (2) on trouvora 



^ P'f 

pT+Ta+ap pY-rCpH-",.) 

= /^ = 

T«-->'(YH-a) (/p— )<a-|-p) ' 


n... V *‘5'.;'''’'''’*''-''"'* t"® 'o didoumio iioas a old mlios.sd avoe pliwiouvs iiutros 

inlbli!;- ' ‘lo 

y>\ n n • > f > Oergonne, 

Mo flioovcmc fiiit aiissi parfie do la noto ilo M. Bohillier^ 


t/, Geryonm^ 



chides tuikiiaiit Jpu*' ilioilc', •'[tli'ti't lath li (111 ijii.ilK pilin' 


Dos equations (1) on tire (3) 


il’oii 

(G) 

ot par suite (3) 

0) 





— (a — /*) 1 

i/iX, 

1 

ar 


' at’ 


p~'' 7- 

pr 

=(p-'-)! 

./ yj 

1 p/-‘ 

c 

li:'’ T 

= (Y-')! 

[/ 7 l; 



t -JP 

a a 

- ^ 

^ n 

_ r 

— 

p-r 

‘l—r 

i' 


abc — 


(«—/•)({}— r)(Y—/-) 


Soil R Ic vayou du ccrcic ciieonscrit; on sait quo 

R = 

rr ’ 


(lone (7) 

(B) 


'll-- 


En olunin<aiit r do cctlc valour au inoyon do la rolatiou (2) (ui troinora 

'■} D’apiib les u(iaalions (5) on pent eciiie 
ou Incn, oil dovoloppaiit ot ouloimaiit, 

ubc = I 7 V ■” { + 7 ) 7 “ 7 ^^ ' ' 4 '/ i 

An moycu Jo la i elation (2) let, deux pieimeis leime'> do eo do\eloppi'Tat»t dt^pib 
l^Li^sont, ct Poll ii siniplcmenl 

/ T’ T‘ 7 " \ 

=. r(--- ’ + — + . 

\ p-p /a> afio 

Oil bien (3) 

dhe !/'(a d" 3 “1" Y Oi 

cl ‘oil cnfin 

^ ‘(ot + i'i-l-y 

e’est-.Vdiro, lo layoii dn ccmoIo eii eoiiscrit .Y nii tiiaii^fle est lo <iiiai t do 
Toxcos (lolasoiiniic des ki)oiij> de^ trol^ ecicles o\-iiisoi it^ a ootiiani,d<- 
sui^ lo any on dll cciclc inherit. iVt elegaul tlieoK-iao iippaitiont a M. BoMUiu 

J, D, Genjonm, 



Toidc^ Inarliaui Imis f*( spliAivs (mu‘Iiaii( plans 


( 10 ) 


2U; 

Si (|(! la iiK'iim Viiltua- on cliiiiino .siicco.ssivomL'nl. a, p, ^ an uioyL'ii ao 
lii nannc rolatioii, on (rouveni 

,o_ 

-r(p7”P 

(T:r''X«“:'’)(7+‘^) 

-i(ap— <//' — pa) 

|[[ Si Ic! tiians^lo o.sL hiipjjoao roclaiiglo, on ilosigniiul par a I'liypolniitia’i’j 
on aura 

27’= (if), 

an inoyoii tio i|Utii los equiilions (1) dovioiatronl 

I ah 

h—\-<) — (l 

)- - 
— ,.-\ra.—h ’ 

ah 

17 = a^i'b-o ’ 

ab 

Kii divi.sant diiicuiu’ ilo.s trois prcmioms |)ar la d<'mi{'ro, il vioiitlra, 4?ii 
cha.s.saiit luh iloiiomiiialcurH, 

r{a'-\-b+ c) = cc (/-• -f- r — a) = p (/.*+ a — b) — ^ (a -|- b — r), 

(roil on tirora aisojnoiil 

p(«— / •) ^ XP.—O ^ {'(“-d-P) . 

a I) r 

Aiiisi (11), si los trois colos du trianf'lo roctaiif^ln soiiL connuonsiiniUJfis, 
l(‘s layons dos ([imiro ooroles lo scroiil, aussl, oL rooi[n'(}(iii(*jnoiil (12). 

Si, pur (‘xonipJo, il s’agLi du Iriunglo do Ibjfhayore^ pour loquol on iu 
a = B, b ~ 4, a ~ f), 


( 11 ) 


(12) 


(III aura 

(y = 2, p = :!, y = 6, •/• = 

liV'qualion 


doimo 

2 a b ~ (a-\-by — c\ 

on 1)1011 


2 ab — (a’-\-h-\-(i)(a’^-Y^b — c) 


iiKus Ics dcu\ dornioros oqiiaiions (11) doiiaoiit 

aV>^ 


V' 


(<t-\-b-]ro)(a’-\--b — ^*) ’ 



L'oicit't* tiiiu liiiiil (u»ih <lh>Urs, cl toinliiiiil (|ii(ttu* \iU\it^ 


2L7 

done 



(Hjiijttion ci)in[)uivo «t lYH|iial,ion (3), iloiiiio 

(13) a^^v‘=T; 

c’owl-a-clii‘o^ diins liOul triiiiiglc roc tang lo lo roctaiiglc des rayons 
doH corclos ox-inscrits qui vdpondont aiix doiix cotes dc raiigio 
droit ost oqiii valent au rectangle dos rayons dn corclo iiiscrit 
ot dll oorolo ox-iiisorit <[ui ropond a riiypotennso, ol Viin cl 
raiitrc »soiit dqiiivalens k Tairo du triangle, 

IV, Boieiit a, 6^ d les ipiaLro faco.s d\in tetraedre daus lour ordro 
do graiidoiir, do la plus grande a la plus petito; cos faces, oonsidcrccs 
coniine do« plans indefinis, diviseront respaco on cjiiinzo regions dont 
lino soldo llnio qui sera lo lotraedro lui-iuemo, Qiiatro dcs quatorzo 
rostantos soront Icrininoos cluiciino par imo dos faces du totraedre et par 
les prolongoinens dos plans dos trois autres an dela <lo collo-la, II y on 
aura six dont oliaciinc sera tormince par les prolongoinoiis dos plans dos 
(piatro [acos au-dola d\ine inoino aroto, Enfin, les qiialro dornikes soront 
<los angles triedros, opposes a ceiix dii tdtraedro. 

Coin mo qiiatro conditions sent ndoossaivos pour tldlormincr uiic sphere, 
CO n’ost quo dans los onzo promidres regions qu’oii pout so proposer d’in- 
HiTiio dc»s spheres. Main il ost aisd do voir qidil no saurait y on oxister a 
la fois dans !os six regions sur les aretes, opposcos deux a doux, ct quo 
rexistojico d’uiio sphere, dans runo d'oilcs, ciUrainc rimpossibilile cVoii 
i user ire luio dans la region qui lui cst opposec. JI no saurait done y 
avoir plus do luiit spheres, uno inscrito et sept ox-inscriies qiii touchont 
a la fois los quatro faces irun tdtraddro, coiisiderees conune cics plans lii- 
ddlinis; ot cos derjuoros sc divisoiit on doux classes, savoir: qiialic splidrcs 
ex-inseriios aux faces, et les truis autres ox-inscrites aux arc Los. 

Soil r lo rayon do la sphere inscrito; soiont a, p, y, o los rayons dos 
(|uatre spheres respoctlvoinciii oxdnscriiGs sur los faces a, c, d; .soient 
7^ los rayons dos spheres ex-inscrites respeoUvoinent sur les ardtes 
ad oil hOy bd ou ca, od oil ab; suit enlin T le voliinio du toiraedre. 

Ell coiisidcrant los telracdros, ayant lour sominet commuii aux centres 
do cos (liddreutes spheres ci pour bases los laces du tclracdre on trou- 
Yoni aisomont 

(1) ' 3T= r(a-\-b-\-c-\-j:), 

(' 2 ) ' rr=o(lH-c-[-d-a), 

(3) 3r= — ^), 

(d) 3 r = 7 (f^-h (t + <')> 



(.Vivlt'.> toiiuliaiit iRii'i (lioiU's, ot aphoros toiielKuil riuatic plans. 


2 IS 


(5) -yr = 8(«-|-6-)-6'--(0, 

(G) ‘^T = ±:a'(b+c — a—(r), 

(!) ST* == — i— < 0 , 

( 8 ) S?’ — =t 7 '(«-l -5 — c— f/); 


lu.s sigues dos scco]i(ls meinbrcs lies trois ilornibros cqual.i(»ns dcvaiil etre 
(_)ris do iiiatiibro (|iic ccs seconds mombi'os soioiit positifs. 

IJos equations (2), (3), (4), (5) on tiro aisenioiit 


<«) 



4 V p ^ T ^ 8 

^( 1 - 4 - 4 - 

t(t+4+4' 

f( 4 - 4 - 4 - 



Ell iSiib.stitiKiiU cos valoura clans Foqiuitioa ( 1 ), il viondra 


(10) 


A = 4 + 1 ^. t 

r a p 7 0 


cVsl-ii-dirOj la itoinino clos invorsos dos rayoiKS dos sphoros ox. -in'- 
scritos siir lo« faces d'nn ULraotlro csL double do rinvorso dii 
rayon do la spJioro ijui Iiii osl inscrito, 

IjOh inenios valours (0), subsLibieos dans los equations ((>), (7), (8), 


donnciit 

i 


t 

1 

1 

1 

1 

1 

ct 

3 

P ' 

Y 

(11) ^ 

) p' 

- -p-H- 

1 

3" 

1 

~ V 

1 

a 


r 2 

_ 1 

1 

1 

1 




■"s" 

a 

■p' 


0 esUi-dire, lu somine dcs luvorsos dcs rayons dos splioros cx-iii- 
scrites sur deux dos faoc5S (run totraodro, moins la somme dos 
iavorsos dos rayons dos sjilnoros ox-inscritos siir sos deux autros 
I’acos, osL double do rinvorso du rayon do la splioro ox-inscriLo 
sur Taroto dos deux proniicros ou sur I’Hrote dcs deux dor- 
nioros faces. 

On voit done quo los rayons do iius Juiit splioros sont lids los uns 
aux autros jiar quatro rcJatioiiH, an moyon dosquollcs quatro cronli’O oiix 
sont ddtorininds par les quatro aiiiivs, ^ 
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Ell ajoulant tour a lour cliaeuiic ilos cqualioiis (11) a I’ccjuations (10), 
ol on los on rolraiichaul, on aura 


( 12 ) 


(13) 


1 

h- 

a 


7 

T 

j_ 

7 

J_ 

a 


7 

l_ 

a 

1 


— ± 4 - 


^ ±-A. 

r (3' ’ 
r 7' ’ 

_L — J- 

)• a' ’ 

_L-A 

r p' ’ 
1 




c’cHt-ii-diro, la soinino doa invorac>s dos vayons dos sphoroa ox- 
i 11 sc rites sur dunx fa cos d’un totraedro, os I ogal k la sommo 
ou a la diffdronco dos inverses dos rayons do la sphere iiisorile 
cL do la sphere cx4nserilo sur rarcUe do cos doux faces ousui* 
son opposoo. 

Si lo totraodro ost rogulior, on a 

c(==[5=:y“8 = !2r, 

a* z=rjo; 

(roil rosulLo co ihooroino: 

Si dans iin angle triodro regulior dont los trots angles plans 
sunt los doux tiers d’un angle droit on iuHcrit uno suite do 
sphiires, do maniero quo cliaciino crelles Louche cello txui la 
precede iniinediatomout, los rayons do cos spheres formoroiit 
uno progression giiomctrjquo dont la raison sera deux. 




Theoremes a demontrer ot probleraes ardsoiidre. 


ftoi'goniio, Aiiimlos <le Mallunnat.iqncs, 
loino XVril, |). 302-3(H, niW-IidO, 378- 380 ol. (oino XIX, |i. 38, OC, 128 




I'lioorcmcs'^i domoiitror ot probloincs a rcsoiidro, 


Tli6or6iiios sur lo qihadrilatorc complot. 

Qual.ro droiios yl, /?, Cy D so coupant deux a doiix en six points, 
ot so trouvant ooiisdtjucniinont comprises dans iin inumo plan* 

l^. Cos f|iialro tiroiios, prises trois a trois, foruLont quatre triangles, 
Ids quo los ccrclos circonserits passout tons (piatro i)ar iin iriPjno point J\ 
2^. Los contros «/, p, ® qiiatro eorcles so irouvent avee lo 

[)oint P sur la ciroonferoiico d^ln cinipiioino corclo. 

3^ liOS pieds dos ])orj)ondL(iiilaires abaissoos, du point P sur los di- 
roctions do A, Uy Cy J)y appartioiiuejit Lous quatre a iiue memo droito'i?, 
et c(dto propridto appartiont oxclusivement an [)oiuL P. 

Los points do coiicours dos perpend iciilairos abaissoos, dos sommots 
sui’ los dii’octUms dos cotos opposes dans los qiiatni ti'ianglos (]“.), ajipat- 
tieniient ii line nieme droilo IV. 

5^ Los (Iroites }l et IV sout par/dlMcs, ot la clroito R passo par Ic 
milieu do la pcirpondieulairo, ahaissec du point P sur R\ 

6^ Losinili(JUx des diagonalos du ((uadrilatero eojnplot, foriuo pai' los 
qiuitre droites yl, Py Cy J)y appartiemieiit tons ti*ois a niio jnome droito 
R^^ (NeuHoii). 

7^ Jia <lroit (3 t^st perpend ioulairo ooinmiino aiix deux droites 
Ry KL 

' i^)iir ehaenu des (piatro triangles (1".) il y a uii eorclo inscrit 
et trois eorcles ox-inscrlts, ce (pii fait on tout soi/iO corcles, (lout los 
contros sont quatre h quatro sur imc circouforenee, du manierc a donner 
naissaimo a hiiit nouvoaux oorolcs. 

9^ Cos luiit nouvoaux eorcles so partagojit on doux groupcs iols (pic 
chaoun dos quatro eorcles do Tuu do ocs groupes coiipo ortliogonakunciit 
Ions l(‘s corcU's do Pautro groiipe; on on eunelnt quo los contros des 



Th('(iv('inos of |)»’oUI(‘iii('s 


cordons (Iou\ gioupoh *soiil/ siii* driLx dioiics pcrpondiouiiiiros 
raulro. 

10**. Enlin (T.s dciiK (h'rnicivs droilcs so (^onpcMil, an 
tioiiiK^ d-dessu.s. 


Aiitros tliooi’oiiies do ffdoinoliic. 


1^ Si Ton <lmMi irois corclos y|, />, Cy do inanioro (pio chncun 
iouclio mi dos ccjtos d’lm triaiiglo ol, Igh proloitgoinons dos doux 
til si Foil decril oiisuilG irois aul.ros oevolos (f] do inaniore^ 4|ni* 

cliacuii d’oiix louclio deux des Irois promiors ox Idrioiiromoiil ol lo Irois i 
intorieiiroiiiout, cos Imis dorniors so ooiiporoiil on iin indino jioiul / 

Ics droitcs tpii joiiulioni ce poinl P anx cciilros dos Irois proiniors soroiil 
rcspcctivcmeiit porpciulicidaircs aux irois coles du (I'iaugle. 

2^ Si Fun (Iccrii (piatre sphoros J, By Cy I)y do maiiiero quo cluics-iNio 
d’ollos touclic mie dos faces d’lin lolraedrc ot los prolongoinoiis dos fj-ols 
autros, et si I’oii dccril onsnite quatrc aiilros spheres A\ B*y (1\ 
luauiorc (pie cliaounc d’cllcs touclie ti’ois dos tpialrt* jironiioi'os oxlorit^-iir^^'* 
meut ot la qualriemo iutorieiiromoJit, ocs ((iiatro doruiores so (iouperoiih <iJ 3 
un memo point ]\ ol los droilos tjui joiiidroul ce poinl P aux conlros <1 (^h 
tpialre prcjiiieros soroni rospeclivemoni porpondieulairos aux tjuaf.ro PitiUKH 
dll 1 0 tract Iro. 


Th(5or6iiies siir rilexagriiniinuin iiiysticum. 


vSix points, pris arhilniironieiii sur le porinielro d’uuo eonitpio c[iit»^l- 
coiujiie, sent los sunimots do soixanlo Uoxagonos insorils oi les poiiiln 
do contact do soixanto lioxagonos oirconsorifs (Cmmoiy Geoindtrio da |h»-- 
sidon), Icstjuols joiiissoni dos proprkUes snivaiitcs: 


J)aiis oliacun ties lioxagonos 
inscrits les points do conconrs ties 
directions dos cotes opj loses appar- 
tionneiit tons trois anno nienic droifo 
D (Pascal) y de sorte (pi’on obtiont 
ainsi soixaiito droites D; 

2^ Cos soixantc droites D con- 
coureiit, Irois h Irois, on un memo 
point 2^) do soldo fpi’uii obtiont ainsi 
vingt points 2P 


Dans clificim dos lioxao’oiK^s 
circonsorits, los droites (jui joi|^nori<. 
lessoinuiots ojiposes concoiircnt to 1 1 ton 
Irois on un memo point 
c/io7i)y^ de sorto qii’on obtiont aiiiwi 
soixanto points P. 

2^ Cos soi Xante points P appar , 
lionnent, trois a trois, {\ ime 
(Iroite (ly do sorto qiFon obtieiit ai uki 
vingt droitcs d; 



Thooi^Jinos ct problomes. 
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3®. Cos viiigt points ^ appar- 3^ Cos vingt droitcs cl con- 

tioimoiii, qiiatro a qiiatro, a une . couroiit, quatm a quatre, eu uii memo 
mome droito S, do sorte qu’ou ob- point do sorto qu’on obtiont aiiisi 
Lioiit ainsi cinq droilos 8; cinq points tei; 

4^. Cos cinq droilos 8 concouvent 4^ Cos cinq points m appar- 

011 uu memo point tionuent a unc memo droito 8'; 

5*^. Los soixanto points P sout los poles respectifs dos soixauto 
droilos D; 

6®. Les vingt points f sont los polos rospoctifs des vingt droites d; 

7^^. Los cinq points m sonl les poles rospcctifs des cinq droites 6; 

8°. Eniin, lo point ost le polo do la droito 8^ 


Th6or6mes de g(5oin6trie. 

I. Soient doux corclos 6', c, non oonconkiquos, donnes aur un inoino 
plan, ot quo, pour fixer los idocs, nous supposous tVabord iutoricurs I’un 
a i’autro. 

Soient traces uno suite do corclos 0„ 0,, 0,, 0^, lo proiniev 
assujotti souloiaont a otre inscrit dans I’ospaco quo laissont oiitro oux los 
doux corclos C, c et chacini des aulros assujotti non soulomont a clrc in- 
sorit dans cot ospaco, mais oncoro il touchor cclui qui lo precede immd- 
diatoinoiit dans la sdiio. 

Eu poursuivant la construction do cetlo sdrio do corclos, ou bicn olio 
so prolongora Indofinimcnt, on donnant sans cossc dos corclos diffdrons do 
coux qui auroiit deja old traces, ou bicn au contrairo, apros avoir fait w 
fobs lo lour do I’cspacc compris entro los deux corclos 'doniids C, c, on 
pat'vicndra a un dernier ccrole 0,„ qui so trouvora langont au premier 0„ 
do sorto quo la sdrio so torminora a cc dornior corcle. 

On propose d’abord do ddmontror quo cotto circonslanco ost inddpeu- 
danto do la situation du premier corclc 0, do la sdrio, ot qu’ollo no dd- 
poiid uniquonionl quo dos grandeur ot situation rospootivos des deux corclos 
donnds e; o’ost-a-dirc, quo suivaiit los grandeur ot situation do cos doux 
corclos, la sdrio sora finic ou illimildo, quol quo soit lo cerclo 0,. 

On propose on outro do ddmontror quo, quand la sdrio ost limitdo, 
on roprdsontant rospcctivomont par Ry v les rayons dos doux corclos C, 
c, ct par d la distance ontro lours ccjUros, on doit avoir colle dqiialion 
romarquablo 


ifttoinor's Worlte. 


(11— -ry — 4riJiaiig’^— IT = P* 


15 
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Ki Ics (loux cerclos donncs sont hors run do I’antro, Tdcjiuation soni 

= tP*). 

Los mdmes cliosos ont lieu pour dos cerclos traces sur la surface tl*>- 
sphere; I’dquation est alors 

cos(i?ipr)±2smrsiiii2taiig’^“7r = oosd 

IL Soiont doux splieroH S, s, non conccntriquos, c|uo, pour fixoi" 
iddcs, noiLs supposons d^^bo^d interioiires I’lino ii rauire; oli soil insoi' 
urbifcraircmcnt uiic troisiemo sphere 1' dans l^iniorvallo qui les soparo* 

Soit ensuite docrito udg suite de sjdioros 0^^ O 3 , O 3 , 0 ^^ clc 
la prenuore 0^ soit simplemont assiijcttio a touolior a la Ibis hn tr< 
splu'‘res S, s, yi; tandis que oluiouno dos aiitros sera assiijoitio non soti 
Bioni a toucher ccs trois memos spliorcsj mais eiicoro a iouclmr cello 
la procode iininodiatemont dans la scric. 

Oil ]>ien la seric do cos spheres so prolongcra iudcfiniinoiit, on l>ic 
apros n revolutions autour do la sjdioro s, on ronoontrora uno doriiio 
spliorc Ojny toucliant la promioro 0,, ct il s^agirait d’almrd do pro it V 
quo CCS circoiistancos no depondoui aucuaomont ni do la siLuation arl>J 
ti'aire do la sphere 1', ni do la situation cgalomont arbitrairo do la j)]‘(yiriro 
sphere de la scric; mais iiniquomcnt dcs rayons liy r dos doux splioi; 
dunuoos S et 5^ ct do la distanco d ontro lours centres. 

*) Voici \m thoojemo beaucoiip plus simplo qui doit ogaloinont otro vrai. ftoii'-i 
<loux ecielcs C, c, non concoiitiiqiios, tiacos dans uii moino plan oL rpio, pom lixesr l< 
ideeSj nous siipposojis interiouis Pun a Fault 0 . 

Soiont ^ 1 , ... mio siiito do coidos do C langontcs i\ c, la proTiiit'M 

otant aibitiairoot chacuno dos suivantos otaiit as&ujetUo ^ avoir uno oxtroinilo coiniiiiii 
avec cullo qni la procedo immodiatomont, 

Ou l>ieii lo nombio do cos coidcs soia illiinito, ou bioii, apios avoir fait n foin ) 
tour do Fespacc, compiis ontro les doux cciolos (7, c, ou parvioudra h uiio doraioro 
Arn qui so tomiinora au point do dopart do la pioiuioio Au do sorto quo Ics m eoreJe 
fonnciont iin polygono otoilo, inscrit daus 0 ot ciroouscrit a c?. 

Il s’agiiait d^aboid do prouvor (juo ccs ciiconsluncos no dopendont auoAinomoikl. tl 
la situation do la proimorc cordo^i, mais miiquoinont dos rayons Jt, r dos donx ctiK^ln 
ot de la distance d ontro loins contios. II s’agirait on outre d’assignor dans hi ilc»i 
niei cas lo rappoit qui doit oxistoi onlio los grandoius ?«, «, r, d. 

11 a dtga dti (ttabli (Annalos, tom. I, pag. UO, tom. Ill, png. 34G ol (om. X TV 
pag. 51) quO) daus lo cas do w — 3 ot cotto rolation ost 

R^J2rJi t= dK 

On pout aiissi so proposer lo memo tlidoromo pour deux corclos traces sur la siirHiCi 
dune sphere, et il a M (WmonliA (Annales, tom. XtV, pag. 59) quo, dans lo cn« cli 
m = 3 ct » = 1, on doit avoir 

{sin(/2+r) + sin (ii -~r)j {3 sill (y^+r) — . sill (/^:Pr)} — dsin^rf. 

D, Oergonne. 
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II s’agirait do prouver, on outre, qii’on aura, dans lo dernier cas, 

lo« xigucs inferiours repondant au cas oil los spheres donnees Sy s sont 
oxtorieiu'os I’uno a Tautre. 


Probl6me de situation. 


Le nombre dos faces d’un polyijdro otaiit doime, on pout dcinander, 
de qiiollo nature pouvont etro cos faces. On tvouvo pour les cas los plus 
simples los rcsnltats quo Yoici: 


I Totraedro 
l^cntacdros 

[ lloxaedres 


Qiiollo osi la loi gdnoralo? 


s 
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Probibme de gdomdtrie. 

Si tlans un angle ' triedro donno qiielconque on iiiscrit nne suite do 
sphoros, do tcllo sorto quo cliacniio d’ollos touclio collo qui la precede 
iminddialoinont, quelle loi snhwiiL los rayons dos spheres aiusi inscrites? 


15 * 
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Thoovoinos ot probloinos. 


Tli(5or6mes de gdom^trio. 


Soicnt sur im memo plan six 
points (lout trois sur imo droite ot 
trots sur une autre. Si Von joint, 
deux a deux, les points d’uno sorio 
a ceux do Tautre scrio par nouf 
droites, ces droitos se couperont, 
deux a doiix en dix-liiiit nouveaux 
points, distribucs, trois a trois, sur 
six droitos qui concoiirront ollcs- 
memos, trois a ti*ois, en deux nou- 
veaiLx points, 


Soiont sur un inoino plan nix 
droitos clont trois ooncoiiranL nn un 
point ot trois on un aiitro. TjCs 
droitos (ruiio sorio aiiront ayoa (lollns 
do I’autro sorio nouf points d^iiiior- 
soction; cos points (Idtoriiiinoroiit, 
deux a (loux, (lix-hiiit nonvoltus 
droitos, coiicouranl, trois a trois, on 
six points qui sorojit oux-nidjiios, 
trois a trois, sur doux notivollns 
droitos. 



Systomatische Eutwickeliiiig 

(Icr 


A 1 ) li ti 11 g i g k c i t 

geometrischer Gestalten 

von cinaudor, 


iniL Boriicksichligiuig dor Arbcilon alter iind iieuor Clooinotor 
iiber Porisinoii, Projoctioiis-Jtolliodoii, Oooinotrio dor Lago, 
'J’raiisvorsalcn, Dualiliit iiiul Uociprociliit, etc. 


nlilu nljsorvniit co (jiio lc3 risiilltils pnrticuUerfl 
^iivnlcikt dc cuinmtin eulro eii\j mi cst aiircoa 
„Ki vein out pnrvoiiu A dos r6aiillnU fort otoiuUta, 
„iit U3 fioinncca Jtmt1i6inntifjucs amit A la fo>s 
^dyvonucs l>lu« ginfiialcs ct pliiH 8un|}]cg/ 

Laptacef I^e^ona A TEcoIq norranlc. 


Brstox’ Theil. 


lIioi/,« Taf. XXVI-XXXVII I'ig. 1-57. 



Dieses (imvollojidot gebliobciic) Work ist i. J. 1832 ('/,u Dorlin boi Fiiicko) orscliioiuiii. 



Seiner Excellcnz 

dom 

Uorrii GGlioimoii Slaiit«ministor 

Freilierrn von Humboldt 

widinol (lioso Sclivift 
a I s 0 i n Zy o i c li o a 
suiiicr hiuigsluii 

Verelu'ung luitl iJankbarkcit 


dor Vorfasisor. 




Y 0 r r e d e. 

Das vovliogGiulo YVerlc ontliiilt die Endrcsiillato iiiolirjalirigor For- 
scluiiigen luicli solclion riiumliclicn l‘\nulajTionialcigonscluiftoii, dio dcii TCeiin 
alloL’ SalKO, Forismon iind Aiifgabon dor fieomolrio, woinii ims dio iiltore 
uiid jiouoro Zoit so froigobig boschoiikt hat, in sicli enllialtoii. Flir clioscH 
lloor von aiiSGiiiaiidor gcrissouoii EigoiiiluimliohkGitou mussto sich oin loi- 
iciidor Fadoii iind cino gcmoinsaino Wuizol auffiudoii lassoii, von wo aus 
oino iimfassondo niul kjaro UGl)Cvsicht dor Sittzo gowoimoii, oin froioror 
Blick ill (las Bosondoro ciiies jedon iiiul scinor Slclliing zii don iiijrigcii 
goworlcu wordon kaiin. YYoiiii Jexnand alio bis jolzt bckannl gowordonon 
Sal/ax und AuPgabcii nacli don bishcr ubliolicn Vorschrifteii zu bowoisen 
iiiid 7A\ loHon sioli vornolimon wolllo, so wiiro dazu viol Zeit und Hiiho 
orfordorlioh, und am Endo hiitto man dock nur oino Saimnlung von aiis- 
oinaiulor licigendon, woim aiich sohr scharfsinuigen, Kunststiickon, aborkoiii 
oigaiiLscli ziisaimnonhangondos Ganzo zu Siando gobiac^lii* Gogonwiirtigo 
Holirift lial os vorsiichi, don OrganisimiK aufzudcckon, durcli wclchen dio 
vorschiodonartigston Erschonmngon in dor liaiiimveU mit oiiiaiidor vor- 
biindcn sind, Es giobi oino goringo Zald von gauz oinfachen Fuiida'* 
iiK^nUilbozLoliungon, worin sioli dor Solicinatismus aiisspriclii, iiacli wolclioin 
slcIi dio ilbrigo Masso» vou Siilzoii iblgorccJit und ohno allc Sclnviorigkoit 
onUvickeU. Duroli golidrigo Aiioigimng dor wonigon Gnuidbcziohungcn 
inaclit man sicli zum IfoiTn des ganzon Oogonstandos; os tritt Ordming 
in das Chaos oin, und man siolit, wio alio Tlioilo uatiirgoiniiss in oiiuinclcr 
groifoii, in sclionstor Ordnung sicli in Roilion stolloii, und verwandio zu 
Avohlbogronztoii Oruppon sich voroinigen. Man golangt auf dioso YVoiso 
gloiohsam in don Bositz dor Elomonto, von wolchcn dio Natur aiisgolit, 
urn mit inoglichstor Sparsamkolt und auf dio oinfachslo YVeiso don Figuron 
unzitlilig violo Eigonscliaftcu vorloilicn zu kSnnon. Ilicrbei macht wedor 
dio synthotischo nooh dio analytischo Moiliodo don Korn dor Saclm axis, 
dor darin bosloht, dass dio Abhiingigkoit dor Goslalton von oiiiandor und 
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(lio All iind Wciso aufgGdockt wird, Avio ilu’G EigGnsoliaficn von doii 
fuclieroii Figuroii zu den zusammongosGlztoron sich fortpflanzcn. D 
Zusammouhaiig und Uoborgaiig ist die oigontlichc Quollo allor iibi 
vcreinzolten Aussagcu dor Greomctrio. Eigonschaftou dor Figuron (wio 
die coiijugirten Durolimessor dor KcgolsolmiUo, soclis Piiiicto odor Stral 
welclie Involution bildeii, das inysUscho Soclisock und Soohsscii, u. s. 
von dcrcii Vorliandensoin man sich sonst durch Idinstlicho Bowoiso t 
zcugon miisste, imd die, woim sio gofuadon Avaren, als otwas Wundorl 
dastandon, zcigon sich nun als notluvcndigo Folgeii dor iinschoinbai 
Eigoiischaften dor aufgofimdonou Grrundolomonto, und jouo sind a p 
durch dicso gesotzi 

Wonn mm Avirklicli in diosom Workc gloiolisam dor Gang, don 
Natur befolgt, aufgcdeckt Avird, so Avordon alio hior synthctisoli oiitAvickc 
Resultato sich natiirlichor Woisc aucli durch analytisclio [liilfsiniUel 
findon lasson, Avas moinos Erachtons dur chans nichls Uo bon* as chon 
in sich tragou kann. Dor Analyst, dor dieses aiisfflhrt, hat niclit ii 
als seine Pfliclit gothan, Aveim or jeden For(;schrilt dor Wissonscliaft ])oii 
und sich donsclben so zur Lchrc dicnoii lasst, dass soino MoLhodo dan 
vorvollstiuidigt wird. Audi ist cs rccht oigontlicli scino Saulio, joiio 
sultato zu Awallgcmoiiicrn, und ich sollle moiiion, dass soino Arbeit n 
an ihrem AVortho vorlicron Avurcio, avouu or cs unlorliesso, gogen so. 
WegAvoisor sich vornohm zu gebordon. 

Dcr Streit, Avolcher sich vor nicht langor Zoil zwisclion don zavoj 
Uiicksicht auf die Ocomotrio verdionstvollston, franzosiscliou MaUiomatil 
iiher den Vorziig des Princips dor Dualitat uud dcr Tkeorie tfcs 
laire& reviproiiueii ontspanii Avird, wio ich glaiibo, durch cUo vorliego 
Eulwick clung uiizwoideutig ontschioclon, so dass ioli es nicht fur no 
Iialie, liicr darauf Avoitor oinzugolioiu Dio DualiUit Liitt iniL don Grii 
gehildcn znglcich liorvor, jono Theorio liingcgon kommt orst s|)alor 
Kosultat hestimnUer Vorbiiidiuigoii dor Grundgobildo zinn Vorsclioin. W 
aber aiich das Ger(jonne\{A\{s Princip sich in diosor llinsiclit als das 
mitivero, der Quollc idihor liogciido, boAviihrt, so hat docJi PonvvM 
gloich grosses Yordionst, so viol ziu* Entwickclung und Fdrdorung dor j? 
Ihotisclicii Geoincirio boigeiragon zu habon, dass dicso ibj*Lan nicht ni 
mil jenor Goringscliiitzung bchaiulolt AVordon darf, wclclio man ilir 
neuercr Zeit gar zu oft und gar zu loiclitfcrtig zu 'riioil Averdun ll 
Uobrigens tritt die gouaimto Theorio durch die gcgunAvarligc EutAvickeli 
in vollstiiudigcrcr iiiul allgomoinorei* Gestalt horvor, als os in jliror friilio 
DarstellungSAvcise goscliohen koimto, Avobci iudessoii nicliL zu iiborsolion 


*) Bulletin universel, aoiH 1827, pag. 109, iiwl Annales dc Maihdmatiguas, iom.XS 
pag. 125, 
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dasK dor scliarfsinnigo Moehiu& zuorst oiiio froioro Auilassmig dlorfor Thoorio 
aus Tiiclit gofdrdorl hat (Ikryceiiirisohor Calciil). 

Dus gauzo Work wircl ^soinor ilussoron Eiiiilioiliiiig iiach axis filuf 
'llioilon imd zugloich aus fiinf Absclinittcii bostclion, von donon dor orstc 
j^proj ociiviaclio Gorado, cbono Stralilbuscliol iiiidEbonGnbusohol;” 
cloi zweito jjprojGcLivisclio Eboiion unci Strahlbiiscliol (im Raumo);*^ 
dor dritlo projoolivischo Riiumo;^ dor viorlo „ Correlations - 
Sywierao und Notzo (mit Einsoliluss dor Tnvolutions-Syatomo und 
Nolze);*^ und dor funfto jjausfiihrliclio und umfassondo Rohancl- 
lung dor Curvon und Flachon zweiten Grados, durch Consiruo- 
iion und gostiitzt auf projoctivisclio Eigoiisobafton/^ oniliulL 
Auasordom wordon nocli zwoi I'lioilo mil diosom Worko in Vorbiiidung 
gcbraclit, wovon dor oino „ubor l^unoto und Axon dor iniltloron 
EnLforniing (mit Einscbluas dor iniltloron hannonisclicn Entforuiing), ubor 
^l^raiis-vorsalon, otc.^‘ handoln wird, uiid worauf vorliorgogaiigeiio pro- 
jooUviHclio EigoiisolmRon angowandl wordon ^ dor andoro Tlioil liingogon 
dor Elomcyitargooinotrio gowidinol ist, uud dor Ilauptsacbo iiacli „oino 
» 4 yH toinaiischo Entwickoluiig dor Aufgabon und Siltzo iibor day 
Sohnoidon und Boriihron dor Kroiso in dor Ebouo und auf dor 
Kugolfliloho, und dor Kugoln“ onilialton wird. Diesor loizlcro Tlioil 
solllo Bcbon friihor im Dnick orsclioincn und war boroita im J. 182G bin 
juif oiiion Allhang, wolclior vorycliiodono Anwouduiigoii dor sloioogi'aphlsoliou 
Brojoction onilialton solUo, ausgoarbcitol, Avas auch sebon andovwcitig an- 
gogebon wordon (Journal f. Mathoin. Ed. I, S. iGB)***); alloin da iiioliroro 
darin onlhallouo BolraohLungon nur bosondoro bb'illo von sololicn siiul, 
woloho in don orsLgonaunlon fiinf Tlioileii vorkominoiij und wiodorum cinigu 
iibor Kroiso und Kugoln solbslsliindig onlwiokollo Salzo sicli unmillolbar 
md' bo.stiinmLo Sysioino von Ciirvon und Elaclion zwoilon Grades iibor- 
Irugoa lasson, wio sololios in jouon funf Thoilen naoligowicson wird, so hi 
os- /AvocbmiisHjgor, ihn orsl nacli diosen folgon zu lasson, 

Dio JIauptrosiillalo, woloho in dicstnn Work oiilwiokclt wordoiij habo 
ioli solioii vor jnoliroi'on Jahroii gofundoii (und zwar dio lolzLcn vor dor 
Millo dos daliroH 182H), in oinor Epooho, avo mir als Ihivatlohror molir 
Zoil und Musso zu Goluito stand als soithor, wo niolit sclton driiolcGuilc 
AiulsgoschiiXliO dio Ausarhoiliiiig vorzbgorton. Bass jniltlorwojlo Einigxxs 
duvon ins l^ublicum gokommon ist (wio z. B. niiincutlich oin Tlioil dor 
liosultato In § diosos Bandos), ist loioht erkliirlicli, da ioli koin fro- 
hoimniss damns niaohto. Dioso Thoilnaluno Avar luir oin Bowois, days 
tnoino Untorsuchiingoii Boifall fiudou, sio orrogt jotzl in mir dio lloirnung, 
class iiun auoh dio vollsliindigo MitlhoUuiig dorsolbon luoht uuboruoksichligt 


D 21 iliosor Aiifigabo, 
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hleibeii werde, deiiii os ist niolit iiinvalirschoinlicli, dass duvcli goliori^^^ 
Veischmeizuiig von Rosiiliaton iind Idcoii dos Eiiioii mil Motliodon 
Anderoii iiocli mclir als cino iieiio Entdcckuiig sich inachcn latison 
werdo. 

Da friiherc Arbeitcii von mir, wolclio ich in oinzolnoii Al>licaiidliuijK^^*^ 
im Journal fur Mathcniatik iiud in don Annalcs cU Matkdmaiit/uoi^ 
bckannt gomaolit habc, den Bcifall von unpartolischon Sachkonnora sioh 
erworbon liabeir), so glaiibo icli -wohl mil oinigor Ziivorsiclil dio llon’iiung 
licgcji zii (liirfoii, dass mm aucli dor gogeuwarligcii Ai'bcil, wclclio j in oil 
dorsclbeii Methodo, abor in oinor allgcmoineron, uinfassondoron 
liGgoimen ist, oiiio niclit minder giinsligc Aiifnahmo zu Tlicil \Yordon wircl. 
llicrzii fuge ich don Wunsch, dass dor gonoiglo BourtliGilor dio von miv 
unlcrlasscne Aiiscinanderselziing des VcdialtniHsos inoiiicr Arboll zu ihm 
fdteron und nGueron Arboiten Anderer libcr donsclbon Gogonstaiid orgiinzc*>n 
mbgc. Alio wicliligoreii, solion von Andcron aurgoslolltcn Salzo haijo ioli, 
so weit mein Wisson reichtc, iliron Urhebern oinzoln zugoschrioben, 

Corliu, im September 1832. • 

Steiner. 

*) Sieho Anmiles de loin. XVJI, (No. 7, iO), XVlIl u. XIX; BdlGUti tivs 

sciettcvi, maihcmalifjues, (oin. VII, YIJJ, JX, X u. XT, 1827— Allgonioiiio bitoj h J ii i’- 
Zcitung, 1831; — Mathomal. ‘Wurlcrb. Till. 5 ii. G; u, s. w. Audi sind vhdu 
Ilcsultatc daiaus selion in Lehrhuchoi tind aiidoro Woike aufgononimon wonloii, so wio 
iuich eiiio AblKimllung imd inelinno oinzoliio iiioiaor Satzo von Gerffomidj dom llorauH- 
geher dei geiiaimlon Ann ale n, ins Pianzusischo uboisclzt woiden sind. 



Einleitende Begriffe. 

1. Dio in cler Grooinctrio orfordorliclion Grunclvorstellungon simU dor 
dio Ebeno, die Gorado (gcrado Linio) imd dor Piiiict Ziim 
liclivifo dcr in dom vorliegonden Worko durcliziifiiliroiiclon Botiaclitungcn 
iHt es orfordorlich, oiiiersoits dioso Elcmoiito in Ansoliung dor Art iind 
wie «io oinandor untorgcordiioL siiul, d* h., wio dio oiiicn dio 
n.iid.oi*cn ill sioli entbalton, imd andororfioiis bestimmto Zusainmcnstelhiiigon 
clcrHolbcn auf folgendo Woiso scliarf auf/Aifaason und als Grundgcbildc 
foatKiilialton: 

I- Dio Gorade. In dor Goradou ist oino niiziililigo Mongo iin- 
iniitclbar auf oinandor folgondor Puiicto dcnkbar, dio sich, von irgeiul oiaoin 
tlcrsclbon aiLsgoliond, iiach zwci ontgcgoiigosotzton Sciton liiii ius Unond- 
liclio ortiLrockon. 

XX. Dor ebono S Iraki biiscliol. Durdi jcdon Piiiiot in cinor Ebone 
HtnXl imziikligo Gorado mdglicli; dio Gcsainmthoil, allor «olchor Ooradcii 
.soil „GbonGr Slrahlbiischol“, odor „SlrahlbusGhol in dor Ebono" 
lioissoii, iiamlich die Goraden sollon, in Ausokiing diosor Zusammonslcllnng, 
,, S t r jahlon" lioisson, und dor Puncl, in wolcliom sick dio Straklon sclmok 
tlcji, Holl ^jMittelpunot" dos Sirahlbtisohols gonannt worden. 

XTX. Dor Ebenonbiisekok Diirch jedo Gorado sind unondlicli violo 
ISboiioii dcnkbar; alio soloho Ebcncii zusammoiigofassi sollcu jjEboncn^ 
cliol", und dio Gorado, in wolclicr sick dio Ebonon sclincidon, soli 
y, ^ X e dos Ebononbiisclicls hoisson, 

lY. Dio Ebono. In dor Ebouo sind zaldloso Gorado und Punclo, 
odox* obeno Straklbiisohol cnthaltcii, (Jeder Puncl dor Ebcne iat MittoX 
pixticfc cinos in iku liogendon Strakibiisokols.) 

V, Dor Slrahlbnschol inx llaumo. Durck jodoiil^mct im Raiimo 
sincX iiaok alloii mdglickou BicliLiingon iinzSkligo Gorado odor Straklon 
tloiik'bm*; alio solclio Straklon insgcaainml sollcu „S trahlbiisohcl im 
xt ixxG odor ficklocktkin „S Irak Ibiischol", und dcr Piinct, in wololiom 
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sich die Strahlon sclmeklen, soil „]\IittolpiiiiGt^‘ dcs Stmlilbii^^tslicds 
heiiseu. Ein solcher Strahlbiischel entliiilt nicht imr unoncllicli violo 
Strahlon, .sondern or iimfassi auch zalilloso eboiio Stralilbiischcl (Jf.) 
Ebeneiibiiscliol (III.) als imtergeordnelc Gcbiklo odor Elomonto; donii os 
giebt cndlos vide Ebonen, die durdi dossoii Mittolpunct gclion, uikI alio 
Stralilen, die in eine solcho Eboiio falloii, bildon oinoii cbonon SLraiil- 
biischol, und alle solcho Ebonon, die duroh oinen und donsolbon SU-ahl 
gohen, bildon cinoii Ebonon Wischol; voji solchcn ebonon Stralilbiisolicdn 
und Ebenoiibiischeln soil abor gesagt werden, sic liegen im StralilbiiHclnd 
im Raumo. 

Dio Betrachtung dor vorstohenden fiiiif Raiimgobildo, namlicli chis 
Beziehon dersclben aufoinander boi verschiodoiiartigon Vorbindungoiii 
Zusammcnstollungen, macht den Gogenstand dor orston fiiiif 'I'lioilo dus 
vorliegenden Workes aiis. Das Ergobniss wird zoigen, dass dioso (to- 
bilde in dor That dio eigontlicho Grundlago dor synlholiscJion 
Goometrio sind. 

Die Eiindamontalbcziolmngon, auf wolclion alio Untorsuchnngon l^o- 
rnlicn, sind folgende, • 

Es word on aufoinander bozogon: 

a) Gorado und obono Strahlbiischol. Zuorst wordon oino do- 
rado und oin ebonor Strahlbiischol so aiifoinandor bozogon, flons 
ihre Elomonto gepaart sind, d, li., dass jodom Ihinct dor Goracl<ni 
oin bestimmtor Strahl dos Strahlbiiscliols oiitspriclU* Sodaiin 
wordon sowolil Gorado iintor sich, als obono Stralilbiiscliol uiibor 
sich almlichorwoiso aiifoinandor bozogom 

b) Ebencnbiischelund sowohl Goi‘ado als obono Strahlbiiscsli cl. 
Ein Ebeiicnbusohcl und oino Gorado odor oin oboner StrabIbiiH<i!i(il 
werden so aiifoinandor bozogon, dass ihro Elomonto gopaart siiiij, 
d. li., dass jedor Ebono dcs Ebononbiischols oin bostimmior B iiii til- 
dor Goradon, odor cin liostimintor Strahl dos Stralilbiischols onfr 
spricht. Aelmlichorwoiso wordon Ebcnonliiiscliol iiuLor sicii auf- 
oinandor bozogeii, 

c) Ebonon und Strahlbiischol (im Raumo). Zuorst wordon cino 
Ebene mid oin Strahlbiischol so aiifoinandor bozogon, dass iijro 
Elomonto sich wio, Tolgt, entsprochon: 

jodem Runet in der Ebono ... oin Stralil im Htrahlbiisciiol, 
jeder Goradon in dor Ebono ... oino Ebono im Siralilbiisohol. 
Sodaiin gc.schioht dio Bozielunig aiioh so, dass ihro Elomonto oinaiK f 
in auderer Ordniiug oiilsprochon. AohiiUoliorwoiso wordon sowufil 
El)onon iiiiLcr sich, als Sirahlbiiscliol iiiilor sich aiifoinandor bozopf<iii, 

d) llaiimountor sich. Zuorst wordon zwoj Raiimo (d. h. der gan>co 
odor absoluto Raiiin doppolt godachi, so dass boido Riiiimo oiii- 
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aucler darchdringcn) so auf Ginandcr bezogen, dass jcdcm Element 
doH oinon Ilamncs oin bestiiiuntes, gloiohartiges Element des andoron 
Eaumos onlspriclit; luul ^veitcr worden sio so auf oiiiandor bozogen, 
dass auoli ungloichartigo Elomciite oiiiandor ontsprcchea. 

So wio dio Gruudgcbildo ilu*cr Waliir nacli oiiiandor entgegeiigcsotzt 
sind, namlicli: 

a) dio Gerade doin cbonoii Stralilbilscliol, 

p) die Gorado . . dem Elioucnbuscliol, 

7) dor ol)cno Stralilbiiscliel . . . dom Ebonoiibiiscliel, 

S) dio Ebono dom Stralilbiischol 

mid sicli solclicrgoslalt auf cinandoi* bcziolicii lasson, dass ihro Elomciite 
einandor paarwoiso ontsprechen, cbonso stohon aucli im Allgomoinon ihro 
Eigoiib’cliaftcn, ihro Vorbiuduiigon (zii Figuroii) und dio aiis diesen horvor- 
gehondon Sittzo oiiiandor auf bestimmto Weise ontgegen, d. li., kominon 
dor oiaoii Art von Gobildon gewissc Eigonscliaftcii odor Slitzo zii, so findcii 
l)oi (lor Jodosuialigen oiiigogongcsoUlon Art von Gobildon ebenfalls bo- 
stimmto, jonou ontsprochondo, aber ilmen ontgegongeset/do Eigonschafton 
mid SiilzG slatt. Das Wesen diosor Dualitiii von Eigciiscliafton inid Siitzon 
isL also diircli dio Grimdgobildo sclbst, d* li. diirch die iirnfassciiclc Vor- 
slcdliMig dor UaumolemontG, iiothwcndig bcdiiigt Damit dio Dcgmnduiig 
diosor lEialiiiit auf naUirgcmiisso^ Idaro Woiso horvortroto nnet si oh als 
walir bo-wahrou mogo, soli dio Eeti'achiung, so viol os sicli Ihim lasst, so 
gofiilirt wordoii, dass dio einandor oiiigogcnstohcndou Goliildc iinmer zii- 
glomli unLorsucliL, ihro onisprcclioiidoii Eigonscliaftoii und Siitzo znglcich 
ontwickoU iiiid iiobon oiiiandor goslolU wordon. 

Dor IlanplinliaU, odor das Wosoniliclio dor gesaimnton Rosultato, die 
durob dioHOH Work or/dolt nnd crroiclit wordon, bosioht, wio c,s sick aclioii 
alls dor vorsiokondon Ucborsiclii oliiigofaliv ciilnclimon liisst: >,ln Untor- 
Hiicluingou iihor dio Abhiingighoit dor Gestaltcn (Figuron) voii 
oiiiaiulcr- “ 
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Erster AbscMtt 

Betraohtung der Geraden, der ebenen Sti^ahlbiisohel und der Elbonoii- 
biiBChel in Hinsiobt ibrer projeotivisohen Beziehungen unter einan <iGr. 


Erstes KapiteL 

Von projectivisclicn Gcradoii und obonon StrahlbuficliGln in 

der Ebciio. 


Eino Oorado und oin obcnoi Strahlbnschol. 

2. Beiinden «ioh ein obonor Stralilbiiscliol S3 (Fig. 1) und irf^ond 
eiiie Gerado A, die nicht durcli dosson MiLtelpiuicl gohl, in ciiior Ebono, 
so haben sie folgendo Bozielumg m cinandcr: 

Diirch jeden Piincl a, b, c, b, . * » dor Goradon gcM ohi Strabl 1^ 
c, d, des Stralilbiisohels, und umgokolirt, jodcr Stralil dos loizLei-oii 
bogegnet dor Goraden in irgond oinom Puncte, Um die Aufoinaiidorf<>li^<^ 
der StraMen sowohl als dor Puncto riehiig aiifzufassGu , las«G man in dor 
VorstoIIung oineii Strabl sick bowogen, so dass or nach und imch in die 
oines jeden der ubrigen golaiigt, so \vird dor ihm zugolidrigQ PiiiiGt gloicsh- 
zeitig die Gcrado durchlaufon mid nacli und nack die Stellc einos jedoii ilor 
librigen Pimcte cinnekmon, Man lasso z. B. den Stralil p, vom MiUoIpiinctn 
S3 aiis botracktot, sick reckts kcrum bewegen, so dass or nach omandor in cl w 
Page von d, a, f, tp k, c, b kommtj so wird dor Punct p die Gorudts «c) 
(lurclilaufon, dass or nacheinandor in die Stolloii b, a, f, q, % C, b golan#^t 
und folglicli sick slots nack oincr und dcrselbon Riohiung kin bGwoj: 5 L 
Nur in dor cinzigen bcsondercii Lago dos Stralilos, wo er namlick mil ii or 
Goraden A parallel ist, welches etwa bei q der Pall soin mag, findot ktijii 
wirkliches Sekneiden desselbon init dor Goraden statt; da abor sowolit 
vor als nack dieserLage slots cm wirkliches Solmoidoii siattfindoi, mitl 
zwar, da dor unmiitelbar vorhorgokendo Burcksclmitt in dor grossUno#?- 
liokon Feme auf der )Seite iiber I) kinaus, und dor immitiolbar nackfolgoticLo 
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DurclLscluiitt in dor giosstindgUchoii Feme aiif der andoren Scitc iilxir f 
liinaiis liogt, so ^oll in der Folgc dor Uelioreinxtinnniiiig wogen gosagt 
werden, der Strald q sci iiacli dem unciidlich ontferiifion Piuicto dor 
Oeriiclen A gorichtot, nnd os soli diohcr iniendlicli oiiLfernto Pimct, wcnii'- 
glcidi denselbe in dor Figur nicht wiildich aii/Aitroircn ist, diircli C| bc- 
zoiolinct wcrcleu Demnach hiilte die Gcrade A mu* oitiou iinGitdlioli oni- 
fonden Punct q, imd man kaiiii sick donsclbon sowobl luicli dor einoii 
Soil .0 (libor () Jiinaus) als naoh der andoren (uber f hiiiaus) bin Jiegend 
Yor^tolloii '*') Audi folgt liiornaoh, dass uingokohrt oiii Siralil, dor nadi 
dem uiicndlicli ontfemteu Punctc dor Goraden A gcricliloi isl, notliwondigcr 
Weise mit ihr parallel scin muss. 

Voii den Puncten in der Croradeii A 55eicknet sick demnach einor Yor 
alluu nbrigon auf eine cigcntluimlicko und bestiminlo Weiso aus, namlich 
der uiiondlick enifernto Pimct q. Die hosomlcre EigonscIuifL dieses Punclos 
gewuhrL in der Folgc oftor grosse Vorllieile, wonn man ihn aiistatt irgcMid 
einos der nbrigon Pnneto zu Tliilfo niinmt. ' Der ikin zugohoiigo Slrahl (|, 
dor namlich mil dor Gcr«a(lcn A parallel isl, sell von iniii an „Paralh'l- 
strald" licissoiK Dieser 8trahl gewiilirt itlinliclic Vortlioilc, wic jenor 
Piinct, nach wolchom er goriektot isl, 

Hat man auf obigo Woisc eiiieu obonoii Strahlbiisolicl S3 und oine 
Gcrade A dergostalt auf oinandor bezogou, dass iliro Elomciile paarweiso 
ziisammongokorcii, namlich dass die Pune I o a, h, c, b, . . . iu der Go leaden 
A cl on Slrakleu a, b, c, d, . . , im Straklbiisokd S3 entsprechon, so kann 
man dioso Bezieluing foslhaltou, wiikrcnd man die Gobildc (A, 33) solbst anf 
irgend oinc Woiso ihro urspriingliclie Gago anderu lassi, d. h., man kaim 
dicsolben in ciiio solclio Lage go 1) rack! dcukon, wic eUva in (Fig, 2), wcj zwar 
nick I mokr die Straklen dos Htralilbiischols durch die i linen enlsproclioiidoii 
Puncto (lor Goraden gcken^ abor wo sowold jono Strahloii fdr sudi, als 
dicso Puiicle iur sick ihro gegonseiligo Lago iiichl geaiulort liaben, Jode 
soIcIk' vorandorlo F/age der Ocbilde, wo niimlicli di(i 8lrahlen dos Strakl- 
biisckcls S3 uiebt niclir (lurch die i linen urspriinglicli 3«ugoIiorigcn Puncle 
der Geradon A gohoii, soli ibrtan ^,8chiefe bago^^ lioisson, wogcgcii die 
urspriingliclie Lago ^pcrspecti viscid^ geiuinnt werden soil. Ferncr solleii 


’“) Dass in ciner Gcracloii mir oiii oinziger imondlicli ciUronil(?i Piuict 
word(}n darP, winl iu dor Foljro clurcli violc iinliohUoitharo Tliatsn<‘hoii bestutipiot woidcn, 
Daliin gulioicii z, D. die Asymptotoii dor Tlyjiorbi'L Eino Gorado kaiiii Ijckanntlicli dio 
llyliorbol mu in Giiiem Piincte beiiiliion. Nun wild ftber allgcmoin die Asymptote als 
Tung'cntG aiigesehcii, iloroii Beuibrungspiinct unoiuPidi oidfoiiit isl; du aber zwei Arme 
del ITypciboI nadi eiitgogeiigesctztoii Soilou liiii sich dor Asymptote iids trueiidliche 
foil glcjiehiuassig nalicin, so muss folglicJi dir BonihniiigspUTiet sowolil iiarb dor oiiion 
nls iiueb dci anderen iSoitc bin imondlicli ciitfomt Hogeii, uiu! folglich isi in dor AsyiiijUole 
iiur ciii eiiizigor uiiondlicli ciilfouiter Pune I aimmohmeii, 

SKJiHQr’s Weikc, 1. 
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(lie GG])ildc A, S3, wenn 8io aiif die angegobeno Woiso aiifeiimiKlcr 
hind, class iiiimlich iliro Eleiiaente (Piinctc imd Stralilon) nacli dor Ordiuiii?^, 
ill dor sic cinaiKl( 3 r paarweiso oiitsprochon, bo.stimmi iiiul lastgohaUen sEmi, 
„prejcctivisch“ hciisscii. Wciin iibrigciis in d(ir EoJgo gosagt winl, /.wni 
Gijbildo A, SS seioii porspectiviscli, so will di(js so vicl sagon, als tli<5 
Gcbilde soien projeclivisch und boliuden sicli in pGvspool;ivisobor 

J)ic soebon fcstgcslolUon Boiicnmingon, die Icicibi impussond seluMiioii 
durfteii, wcvduii durcli ihro UobGrcinstinimung init aiidorcn BcnGinuiiif^tatj 
wclclie gan/, sacligouifiss sind, iind weiior iintcn fostgesotzt wordon, goroclit- 
ibrtigt 

3. Bofindcii sich eiii ebener Strablbuschol 33 und oinc Oerado A, <liu 
projectiviscb sind, in porspeclivischor Lago, so ist init jodoni Stmlil <l(^s 
Slrahlbiischels dor ihm cntsprochondo Punci in dor Goraden, und 
kclirt mit dom lolztcron dor erstero immittolbar gogobon. Anders vorlutll 
os sicli, worm sich dio Gol)ildG in schiofer Lago bcilliidon. Ilicr wird jufui 
imr, wonn inelirere ontsprochcntlo Elemoirtcnpaaro gogobon sind, duroli 
selbon mittolst bestimmter Gesotzo (lielationcn) zu jodoin anderoii Ehnuoni 
des oimm Gobildos das onlsprccdioude EIoincnL dcs andoren Gobildos (indoii, 
odor die Gobildo in ihre urspriinglicho porspoctivische Lago zuruclcbriii^«ii 
Iconiien. Dicso Gosetze sollon nun zuniiclisi gcsucliL wordon. 

Dio Piincfco in dor Gcradon A sind uiitor sich diiroli ihro AbsLiindtj 
von cinandor, und dio Strahleii des Stralilbiisohols S3 sind untor sicli dui’cli 
die zwischon ihnon licgcndon Winkol bosiimmL Dahor miisson sicli iltn 
gonannten Gosetze auf dioso AbsUindo und Winkol beziohon. Dio oinfachsl.r) 
Bostiimnmig cines Winkcls bosleht abor darin, class man zwiscdion sonieu 
Schonkoln oin rochtwinicligcs Drciock annimmt iiiul das Vorhaliniss zwoi< 5 J‘ 
iScilou dcsHolbcu fesilialt. J)ioscs fiihrt dalicr zu Iblgondon BoirachUingon : 

Es sei p (Fig. 1) dcijonigo Stralil, dor auf dor Goraden A sonkrocdib 
iht. Alls oinom boliebigon Puncte a dos Stralilos a mid aus a scion nul 
den Strald d dio Lotho aS, ab^ liorabgGlasscn, dann .sind oiuorseiis elks 
reclifcwinkligon Droiecko SSpb und ab^b, und auclcreisoits dio rocliiwinkllgon 
Dieiecko 35 a b, und S3a8 ahulich, so dass 

= n,H| 

asb ab asa ~ SSa ’ 

woraus (lurch Verbindung folgt; 

(1) S8p.ab == asa.asb.-^. 

Durch das VorhnUniss </8:33a wird dor Winkol zwisclion don Slrabkiii 
a, d boslimint odor gcinosscn, und zwar ist dieses VorbiiUniss von clor 
Lago des angenommonon Punctos a umiMiitngig, d. h., es bleibt unvor-^ 
cindcit, wo man auch diesen Puiict in dein Slraldc a annehmon mag, fiin 
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sn](il!u5S wiiikoliTKissoiulos Voriiiiltniss iionnt man f^CMvolinlioli Sinus, so dass, 
wonii man don genaiinlon Wiiikcl durcli (ad) bozeioliiictj das in llodc 
sloheiuto Vor]iiil(.niss diirch sin (ad) vorgestcllt wird, J)icsc l3o>:ciclmung 
kann liior boibohaltcn wordon, olmo class dadiirch die Art dor botraclitiing 
(die Motliodo) auriiorl synthotiscdi m scin, woil durcli dicsolbo niir cin 
gOAvissoH, durcli zwoi Gorado (<yS, aSS) darstollbaros^ don godacliicn Wijdcel 
bostinfiiuoiidos VcrliiiUniss ungedouiet Avird. Die Gloiclning (1) Ycrwandclt 
sicli dadurcb in lblgeiid(‘: 

( 2 ) SSp.ab — 33a.S3b.s]n(ad), 

odor 

ab_ 95a. S3 i) 

^ ^ sin(ad) ~ ©13 

„ Dies or Ansdruck (B) zoigt die Boziohung^ die zwisolicn 
einem Wiiikol (ad) dos SLrahlbusclicls © und dem ihm cut- 
sprcclionden Absehiiitt ab dor Geradon A stailfindct/^ 

Dicsolbo Bozioluing liisst sicli, Avio os doi^ Gegonsalz erfordort, aiidcrcr- 
soits aiif onts[3rcc]iondc Weiso durcli 

/.n = 4--—% 

^ ^ sin(ad) Kin(Aa).sin(Ad) 

aiisdriickcn, Avovon man sicli Iciclit iiberzougon Avird*^), 

4. Da man auf gloicho AVoisc zAvisclion jedom Wiiikol dos Sirald- 
t)iis(diols © und dem ilim cnisprccliondoii Absclmitto dor Goradon A oinon 
iihnliclion Ausdruok iindol Avic dor clion gefundeno (§ 3, 3), so luit man 
fiir vior bcliebigo Elcinontonpaaro , ctwa fiir a, b, c, d und a, b, c, b 
naclislolionde scchs Aiisdriicko : 


ab 

S3a.^I3l) 

(4) 

(5) 

Be 

?8B.S6c 

i 1 

S3p ’ 
S5a.33c 

sin (be) 

Bb 

~ 23^) 

S3B.a3b 

si 11 (a c) 

asv ’ 

ffla.SSl) 

siii(bcl) 

cb 

1 II 

sin(ab) 

S3^) ’ 

vv 

8iii(cd) 

S3:p 


Vior von dioson Aiisdriickcn, niimlich (1), (2)^ (4), (5), Insscn sicli, 
Avio loiclit zu solioii, so vorbindon, dass man hat: 

. ab ^ bb ^ dc , be 

^ ^ sin(ad) ’ sjn(bd) sin(ac) ' sin(bc) ’ 


D l^ioso Bcxiolmiig (3, 4) wire! sick in dor Polgc iioch dftor ais solii i'iuclill>ar bO' 
wiiliron. 
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odor 

( 1 ) 


ab rtC sin (ad) sin(ac) 

5b * be sin(lKl) ' sill (be) 


Diescr Aiisdmck ist, wie man sioht, nicht mclu’ von d(ir ba^c dor 
{lohiidn S3, A abhangig, da in ihm iiichL nichr din begronzlon Tlicilo 23 a, 
Sib, . . . dor Stralilon vorkomnieu, or gilt domnacli sowohl fiir die schiefn 
als pn I’spectivischo Lago dor Ocbildo, iind folglinli oiiUialt or das olioii 
(§ vorlangte (josetz. Niiinlich or zeigt: 

„Dass bci irgond vicr oiitsprochcndcn Elcmontonjiaaron 


a, I), c, d imd a, 6, C, b oin gcwisscs Doppcl vorhiillniss 

Lbb be. 

gobihlcL aus vicr AbsohnitLen dor Crcradon A, gloicli ist doin 

I)op]>el vcrbiiltniss I welches atif ontsprccliondo 

1. sm(bd) sin (be) J’ ' 

Woisc aiis don Sinus dorjonigon Winkol dcs Stralilbiischols 23, 

die jenon Alisehnittcn ontsprcelicn, gcbildet ist/^ 

Jlie Art, wio die Doppcl voriiaUnisso ziisammongosotzt siiul, ist loiehi 

zn sciuMi. Niiinlieli das DoppolvorliiiUniss links ist aus don vior Absfundon 

zwoier Piinetc (a,b) von don boiden jibrigon (c, b) gcbildot, unci zwar so, 

dass das Verhaliniss Absliindo dor zwoi orstoron Panel e 


von 


oinom dor letzteron (b) (lurch das Verhaliniss 



iliror Abstiinde 


von 


doin ancleren (c), in glcicdior Ordnung genommon, gemosson wird. Das 
Doppol verhaliniss rcelds isi aiif onisprochonde Weiso ziisaminongc^seizi. 

Rs isi glciehgidiig, welches dor boidon Punetopaare odor Hirahlenpaaro 
man als das orsto anuinnni, donn die flliodor clos obigon Ausdruelcs (I) 
lasseu sieh, ohno class dadurcli die Gloichung gosidri wird, wio folgi, um- 
stellcii : 


^^bb >siii(a d) ^ sin(bd) 

ac * be sin(ac) ’ siii(l7e)”’ 

wo niin, im Vorgleieh init vm-hin, c mul b das ersio und a and b das 
zwoito Puiictopaar ist, imd avo Aehniielios von don boidon Siraliicnpaaron gilt. 

Die vior Ihineto, so wic die vicr Stralilon abor lasson sicli aiif droi 
wcsentlich versehiedene Arion oinandor paarweiso cnigcgeiistcUon, namiteli: 

c/) die Piinci(5 a, b don Puncten c, b; «) die Strahlen a, b don Rtrahlen c, d; 

P) " “ a, C - - b, b; p) - - a, c - - b, d; 

“I') " " a, b - - b, c; 7 ) - - a, d - - b, e 

Da man fiir jode dicsor drei Ziisainmonstcllungon aiif gleicho Woisc 
oinon ahiilichen Ausdriick lindoi wie don obigon (1), so hat man siati dcs 
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,leiztoron zuglcich folgoudo droi Aiisdriickc: 

. «m(ad) 

l)c * 6b siii(bc) ' slii(bd) ’ 

/..x at ^ ab sin(al)) ^ siii(ad) 

ct * cb siii(cb) * sm(cd) ’ 

-AL «i»(ab) ^ sin(ac) 

‘ bt * be .slii(db) * sin (do) 

Jo /iwoi ]\iiicLo odor Stnihlcn, tlio l)oi oinor von dicscii drei Zusainmon- 
slollungon als oiii Paar zusaminongoras.si worden, nollon forlaii „ziigcord- 
uoLo“ Piuioio odor Slrahlon hoissen. 

Jn lliiniicht dor gogonsciligoii Lago dor zwoi zugoordneton Piiiictcpaare 
odor Strahlenpaarc sind zwoi nicrklich vcrHchicdonc Fiillo zii iinlorsohoidcn, 
mimlicli: 

a) oiiiwcdcr folgon dio Ibincle odor Strahlcu jedes Paaros unmlllelbar 
nach cinandor, wio z. Ik in doii boiden Zusainmcnordiuuigcn ((5) 
and (y); odor 

b) dio odor Slrahlou dor boidon Paaro folgoii abweclisolnd 

aufeiuandor, wio z. Ik in dor Ziisainmcnorduung (a). 

])ioso l'"allo sind iinniGi* filr die vior Piinclo und fiir dio ilinon ont- 
sprochonden vior Slrahlon il1>oroinslimmondj d. Ilj boliiulou sich orsicrc 
ill! Pallc (a), so siiul cs auoli lolzlcro^ uiul hcdiulou sick orsLcro iiu Fallo (b)^ 
so siud os aiicli dio loizlorcn; und aiicli umgokohrt. 

5. Alls (lorn allgcmoinon Gosotze (§ 4) ul)or vior boliobigo Elcmoidon- 
paaro dor pvojcclivischon Gehiltlo A, S3 lusscn sich uiunittclbar iiachstolieiido 
Folgorungon zioJion; 

[fall man boi dor porspocUvischen Lage dor Oobildo (Fig. 1) dio vior 
Puncio a, b, 6, C in dor Ocratlon A fosi, wiihrend man den Miliolpunci 33 
dos Slralilliiiscluds S3 sich l)o!iobig in dor Ebeno horum bowegon liissf., 
sowohl auf dor oinon als auf dor andoroii Soiio dor Ooradcii A, so iindorn 
sich zwar dio Winkol, wclcho dio vior Slrahlon a, d, b, c mil cinandor 
oinsclilicsson, in jodom Angonblicko, ubor dio aiis den Sinus dicsor Winkol 
ziisanimongosoizLon Doppolvorhalinisso in don obigoii Aiisdriiclcon (§4, II) 
bohallon uuvorandorliolio Worllio, nliinUcli dioso Worlhc sind siols don 
Worihoii dor onlsprochondon Doppolvorhiiliiiisso (links) gloioh, wclolio aus 
don AbsLiindon dor vior lesion fhiuclo b, t, c von oinandor zusanunen- 
gi^sotzl siud. — Wordou nmgokolirl dio vior Slrahlon a, d, b, c dos SiraliP 
l>ilschols 33 in bosiiinmlor Lago foslgohalioii, walircud dio Gerado A ihro 
Jiiigo auf alio indglicho Woiso iindort, so tindorn sich zwar mil dor Lage 
dor Ooradon aucli zuglcich ihro Abschuillo zwisohon don jodosmaligcu vior 
DurobschniUspunclon a, b, b, C, iil)cr dio aus dioscii AhsclniiUon zusammcn- 
gosolzlon Doppelvcrhiilluisso (§ 4, II) bohallon slots dioselbon Wertlio, woil 
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sio Jiiimlich sicts dcii AV’ortlicu dcr eiitsprcchondon DoppolvorhaUniri^o , 

glaicli sind. Es Iblgfc damns dor naclistoliciulG Duppolsatz: 

^Boi alien Stralilhuschelii, alien Ocradon, wcloUts 

vonwclchcn vicr Strahlon diirch die namliehcn vier besUinm bc5 n 
die namliclicn vicr bostimmtoii Strahlon (a, d, b, c) cinoH S trail 1 - 
Piinctc (ct,b,h,c) oilier Goraden bibscJiols 23 fichnoidon, JhiImi n 
A gchcii, haben die droi Doppel- die droi DoppolvorhaUniHS< - , 
verhaltnisso, die sich ans don die sich aus don Ab.stiiiulc^ Ji 

Sinus dor von den jcdo.smaligcii dor jodosmaligon vior J)iircj]i“ 

vicr Strahlon cingcschlossonon sohnittspiiuotc (a, b, I), c) va i> 
'Winkcl /iUsaminonsotzcn las- oinandor zuHammcnsotj^oii las- 
sen, oinorlei Wertho;" namlich son, oinorlci Worthc;^^ inimlioli 

dioso Wortlio sind jodosmal <lon diese Woriho siiul jodosnial dt^n 

Worthon dor droi Doppolvorluilt- Worthen dor droi Dojipolvorlialliiisso 

nisso gloich, wolcho aus doii Ab- gloioh, wclcho aus don Sinus dor Vi^n 

standon dor vicr fcsteii Puncto von don viorfoston Strahlon oingoschlosHt^- 
oiimnder zusammongosotzt sind non Winkol ziisammengosclzt siiid, 

Don Satz reclits hat oin franzdsisclior Malhoinatikcr, BrianvJiony znni-st 
bekannt gomacld^ in oinor schiitzbaron Abhandliing iibor die binion dtn" 
zwoiten Ordmnig {Mmoira mr les liy^ieR du second ordre^ p, 7, ihiris 1817^. 

G Fcracr folgt aus doin olngon Gosetz (§ 4) lunnittolbar: 

a) „Dass das ganzo Systom dor oinandor cntsprocluuuloii 
Eloiaoiitcnpaaro zwoior projocti visohon Gobildo A, 23 bostinnu (. 
soi, sobald irgond droi J’aaro gogobon sind, d, li,, wc'iin irgo]i(l 
droi Elcmontoiipaaro gogobon sind, so Icann mittolst dorsolbt^ii 
zu jodem gogobciion viorton Elomont dos eincii Gobildos dan 
entsprochendo Elomont dos andoron Gobildos gofundoii wordun ^ 
uiid die Gobildo lasson sich dadurch, wonn sio sich in scliioJ’ti r 
Lago hefindon, in die urspriinglioho odor porspoctivisclio f/af^c 
zuruckl>ringoih“ 

Dioso Rchauptiiiig mag, wio folgt, uoch niiher orortort wordoii. 

1. Es soien z. B. dio droi ElninoutcHpaai'o a, 6, c uiid a, li, o (Eig. 2^ 
gogobon, so Icanii daraiis zu jodom liuHobig gogoboiion viorton Htrabl d 
dos StraMbiiscliols 35 dor oiitspiochcndo Bunct b in dor Ooradon A, odor 
uingokeiivt, zn diesom, wenn or gogobon ist, Icann jonor gcifinulon wordnti 
Donu vormoge eincs jeden dcr droi Ausdruckc (§4, II), z. B. vormiigo dcs 
Ausdruckos ^ 

sin(a(i) _ sin(ad) 

he * hb ~ sin(bG) ‘liu(R)" 

ist im orston Falle dor Wcrtli dos Vorhiiltnissos und im andoren, 
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Fallo (Icr Worth dos Verliiillnisscs 

sm(ua) 


tlurcli (lie jcdosmaligoii iibri- 


geii droi Verlililiniswo g(3gcbcn. ^ 

Nun kaim, woim das Verlialiniss ct bilbo gogelicii ist unci dio riuicto 
a, h fcst siiid, dor gcsuchto Punct b oilonhar nur an /Avci Stellon dicsor 
Podinguiig gomigen^ mid zwar sind ditisc in Bczug auf die /.wci fosion 
Puiicto a, K) dadurch imicrschiodcii , dass dor Ihmct b das oino Mai 
Kwisohon dcnsclbcn xind dus aiidc?rc Mai jciisoits dersolboii liugt. Von 
dioson zwei Lagon kanu abor dom Ihinoio b jcdcsmal nur cine zukoinincm, 
und z^var wird durcli dio gogonsoitigo Lago dor vior gogcbciieii Siralilcn 
ciitscliicdon, wolcho von beiden os soi, doiiii jo jmcliclom die oinaudor zii- 
goordiieion vSirahlonpaaro a und c und d naohoiiiandor odor aliwccli- 
solnd sich folgon, findol aucli boi den Punolopaarcii ci uud b, c imd b 
Polgc odor Abwoclislung stnU(§4), wodurch claim jodosnial oiiischiodon 
worden kanii, wolcihc dor /Avoi gonannlon Lagon clcin Ihinclo b zukomino. 

Ebenso kann, wonu dor Punct b gegebon und dagogou dcjr Stmhl d 
gosuclii wird, dor loizloro dom gogebouen Voiiiiiltnisso Hin(acl): sin(lnl) 
nur in /Avci vorscliiodcmon Lagon goiuigon, und durcli dio gogonsoitige; Lage 
dor vior gegoboaon Ihincto a, b, C, b wird onlschiodon, in wolchcr voii boidon 
Lagon allcin or dem gegebonen Ihmotc b ontsprcclion kaun. 

Spiitorhin wordoii sich mhv boquomo Mittol darbioton (§24, IV), inn 
das jodosmaligo gosuchto Eloincuit sohnoll und siclior zu fiiidoii*^). 

JI. L'i’ornor wird dio obige Boluiuptimg (a) (lurch folgondo Eelrachtung 
orwloHon, die zugloich Anloituiig giebt, dio Gobildc A, S3 aus dor scliiofon 
(Pig. 2) in dio perspoctivischo Lago (Pig. J) zuriickyAibringou, 

Sind niimlich a, I), C (Pig. 5) die droi gegobonon Punclo in dcr Goradoji 
A, und botrachtet man von clou droi gegebeuon Strahlon a, b, c vororst 
nur zwei, otwa a, b, so ist, wonn dioso clurcdi dio fosten Puncto n, b 
golion und einon bostimmton Winkol (ab) oinsoldiosscn sollon, dor Ort dcs 
SolioitoLs 33 dieses Winkols auf zwei bestiinmto glciclio Kroislinieu a33b, 
a33ib boHchninkt, die bcide duroh die zwei fosion Pmiote n, 1) gehem 
Ebon «o ist, woim man die zwei Strahlon a, c allcin untcr dor Bodingung 
botraclitct, dass sie (lurch die foston l^uiicLo (t, c gohen und einon gogoboneu 
Wiiikol (ac) oinschliosson sollon, dcr Ort dos Schoitcls 33 dieses Winkels 


don 


*) Sol lie liber dio zwio taebo Lage dess jodobmaligoii gesuchten Eloinontcs bloss aus 
in Zabloii gogobonon Wortlioii dcr VerlnlUmsso wonlon, 


olnio Ansiclit doi Pignr, so miissto man boi dor Zusammonsolzuiig cloi Voiliidtiiissc^ in 
doin obigon AiisdrucUo dio Vorscliiodcuhoil dor Lago doi Klomonlo gogon ohiandor dui ob 
dio Zciclicn -\- und — boinorlilicli machonj so iviirdo alsdaim das Yorzoielion dor VerbulU 

nisse -y , Zwolfolhaflo dor Lago des gosucliLon Klein oules entsdioiden. 
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aiif wei bohtimmtc gloiclio Tumlinion flSSc, aS5,c boschriinkt, die (lurch 
die iHinctc c gelieii. IJalior lasscn sicli die Soheitol tloi' boiden got^c- 
bcneii AViiikel (ab), (ac), wojin ihro Schonkcl a, b, o cUircli die fosU^n 
Puiicto b, c go]i(3n sollcii, nur in donjonigon holdon Puiiclcn 33, 33, vov- 
eiiiigon, in wolchen sicli die aiif eiiicrlci Seito dor Gcradoji A liogcin U^n 
Orbskreisc ciiiaiuler (au«sor in a) zum zwoiteii ^Uih .scliiieidon. 

Dadui’cli ist oHcnbar die Riclitigkod dor obigeu Rehauptung (a) dar- 
gcthaii. Ueim befauden sich die boidoii Gobildo 33, A in boliobiger scliioror 
l.age, wio etwa in (l^g. 2), so fulgt aus dioser Bolraclituiig, da^s sio, soluiKJ 
droi entsprccheiido Elomcntopaaro a, b, c und a, b, c gegebon shid, nu:hi 
iiuf wosoiitlicli vfvschicclono Artou in porspoctiviKclio Lago gcbraclit won Inn 
koiiiien, (1 li. in solclio Lago gobraolit werdon kdnnou, wo dio dvoi 
benen Stralilon diircti die iliiica entsprochoiidou droi Puiiclo geliou. Niiiii- 
iicli Avird z. B. die Lago dor Ooraden A als fost angonowiinon , oUva in 
(l-’ig. 5), so kann Avoid dor Strahibiischol auf |)oidon Soitcii dorsolbcii tnil.- 
Avoder in die Lago von 23 odor in die Lago von 23, gobraclU Avordoii, iU>tn' 
oironl)ar Avird in boiden Fiillon jedor bcliobigo viorlo SLrahl d dos Strulil- 
biisclicls init dciu natniiolioi] Piinclc b dor Ooradcu A zuHannnoiitroirtiii* 
Odd Aviid dor Straldbiisclicl 23 ui irgcml oiuor Ijag(i als fosl angonoiuiiicAnj 
olwa in (Fig C), so kann Avoid die Oorado oiihvodor in die Ijage voii 
odor in die Lago von A^ gobraclit Avordon, und zwar so, tlass A und ,<V, 
parallel siml, und avo dor MiUolpunct a dos .Slraldbibicliols in dor Wil.U* 
zwisolion iliiion liegt, aber offonbar wird in boiden Fiillon jodoi' boUeiii,.-o 
vierto Punot b dor Geradcn mil doin iiiiinlielion Strnlil d dos Hlralit- 
biisclicls a zusainineiitreffon. 

Alls del A’oistoliondcn Bolrachkiiig, so avio iiiucli aus dor obigoii 
folgl fornor zugleich: ^ ^ 

P) ), Bass man bol ZAVoi boliobig liogondon Gobildoii a, iV 
ganz nacli Willkiir droi l*aar Elcinciilo a und ft, b und b, o uiul c 
aiisAyaliioii und sodaiiii fcslsolzcii koiuiu, dioGobildo sollon pro- 
joctivisoli und dicso Elemontcupaaro sollon ontsjirechondo Eln- 
niontcupaai'o soin.® 


Endlicli folgt iioch duroli Umkoliriiiig dor naclislolieiido Salz; 

d, ... und ft, b, c, b, ... zweior 
Crcbildo a und A dor lieilio naoh sulchovgoslail gepaart, dii^.s 
jo viov E omentonpaaro doin obigen Oe.sel,zo (§4,11) geniigen 
Avoboi nolluvondlgor Woiso die jodcsmiUigen vior Elcmonk, d<..s 
ciiicn Lcbildos nut donon dos amloroii Gobildcs iibcroinsUminon,! 
pgGiisoitige Lago Jiabon miis.son, so siiul dio Gcbildo in Beziis- 
iiung aiif alJo jone Eloincnlcnpaare projoetivisch.® 

7 . In Ansoliiing dor obigon Amsdriicko (§ 4 , II), dio das Gosotz dar- 
sfo /on, AAololiom boi zwoi projoclivisclion Gobildon A, a iin Allgcmoiiioii 
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jo vdor eiil8|)rocheii(lo EloineutonpaavG b, c, b ‘.tiiul a, b, c, d imtcrworfoii 
Hind, koiiiiGii vorschiodonc bcsondcro Fiillo ointroton, die namlich von eigen- 
iluimlichor Lagc dor jedosmaligcn vier Elementc iierriilireii, von deiieii 
oinigo intcresHaiit genug sind, mn liior nalier erbrtort zii worden. 

Es kuiincn nandich ora tons solclic FiillG eiutvcteii, wo die in den 
genannion AusiU-iickoii ciitluilt(‘ncji DoppclvcrhaUiiisi^e vcroiiifaclit wordoii, 
iind zwar dadiirch, dass in cinom soJehon Doppolverliiiltnis.s zwoi Oliodor 
gloicli woi'don imd gegon oinandor gohoben wcrcicii kdmien, odor dass das 
Uoppclvorhiiltniss (wonn es sicli aiif dio vicr Strahlen a, b, c, d l)eziGht), 
aid' sonsligo Art aiif oiii ciufaolios Vcrlialtniss gei)racht wird. Daliiii ge- 
horon z. B. folgendc Fiillo; 


'Wonn von don vior Pmictcii in 
(lor Goraden A entwodor a) einer 
ill dor !MiUo zwisoliGn zwoi an- 
doron liogt, odor I)) wonn oinor dor 
unondlich cntfoi’iUo Puiict dor Gera- 
don ist, 


AVeiin von den vior Stiuhlon des 
Slraldbiiscliols 39 oniwodor c/) oinor 
mit zwoi aiuleron gleiclio Winkol 
oinschlios.^t, oiler (3) wonn zwoi Struli- 
lon zii ouiandcr reohtwiuklig sind. 


I. Bonn wonn a) ctwa dor Punct b (Fig. 1) in der Mitto zwischoa 

a uiid I) Ilegt, HO ist das Vcrliiiltuiss ~ 1, luul dalicr vor(3inlaclii 

sicli in dioHeni Fallo in dom obigoii AiisdruckG (§ 4, II, 8) das Doppolvor- 
hiiUniss links wic lulgt: 


( 1 ) 


. sin(ac) sin (ad) 

ac ; uc = 

Hin(bc) sjn(bd) 


Wemi forjicr b) unlor don vier Puncton sich dor imcndlich cnifernlo 
Fnnct (| (§ 2) dor Ooradon A Ijcfindct, wonn ctwa die vier Piincto a, b, c, C| 
gogcbcu sind, (hum sind nirenbar die AbsUiiido des Ictztoron von don 
droi ubrigoii, niiinlicli aq, bq, cq, als oinandor glciuli zii a{;hton, da slo 
Hiinnntli( 5 h imoudlicli gross, und mir durcli Mq Ab.solmilto rtb, ac, be von 
oinandor iniLorsolucdon sind, so dass also jedos dor drei VorhiiUnisSG 


‘'‘i ilO , Al. sclilcohthiii = 1 isl, imd (lass folglicli in diosoni Pallo 
I)q ’ cq ’ cq 

(lio gumuuilon J)o])polvorhiiUnihho(§4, 11), m-iin man dai'in q an dio Slcllo 
von b scLzt, sich, wic, folgt vcrcinfaclion: 


( 2 ) 


ac : be 
ftb : cb 
ab : ac 


sin(ac) _ siii(a(i) 
.sin(hc) ' sin(b(j) ’ 
.sin(al^ ^i(acj) 
.sin(cb) ' sin(cij) ’ 
siii(ai)) siii(ac ) 
siu(ql)) ■ sin(qc) 
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Durch jcdeu dicsor letztcrcn droi Aiisdriioke wird, wie man siol 
dor Parallclsiralil q bostmimt, sobald irgciid droi oiitspreclioiide Eloiiioi'ib.C! 
paare a, C und a, b, c gogobcii siiid. 

Wcim aiiderGr>soits a) ctwa dor Strahl d in dor MiUo zwischon n 'Ll! 

b liogt, hO ist das VGrliiiltniss duller hat man fiir 

Fall, wo 0 luid d zugcordnoto Strahlcn siiid (§ 4, 8), 

(lb 

IT'Tb" 


( 3 ) 


siii(ac):sin(bc). 


Wenii fGHicr (fl) zwoi Siralilon, eiwa a iiiul b, zii cinauder 
hind, so ist 

sin (bo) = cos(ac), und sin(b d) = co*s(ad), 

odor 


siii(ac) = cos(bo), mid sin(ad) — cus(b d), 
und (labor hat man, wonn a und b uis zugoordnet angouummen wordon (§ ^ 

i = lg(ac):t8(a{l), 

(-1) V odor 

IL Dio vor.siohcndoii l^'ullo gobon, wio man bomorlcon wird, ojii l> 
queinGS Mittol an dio Hand, inn den Worth oinos gogobenen l)opl 3 ^.J^'■o 
haltiiis.sGs, sci dassGlbo von vi or Pune ten a, b, C, b, odor von vior Ktralilc 
a, i), c, d a))hangig, clnrcdi cin cinfaolics Ycrlialtniss darzusiellon; oclii 
aiich umgGkchrt, um bcliobigo Systomo von vior Ihinotoii odor von vi< 
Sirahlou zu finden, donon ein Doppclvci'haltniss zukoinmt, desson Wtsi't 
durch cin einfachos Vcrlmltniss gogoben ist. 

Dcnii soil z. ]]. dor Worth oinos voii den vior Ihmctcn a, b, c, b> utU 
voii lion vior Slrahloii a, b, c, d (Fig, 3) abhiingigoji DoppelvorhiUtiiiHst 
(lurch ein oinfaches Vorhidtniss dargostollt werdon, so kaiin dies, zulViljG 
(los Doppolsatzcs in (§5), wio folgt, goscliohom Da iilinilicli oiuorstui 
dio gonaimten vior Stralilen alio Goradon uiitcr cinorloi DoppclvcrluilLji 
schneiden, so ist also nur ndthig ciiio Gorado A, so zu ziolion^ dasH kj 
ontwodcr 

a) die vior Strahlon so schuoidot, dass von don vior DurclisoUnit.lj 
puucton irgoiul emor in dor Jlitto /Avisclicn zwoi aiidcroii licgt (f, a); duif-tc 
Bediiigung kann dio Gorado A^ olTonliar in 12 vcrschicdcnon Riclitiiiif:rtj 
pniigcii, wcilnamlichdorDurchschniUjodosStrahls in dor MiUo zwIhoIio 
jo zwoi (lor droi iibrigoii Durcliscliintle liogou kann, mitliiu giobt fjH 

Sys tome von parallolon Goraden, wolclio alio jono Bedingung orfullen; oclc 

b) mil irgeiul ciiiom dor vior Strahlon parallol ist (1, b); diosor 33c 
dingung kann also dio Gorado A, in vior vorschiodonen Richiungoni 
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niigou, odor cs giobL vior »Systeme voii parallclcn Goradcn, wolche alio 
iliose Boclingiing crfilllcn; z, B. os sci die Goratlo A, ctwa mit dem Straldo 
c pariillol, so worden also die Verhaltnissc 

_^A jA 

a,b, ’ a,b, ’ bX 

nach dor Roiho mit don Boppelvcrliiillnissoii in den obigcii Ausdriickon 
(§4, II) gloicho WerLho habon. 

Und da anclororsoils jodon vior Sirahlon cines Stralilbiisehols^ wolche 
durch die vier Ibstcn Ihincle a» h, c, b gchon, Doppolvorhiiltnissc von oilier- 
loi Wortho ziigolidrcn, so ist, uni dor obigoii l^rdcrung zu goniigcn, luir 
ncithigj don Miltolpuuct oincs Stralilbiiscliels 33^ so anzunchincn, dass oiit- 
woder 

a) von don vior Strahlon h,, d,, wolche durcih jeiic feston Puncto 

gchon, irgend oincr in dorMitio zwischon zwei andorou Uogt (!,(/); untor 
cliosor Bodingiing ist dor Ort des Mittolpuiicts S3j iin Ganzon ant 12 be- 
slininiiG Kroiso bcsclininkt, deroii Alitiolpimoto siimnitlicli in dcr fostcii 
Gonulen A liogon, was nachher (§8, III) bowioson wird, odor 

p) dass von don vioi* Sirahlon a,, b,, Cj, irgend zwoi zu cinandor 
soiikrecht sinel (I, p); vornibgo diosor Bodinguiig iat dor Ort dcs AliLtcl- 
punels 33j ollenbar aiif diejenigon 6 Kroiso lioselirankl, wolclm die Abstiiiido 
tier vior Ibstou Ihmcto a, b, C, b von oinandor, also dio iStreoken al), ac, 
ab, be, bb inul cb, zu Durclnnessern liaboii. 


Uarinonischo El onion to. 


8. Es kaim zwoltcns dor bosoiidoro Fall cintreion, wo in don vor- 
hin orwahnton Aiisdriickcn (§ 7) dor AVorlh eincs DoppclvorliaUiiiHses 
= 1 wird. 

L liVon den droi Ausdriickon (§ 4., II) gcsUUioi jcdcsmal nur einer 
(lie Annalimo, dass dtjr Werlh dor darin onihal tenon DoppolvcrliaUnisso 
= 1 worden konue, z. B. wenn sio sioli auf (Fig. t) boziohen, so geslaticl 
nur dor Ausdruck (§ 4, 8), in wolclicm dio abwochs(dndon Puncio, so wio 
(Ug abwcebsoliiden Stralileii oinandor zugoordnet sind (§ 4, h), dioso An- 
il ahmc; (lass dio boidon hbrigon Ausdriicko dioso Amialuno iiiclit crlanlion, 
fnllt bcini blossou Anblick dor Figur in dio Angon. Winl in dor That 
boi jenom orsieren Ausdmoko einos dor boidon Doppolvorhiiltnisso —I 
angenommoii, so ist notliwendigor Woise auch das andorc =1^ yg dass ' 
mail hat: 


0) 

imcl dalior zugleich 
C_ 

Ti~ Db 


flC 

k' 


«b 


bb 


(2) 


sin(ac) ^ sin (ad) ^ 

sin(bc) * sin(bd) ’ 


sin(ao) sin({id) 

sm(bc) sm(bd) ’ » 


( 2 ) 



2i)2 


Von piojcctivischeii Gciaden unci obciioii StiahUmsclielu in doi Eboiu;. 


otlor 

m il — ii- siii(ca) siii(ob) 

b(l “ bl) ’ siii(da) sin((lb) ’ 

woi'aus itiiiii siohl, wio die gcgonscitigc Ijagc clcr boiclcrHcitigon viisr 


nicnte in dicsein l^alle i)CKchaftcn ist, 
Jn (licHem Fallo liogeii die vior 
Pimeto a, b> c so, class die Ab- 
stande /.weier zugcordnoteii (a, 6, 
Oder b, c) von don zwoi anclGrcn 
glciches YcrhiilinLss zu eiiiandor 
liaben (proportional sind), d. li., 
dass das Verlniltniss der Abstaiidc 
einos l^uiictcs von zwoi zugoord- 
nGion Piinolcn gloich ist dom in 
iilinliolicr Bezioluing genotninenen 
Verliliitniss dor Absliindo dos ihm 
ziigcordncton (vierton) Puuctos von 
jciiea zAvci ]\inoten.” 


namlich: 

„In dicsom F<allo licgcu dio 
Stralilon a, d, c so, (lass dU^ ^ 
mis dor Winkcl, welclio zwesi 
gcorducto (a, b, odor d, o) inil^ 
zwoi andorGn oinschlicsson, 
Vcrhiiltiiiss zu oiiiauder lialxm, tl* J 
dass das Vorhiiltniss dor 8iniis 
Winkcl, wolclio cin Stralil mil. vtw 
zugeordneton 8trahlon oinsoIili^^Hi 
gloich isl (loni in almliolioi* 
lumg gcnommonoii VcrlialtiiisH 
Sinus dor Winkcl, wolclio doi* xmoi’ 
Slralil mitjenon zwoioii oinscldlof-s-H^ 


Unlor diosen Bcdingungoii lioisscu dio vicr Piincto a, b, b, c „ v J c 
harinonischo Punctc^, und dio vior Slrabloii a, d, b, o „vior li ^tj 
muniscliG Stralilon Fonier sollcii in diosom Fallo jo zwoi 
oiMlneto Puncto (a und b, c imd b) odor Sirahicn (a und b, c imd d) Tor 
an jjZugcordnotc liarmonischePiincto odor Sirahicn" gciiannl wcn'titsJ 
l)ass dio noben cinander slchoudon Gloicliungon (2) zugloich 
linden, kann hicrnach mil Worlon, wio folgl, ausgoRprochon wordon: 

a) „Wonn boi zwei projocliviscdion Oobildon A, S3 irgoiid v i ti 
ElGinonto dos oinen Gobildcs harmoniscli shul, so siiid aucli (I i 
ihiiGii cntsprcchcudcii vior Eloinonto dos andorcu Gobildos hiti 
moiiisch," 

Dicsor Satz liisst niohl niir cine oinfaoho Unikolmiug zu, sond(irn u 
iindet in diescr llinsichl Folgciidcs slatt: 

Da namlich dio Lago von vior liarmonisolion Elomonlon so bosclutlViJ 
dass durch jo droi dersolbon, woforn angogoben isl, welcho zwoi cIilvcj 
einauder ziigoordnot soil! sollon, olTonbar das vicrlo iinzwoiclcuiig Ijosiiiriiii 
ist, z. lb wenn a, b, c odor a, b, c gogeben, und zwar a und b, udtn* 
mid b oinandcr ziigoordnot sind, so isl b odor d gcaau bcsliinmt (§ i; 
und da Icnicr die projccUvisclic DoziGluiiig zweior Gobildo A, 23 cUii^t 
irgend drei oiiLsprechoiidG Elomoulonpaarc, die iiaoli Willkur aiigonom jim 


) Lakhe noniii in soiiiom des itcciions amifjues vior solcho SiriUilou yy/ni7 

momcale^^^ und Brianchon iioiint sio ui sohici oboii orwiilmloii Sclinft ,Jaisuvau 
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werdoii (liirfcii, bostimmi ist (§0, p), «o wcrden also dio OcbildG A, S3 
in Anscluing dcr boidorsoitigon lisirinonisclicn Elomoiilo a, b, b, c imd 
d, b, c nicbt niir auf oino Art, wcnn otwa die gloiclinamigoii Elcmcnto 
einandor ontsprcchoii, prcyoctiviHch soin konnon, soiidorn violmolir in alien 
Fill Ion, wo irgond zwei ziigcordneto liarinonisclic Elcmoiito des oinen Go- 
bi! dos irgond zwoi zugcordiiolcn harinoiiischdii Elemciilon dos andoron Gc- 
bildcs cnlsprochond angonommen wcrden, also in 8 Fiilloii, well iiiinilich 
Lintcr dicsor Hedingung dio vicr Strahlon den vior rimeton a, b, 6, C in 
folgendon 8 vorschiodonon Rangor<huingon entsprccliGii Idinin^n: 

adbc bdac dacb cadb 

acbd bead dboa ebda. 

Doinnaoli hat man don naclistchondcn Satz: 

P) „Sind in Jodom von zwni Gobilden A, 33 irgend vior har- 
monisclio Rlomonto gogeben, iind man liisst diose EhMnonic, 
naeb irgond oinor Ordnung gcnoniinon, oinandor paarwoiso ont- 
sproohon, jedoeh so, dass irgond zwei zugoordneton haimo- 
iiisohen Elementon dos oinen f{G))ildcs auch zwei ziigoordnoio 
harmonisolie Elomonto dos andoron Oebildos onUpreolioii, wol- 
cliCH auf acht vorseliiodone Arton stattrindon Icann, so sind die 
Gobildo in Anscluing dor jodosmaligon vior lilomontonpaare 
projectivisch. “ 

JL Statt dor obigon allgcmeinon Siiize in (§ 5) hat man iin gegcii- 
wiirtigen Eallc, wo dio jodosmaligon vior ElonionLo liarmonisoli sind, fol- 
g(3Jido Siiize (1, a): 

„ Jode vicr SLrahlon, die von 
irgond oinoin Wittolpniuit ans 
(lurch vicr festo harmonisehc 
Euncio a, b, b, C gehen, sind 
harnionisch/^ Oder: 

„Vicr liarmonisclio Piincic 
bostiminoii mit jedoni andoron 
Euncte vior harinoniacho Strali- 
lon“'). 

nr. In EoLj’aclit dor gogonsoiiigoii J^ago, woleho vicr Imrinouisehe 
IGomonto untor sick iiahon Icon non, findon folgondo [Imsllinde si ait: 

Wcmi vior harmonisehc Ihincto a, b, b, C, von deiicn a imd b, c iind 
b einandor ziigcordnct sind, iiaeh dor Oitliumg, wio (h'jg. 3) sic vorstolli, 
auf oinandor folgon, muss nothwondig b niilici’ hoi b als boi a liegen (1, 2), 

*) Das WoKOiiilicJio dot obigon Satzo hat Carnot in seinoin Es^ai sur la thdorh 
dcs trmsoarsaks ziiorst gcgobcii. Einon Thoil davon liabon schou dio Civiechon p^okuinit 
{PappuR^ C^ollooL Muthoin. libr. Yll. Pi epos. CXbV). 


„.Todc vior Puneic, in wol- 
ehon irgond einc fiorado von vicr 
f(3st(*n barnionisolion SLrahlon 
a, (1, h, c goschniiton wird, sind 
harmonisch/^ Odor: 

„ Vier harmonisehc SLnihlcn 
schnoidon Jodo Gcradc in vicr 
harmonisehon Puncten^^'*'), 
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woil dies oilonbar iWr c der l^all ist; uiid iimgckchid, woiin b iinlior 
uls IjoI a ist, so muss c notinvondig allcinal jensoits h liogon, odor > 

b nahor l)ci a a!s boi b, so miisstc iiothwondigor Woiso c diossoils a 
fibonso ist fur dio gegemvariigo Aufeinandcrfolgo dor JHinclo <n'ford(M'H<*i 
dass b niibor boi b ais bci c li(‘gi. Da das Vcrhaltiuss 

ac ab'-Hbc 

“67 "" tr" 


so sicht man, dass, wciin i)ian dio zugoordncioii liarmoiiisclieu PuiK;t(? Cl 
b Ibslhalt, wiilirGiid man in Godankon c voii b forLriickcn liisst, dor 
dieses Verbal liiisses alsdanu iinmcr inolir der i sick niihert, jo woiitsi' 
sick von b cntforiit, imd dass daker b sick glcicdizoilig inimermolir 

Milto lit des festen Abstaudes ab iiiikort, weil das Verhaltniss 

bb 

jenein Verhaltniss glaick seiinnuss. Liisst man endlick don unciidliidi 
fernton runct q dor Goradon A an die Slollc von c troten, so wird dm 

gciianntG Verhaltniss da bq imciidlich gims isi, schlocktkin ” I 

iind dann muss iiotliwondigor Woiso b sick in dor gonaniiton JlitU' 111 
boiindem Donkt man sicli ferncr die Piimito a, b fost nnd liisst joLzt. i 

luehr imd mokr dom Pinicte b sicli niikerii, so niihort sick oJlenbar axudk ti 

dem Puncie b, nnd wonn endlicii c sick mil b voroinigt, so voroinigt 
zuglciek b mit ihneii boidon Glcicliorwcdsc koiinen sicli c uiul b iiniuf^r 
niclir dem andoren festen Punetc a nahorn, bis sic sick cndlicli glcickzoi ( 
init ilim vereinigom 

Andorerseils folgt, dass, wcnii der Slralil d mit don zngeordnoLoii lianno- 
nischen SIraldcii a, b gleicko Winkol einsclilicsst, so dass das VorbiiltniwH 

sm(ad) 

IdirCbd)^ ~ 

dann auch 

sin(ac) ^ 

sm(bG) ~r 

1 st, ^J, mid daher aiicli o init a mid b gleicko WinkoI oinscliliesscs ii 
iniiss, nnd dass daim lolglick d und c in diosoni Falle zu cinandor nuvlii.— 
winkligsiud (Avoil .sio die Wiukcl zwksclioii a uiid b hiilltcji). li'ornoi’ lb]|jvL 
hior .iliiilichonvoiso Avio vorliin bci don vior barmonisclion ]»uncion, dasM, 
wonn a uiul b Test sind, Aviilircnd c sich doin Slralil b niihort, bis or ondlit-,!) 
mit ilun ziisammonnillt, dann gloichzcilig auch d sich mit ihnon iiohUwi 
veiemigt, nnd dass cbonso c uud d sich gleichzoitig mil doin andui’oii. 
festen Strahlo a vorcinigon kiinnon. 

Aus (lieser Botrachtiiiig ilicssen folgcndo Siitze: 
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a) „Zii irgoiid zwgi fostcn a) „Zu irgojul y.woi fe.stoii 

ruacion a, 1) oiaor Ooracloii A iStrahlcn a, h oincjs Stralilbii- 

gic])t Gft unzithligG Paaro 55 iigo- schcl.s 35 gioljL gk iinzahJign 

ordnotor harmonisclicr I^iuigLo Paaro /.ago or duo ter harmoni* 

J), c, luul naiaoiUlicli bildon dor schor Straldon d, c, uiul iia- 

in dor MiUc icwischoi) a iind h lYiontlioh aiiul die xwei 8 trah- 

licgendc PuncL m uiul dor iin- Ion, wclclio die von jencii Sira- 

oiidlicli ontrenUc Punci q dcr Ion oingosclilonscncn Winkol 

Goradeii A cin solchos Paar; hiilfion, mitliiii zii einaiuler 

iiud fernor ist in jGdom dor l)Gi- SGiikroclU sincl, eiii solcliew 

don Jhiiicio a, i) fiolbst oin sol- Paar; uud fornor i.si mil jodom 

dies Paar voroinigt/^ ^ dor Strahlcii a, b oin solclies 

Paar VGroiiiigi." 

p) „Zu irgond oinem feston p) „Zu irgoiid xAvoi zu oin- 

Puiict in einor Goraden A uiul aiulor scnkrooliiGii iind fosion 

zii dom iineiullich ontfornton Slrahlon, olwa o, cl, oinos cho- 

Puncto q clorsclbcn giclii os non KtrahlljnsclioLs SS giebl os 

niizaliligc zugoordncLo liarino- unzithligo zugoordncLo luirino- 

iiLsoho Punoiopaaro, wio ofcwa nischo Stralilonpaarc, 'wio ol- 

U, b, nnd zwar sind jo zwoi wa a, b, uiul zwar sind jo zwoi 

solchc Puncto glcich woiL von solcho Sirahldn gloich well von 
jonom foston Puncto m cut- jedem dor zwoi fosLcn Slrahlon 

fornl, nnd umgGkoJirt, jo zwoi ontfornl, und umgokchrt, jo 

Puncto, wolcho glcich wcil von zwoi Stvahlon, doren Winkol 

jonem festen Puncto ontfornt von jonon zwoi fostcn Slrahlon 

sind, sind oin solclics Paar.“ gohalftot werden, sind oin sol- 

chos PaarP^ 

7 ) „Liogt von vior harmo- y) ^Solilicsst von viovharino- 
nisclicn Puncton ciiicr in dcr nisclionStrahlon einor mil'zwei 
Mibtc zwiscliGii zwoi cinandor cinandor zugoordiicton glcioho 
ziigGorductcn, so ist soin zu- Winkol odn, so tliul soiu zugo- 
goordnetor unondlich ontfornt, ordnotor oin Gloichos, und uni- 
und umgekolirt, ist von don gokclirt, sind zwoi ziigoorcl- 

vior Puncton oinor uuoiullicli noLo Slrahlon zu cinauclcrsonk- 
ontfornt, so licgt scin zngo- rocht, so hiilfion sie dio von 
ordnotor in dor Mittc zwiscliGii don boidoii aiuloron Slrahlon 
don zwoi iibrigen Puncton/* oingoschlossoiicii Winkol/* 

Dio lotztou Siilzo (y), woldic oigontlicli sclion in (a) und (P) Guthaltoii 
sind, sind closhal]) noohmajs doutliclior ausgcsprochon wordon, woil sie sicli 
luif dio cinfachsten Fiillo von vior harinouisclion Elomonton bcziolioii; FiiUo, 
die of lor vorkommen und untor gewisson Umstiindon, wio loielil zii cr- 
acliton, Boquomlichkoit und Vortlioile gcwalircn. Solclie cinfaeho Kilo 
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a, b Oder iSlrahlen a, b (Fijv. t) zngeorcliioto barmonischo Piinclc odor 
Sirahlcii siml, lasst H\d\ folgendcrmasscn genaiicr bestiminon: 

Alls (leii obi gen Aiisdriicken (F, 2) 

ab _CU_^ Hin(a(1 ) sin(ac) 

t)b be ’ sm(b(l) sin(bc) ’ 
diircli wolidic die harnioiiLsoiio Lago dor jedosnialigciu vicr RIoinonte bo- 
dingt wil'd, (blgl lunnittolbar, wonn niimlicli dor IbnicF in in dor i\lillo 
xwisclicii a und b, mid dor Skald li in dor Jliko zwisohon a nnd b licgl; 
am-l-mb _ gm+mc 
bm— mb me— bm ’ 

H!n(ali-+*lul) «in(ali+hc) 

sin(bh— lid) ~ sin(cli — bli) ’ 
und daraiis Iblgl ieriior dnrcli bokannto Vorundoriingoii: 

mb.utc = ma^ = mb^ 

IgCli(l). lg(li o) = tgXalO = 

das hoisst: 

„15ci ii'gond vicr liarnioni- i.Hoi vior hannoiiiHolicii 
schen Pmiclon o, b, t), C isl das .Sl,ralilon a, d, b, c isL das Pro- 

iLCchieck (mb . Uic) uiilor don duct lg(lul).lg(hc) dcr Taiigon- 

Absliindcn kwcicj- ziigcurdno- ton dor Wiiikcl, wclclui zwoi 

ten Piniclo (b, c) voii dtunjoiii- ziigoordiioto iStrahlon (<l, c) mil 

gen Pii)tctc(m), woltdior in dor dom Hlraltlo (li) oinschliosscii, 

Jritlo zwisclien don zwoi ubri- dor in dor Mitto zwisciion don 

gen Piinclc’H (n, lb) liogl, gloich zwei iibrigen Slrahlon (a, b) 

dem Quadrat dos balbon Ab- Hcgt, gloich dor zwoitoii 

staiides (mn, mb) dor Iclztereu Pntonz dor Tangonte dos hal- 

Piiiicle von einandev.*' bon Wiukols ((ba), (hb)), wol- 

clion dio lotzten Strahlon oin- 
soliliosson." 

Oder; 

„l'*nr alio I’liuotcpaaro, dio „l'’iir allc Strahlonpaaro, dio 
in Jlezug aitf zwei fosto Piincte in Jlozug aiif zwoi fosto Htrali- 

(n, b) zugcorduotc iiarmonisclio Ion (a, b) zugoordneto harmoni- 

Puiicto siiid, ist 1) das llcclit- schc tilrahlon sind, ist 1) das 

eck untcr iliroii Absfciinden von Product dor 'L'angontou dor 

donijonigcn Piuioto m, wclohor Winkcl, dio sioinit don Strahio 

in dor Jlillc zwischcu don feston h cinscliliesson, dev in dor Mi tto 

Punctcnliegl, von bostiuuligcr zwischen don fostcu 8tra]ilon 

Grosso, und zwar gloicJi dom liogl, von bostandigor Grosso, 

Quadrat dos lialbon Abstautles und zwar gloich dor zweiton 
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{lor [(if; ten Vunote von ciiuindor; 
unci 2 ) jo zwei solcho ?unoto 
liogon jotlosiiial aiif oinorloi 
SGiU (lo« gonannton PiiiicioH 
in; und umgckolu’li: jodo zAVoi 
PuncLe, Avolcho die sen bold on 
nedingiingcn zugloi oh geinV 
goii, sind zug(5ordnoLo harino- 
niscdio Punol;0 in Bezng aiif die 
geuaniiten zwoi feston Puncto.“ 


l^otenz dor TangoiiLe dcs hal- 
1)0 11 Wink els, Avolchon die 
Cestoii Sirahlon einsohliessen; 
und 2) bcide Stralilen liogon je- 
dosinal anf oinorloi Suite doH go- 
nannlon Straliles li; mid umgo- 
kohi’t; jedc zwei Stralilen, avoI- 
ohe dicsen boiden Potlingiingon 
ziigleiohgonugcn, sinci zugoord- 
noto harmonischo Stralilen in 
Hozug aiif (lie gonamUeii zwei 
I'cHion 8trahlutn“ 


7 i w 0 i 11 11 il in 0 In 0 r 0 G o r a d o , n n d zwoi u n d ni o hi c r o h o n e 

S ti all 1 b u s c h 0 1 . 

9. Dor (iegonsiand dor bislierigon Bctrachtung botraf bloss die ZAVoi 
(lobildo SB, A, nilmlich einon obonon Sirahlbuschol 23 und oino Dcnule A, 
die sicli in soldier Hoziohung ontgcgongosolzt Avaron, dass ihro Jiloiucnl.o 
oitiandor anf bcstinnnto Weise eiilspraolioii imcl dadurch eiuom bostiinniton 
(rosetzo iintorworfon Avaron, Avobet die Gobildo project] visoh gonannt 
AViirdon. Dio woitero BotrachUing Avird sicli luiii aiif die Unlersucbiiiig 
dor gogonscitigon Beziehung ansdolincn, Avcldio cinorsoits zAvischen zwei 
Gcradon, dio mit doinselbeii Strahlliusdiol ])rojeeUviseh siiul, und andorer- 
soils zAvisclion zwoi Stralilbiiselieln, dio mil clorsolbcn Goiadon projcclivisch 
sind, und Ave](dio fornor ZAvischon inelireron (fobilden, f{ora<lcMi und Strahl- 
biiselieln, dio iiiiter oinaiulcr prqjoelWisdi siiul, slalllindon. 

I. Sind zwoi Gorado A, A, (Fig. 8) mil oinoni und domsolbon Siralil- 
biiscdiel 23 projocli visoh, so dass also boslimmto Jhmclc a, b, C, h, 
in dor Goradon A und bostimmto Punclo a,, 1),, c,, i),, ... in dor Goracleii 
A, auf lioi^limmte Weiso (§ 2) unlor oinom bosliimnlon Goselzo (§ 4) don 
Stralilen a, b, c, d, ... dos Slralilbiiscliols S3 ontsprochon, so sollou jo 
zwoi Ihincio a und a,, I) und c und u. s. av. dor Goradon, avoIcIio 
domsolbon Slralil dos Strahllmsoliols enisxireolieii, olionfalls ^oiitsproclionde 
ininote^* heissen, und dio Goradon solloii in Bozug auf das ganzo Systoin 
iliror enlsprochojidon Punclopaaro fortan „projGGtivisoli“ gcnaiml Avordon. 
Ihul Avoini dio projoclivisolion Goradon A, A, solelio bosondoro Lago liaiion, 
dass beido zugleich mit dom Stralilbiischol S3 porspccUviscli sind (§ 2), 
dass nainliclij odor Strahl dos Strahlbiischcls duroh dio iliin ontsproclienden 
Piiuolo beiclor Geracloix goht, (avIo oUva in Fig. 7), danii sollon dio Geradon 
obonfalls „porspootlvisolP^ gonaniit Avordon, uud claiiu heisst dor Pnnet 
S3 „Projcctions])unct“. Jodo aiuloro Lago dor Goradon, dio iiioht per- 

17 
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spGctivisch isl:, soil ^soliicfc Lago^^ lioisscii. Forner sollon sowohl 1)oi 
clcr scliicfcn, jils bci dor perspecti vise hen Lage dor Goradcii A, Aj 
die Slralilcii a, b, o, odor diejonigoii Geradoii aa^, lObj, CC,, . . die 
diirch eiitsprechende runcto gohcii, „Projeciionsstrahlon“ goimnnUvordoii, 
Ikd dor porspoctivisolicn Lago dor Goraden A, A^ (Fig. 7) gohoii also alio 
J’Kjjoclioiisstrahlon diirch cinon bosHini-nlcii Piinot, diirch den Projool-ions- 
puuct 33, und bildcn den gonamitoii 8trahlbiihchol S, ])oi dor scliiofon bage 
dagogen (Fig\ 9) trclfcji sio nicht in oinom l^incto zusamimMg {sondorn nio 
siiid ’eineiii underen sebr mcrkwiirdigon GokoIzo imtonvorlcn, wolohos im 
(.Iriiteii Kapitcl jialior uiilcrsiicliil wcrdcii wird. 

Poi Kwei projectivkokon Go rad on A, ist ferncr dio Eigonthiiinlioli- 
keit dor Parallelstrahloii in Erwahiuing zli bringen. Bcfindeii sicli z. H. 
tlie Oeradon init dom Slraidbiischol S3, und also aucli untor sioli, in |)or- 
.speclivisoher Page (Fig. 7), iind siiul q, r diqjouigen Slrahlon, dio jniL don 
rinraden parallel simi, also die Parallels trahlcn (§ 2), so oiilspridliL 
niifJiin <lor Punot in dor Geradoii A^ dom unondlicli ojiLroriUon ikincte 
q dor (foradoii A, iiud os eidspricht dor ]kincl r in dor Gcradon A doin 
unoiullich ojUfcrnlen PiincLo r, dor Goraden A,. Dio zwoi Piniolo v 
sollon foidan „dio DiirclisohiiiLLo dftr J^arallolsirahlcn" gcnaniiL 
werdou. Es isfc kiar, (lass, wonn niicli dio Goradcji A, A, in scldofe I^ago 
goI)rar?lU Avorden (F’ig, 9), dann dio ProjoctioussLrahlon q, r odor qjg, vi*, 
iinmorliin init iliiioii parallel bloibon (§ 2 ), woshalb lotztoro alsdaim humor 
niicli Parallels Iraki on heisson sollon. 

Endlioli isl, nodi zii beinerkon, dass, wonn dio Goradon A, A^ 
pcrspoetiviscli siiul (Fig. 7), claim in iliroin DurclischniUspunele (eCi) 
zwoi enisprochondc Pnneto c, voroinigL siml, incloni namlicli dor 

Projoelionsstralil e olfcidKir bcido Goradon zugloicii in jonem Jkmeto 
scbnoIcleL 

IJ, Siiid zwei Siralilbilscliol 33, 35^ (Fig, 11) mil, oinor iind dorsolbou 
Goradon A projoclivistik, so dass also bcstlmmie Slrahtoi a, b, c, cl, , . . 
dos Htraklhnsolieis 33, und bosliminio Siralilon a,, bj, d^, . , . dos WtrubF 
bilsdiels 33j dor Hoiho uadi bosLimniLon Puncten ci, 0, c, b, ... dor Gev 
radon A aiil“ die obon (§ 2) fosigesolzic Woisc onlsproolidn, so sollon dio 
Stralilonpaaro a und a,, b and b„ c uiul c,, ii. s. av. dor Hlralilbiisidiol, 
wclclie dcinsclbon Piinotc dor Goradon A ontsprcclicn, obciifalls „ojiU 
.sprookondo Kiralileii^* licissen, iind dio Strahlbiisohol solbsl sollon in 
Beziehung aid das gauze Sj'slom iliror cntsprccliondcji Htraliloiipaaro forlan 
„]jrnjG(5tivisck“ genaniU wercloiu llml wenu zwei projoolivisolm BLmld- 
bnsclicl 33, S3j solche bosoiulerc Jicigo luibon, class boide ziigloioii mil, dor 
Geraden A perspectivisch siiid, dass uiimlioli in jodem Jhiiicl dor Go- 
raden dm zwoi ikm onispreclicndoii SLraklcn oinaudor .sclnudclGii, (wio 
otAva 111 F7g. 10 odor auch in Fig. 5), dann sollon dio Straidbii.soJicl <*bcn- 
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falls ^^perspecti visch** licLssmi, uiul ilaiin soli die Gerado A ihr nP®*'" 
spcctivi seller JJureliseluiiti^ gcMuuiiii worden. Jedo aiidei'e Luge der 
Slvahlbiisehol 23, 35,, ia der diese aicliL pcr.spociiviseh sind, soil „sclucfG 
heisson. 

Iki VjWqA projeelivisclicn Hlralillnischcln 33, 23, giohl os iiu Allgo- 
laoinen iiiiler dor iiuziihligeu Meago cnlsproclioiidor Strahlenpaaio zwei 
besUmiuic Paare, die sicli vor alien ubrigen anf oigoniliumliehe Weiso aiis- 
zeichiieii, iiiiailich dadurelj, dass sowuhl die zwoi Straliloa dos oiiien als 
die dos amlorea Strahlbiischols vai oiiiandor roclilAviublig sind. Bonndcii 
sicli z, H. die Strahlbiisoliel in por.speetivi seller l.ago (IGg. 10), so ist im 
Allgomoiiion luir oiii oiiizigcr Krois unler den Bedingungen inbglicli, dass 
or iliireli dio Miiiclpmicto S3, 33, bolder Blralilbiiseliol gelio, uiul dass soiii 
Mitlolpiiiud ni in dean porspecti^Mscllon DurclischnilL A liege. Sind *3, t 
dio Durchschnilio diosos Kreisos lU und dor Go radon A, so bosilzoii olVoii- 
bar die zwei Sirahlonpaaro s und s, , t uiul L, , dio jonon zwoi ?uiudeii 
entsprcclion, dio vororwalniLo E i gen Iluimli cldc oil, da aiinilicli sowohl s und 
t, als s, und I, roeliio AVinkol (j523t, ^333, t, Winkol im Ilalbkreiso) oin- 
sehliesson, uiul cs folgl fornor, du.ss diesen zwei Slrnhleiipaaron uur iillein 
(lie gonannlo Kigenihiimlichkoil zukomnic. Da dioso Eigenscliari iiiohl von 
dor J/ago dor >SiraliIbiischel abhiingig isl, so lliidoL das Niiinlicho slall, weiin 
sicli dio lolzieron in schiofor Lago Ijofindcn (Eig, 11). Dio zwoi SLnililen- 
jiaaro s, I und s,, I,, sollon forian „dio Selicnkel dor onlsproohoiulcn 
roc !i ton Wijikul“ JiciH.seii. 

Noch nmg bemerkl worden, dass, wenn zwoi Strahlbiiscliol S3, 23, por- 
spocliviscli sind (Mg. 10), dann allomal zwoi enlsprocliondo Sirahlon o, o, 
aufoinaiidor fallen, niimlich dicsor voreinigio odor gomoinsobaniicho Sl.ruhl 
(oc,) isl deijonigo, wolclior durcli dio MillolpuiicLo 23 , 23, dor iSlrald- 
b (is oho I gohl, 

10. Boi projooUvischen Goraden iiiul boi |)iojoolivis(5hcn Slralilbiindudu 
kann ziiniiclisl uach don Gosetzon golVagl ^Yorden, wolclien Hire (ndsprochen- 
don Elonionlcnpaaro uiilorworfen sind. 

Da zwoi projoolivisclio dorado A, A,, zufolgo dor obigeii Erklariing 
(§ 9, I), mil oinom und donisollum Slnililbiiscliol 33 projecliviscli sind, so 
folgl (vormdgo §d odor §6) sogloicli, dass zwi.sciion irgoiid vior eid- 
vsprocliondoii ihinctepaaron boidor Goradon oin bcstimnUes De.soiz slait- 
lindon miisso. Dcnii shul a, b, c, d irgond vior Sirahlon dos Slnihlbiischols 
33, und sind a, 1), c, b und a,, h,, c,, b, dio ilmon (mlsprochoiulon Ihmclo 
in don Goradon A imd A,, so sind gowisso, von jeneii Sirahlon ahhiiugigo 
Doppolvorhallnisso sowohl gleich hesliminleii DoppolvorhaUnissen , dio von 
don vior orsloroii rimclcn, als aucli gloicli heslimmlou Doppolvorluilliiisson, 
(lie von don vior lolzieron Ihuicion abliiiiigon, folglicli miisseii aucli dio 
loizlorou Doppclvorluillnisso gloich jonon soiii, dio sicli auf dio vior crsloron 
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Piiiiotc bczieliLMi, uikI folglicli luit man (§ 4, II): 


(1) 

ac 

ftb 

a,C| 

n,b, 

be 

‘ bb " 

~ IJ.c. 

' b.b, ’ 

(2) 

ab 


a,b, 

fl|b, 

cb ‘ 

cb 

c,b, 

■■ c.b? 

(3) 

nb 

ac 

fl.b, , 


bb ' 

^ be "■ 

" i'.b. • 

bjC, 


I)a aiuIcm’SGits zwci projoctivi«chc Sti’ahlbiischol S3, 33j mit oincr ijn{l 
(krswlbou ficvadeu A pi-ojcctivisoh siiicl, so folgt iiliiilichor Woi.so wic vof- 
hill, (lass zwibclion jo vier cntsprcclioiKlcn Slr<alilmipaarcii a, 1), c, il utnl 
ap bp Cp (1^ bolder Stralilbiischol oiii bcstimintos Qosote slatl liudon mtissd, 
niimlich class folgcndo you dioscii Strahlon abliangige Doppolvorli/iltnisso 
gleich siiul (§ 4, II); 

siu(ac) ^ Biu(ad) ^ >sin(a,oJ ^ Bin( a^d^) 

^ ^ sin(bc) ' siji(I)d) ” siii(b,Q,) * sin(l)^i5 ' 

. sill (a b) sin (ad) _ sm(aj3^) ^ sin(a,(IJ 

^ ^ sin(cbj* sm(cd) 8iiii(Cjb,) * siii^o^d^)'’ 

^ ' siji(db)* sin(dci) siu(dibj ‘ 

Dicso Gcbctzc (I, IJ) lassci) sich, wio folgt, mil Worton aiissprocbcjii ; 



(y) „l]oi zwei projoctivisohea 
Gcradeii A, haboii jodo vior 
catsprocliciide Punctcj)<aaro a 
uad dp b ujul bp c luicl Cp b and 
&i sole he gcmeiuscliaftliolio 
IJoziohung zu einaadcr, dtass 
die clroi DopiiolvcrliaJtnisso, 
die ails don gogeusoitigon Ab- 
standoii der vicrPiinoto iu dcr 
cine II (to rad on zusamaiojigo- 
sotzfcsiad, gloicli siiid don drol 
Doppclvcrhaltiiissoii, die sich 
aus den gcgcnseitigcn Abstiiii- 
deij der vier Pune to in dor 
aiidercn Goraden zusaminon- 
sotzcii lassend* 


a) pBoi zwoi jirojocti visclio ii 
StraJiIbiLsclioIn S3, S9j hah on 
jodo vior outsprochoudo 8lniJi- 
lonpaarc a luul a^, b uiid o 
und Op (1 iiud dj soloho gomoiii- 
schaftUcho Boziohung zii oiji- 
aiidcr, (lass dio droi JJopjioN 
vorhiiltjusso, dio aus don 8i- 
uiissoii dor IVinlccl zwisclicni 
don vior Strahlon dos oiiiciu 
Stralilbiischols ziisaituiiongc- 
sotzlsind, gloicli sind don droj 
Boppolvorlialtnissou, dio hloIi 
aus don Sinussoii dor AVinhol 
zwischoii den vior Strahlon don 
an dor on Sirahlbdsohcls zusain- 
moiisofczon lasson.“ 


_ Esist woscntlich, zu bomerlcoii, dass boi don di-oi Ausdriickoii (I) dio 
^■loi- luncto m dcr ciucii Goraden anf ontsprochondo AVoiso oiiiaiulor zu- 
gcoitne siiK (^4) wio dio viorPuucto in dor andoron Ooraden, uad dans 
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Mc^hieio (ioi<adc inul moliimo Stialilbuschol. 


feiuier die gegonsoUige Lagc dcr oiiiJindor ziigcordiietoii JUinctepaai'o ebon- 
falls in boiclon Croi’udcn iiboreinstimmcud isl, niimlioli in dom Aiusdriicko (1) 
(bezogoii auf Fig. 7 udor 8) folgoii die zugeordiietcii Paiiciopaaro (a imd b, 
c imd b; Ct, iintl b,, c, mid bj) sowold in dor einon als in dor andoron 
Goradeii abwochselnd auf cinauder (§ 4, 0), mid in den Ausdriickon 
(2, 3) folgcii ilie zugeordnelen l^inetcpaare (rt iind c, b iind b; a, iind 
b^ mid ; odor a uiul b, b mid c; a, mul b,, b, uiid c,) .sowohl in dcr 
oinen als in dor aiulorcn Cloradon nacdi oiaandor (§ 4, a). ])ass dicsc 
UoborGinstinimung dor gcgonsciligen hago dcr ziigoordnotcn l^inciopaaro 
in lioidou Goradon immor .siaitfiiulo , folgi daraiis, da«s zwisclion jodcr 
Goradeii uiul dcin Siraldbuschcl 33, mil wclcbcm bcido projo(;iiviscli sind, 
oinc aliidiclio Ucl}oroin.stimmung obwalloi (EikLo § 4), wodurcli dean jeno 
nothwciuligor Weisc bcdingl wird. 

Ganz gIjojiso wird man audorcrscits in don Ausdriickon (fl), in llin- 
.siclil dcr ZusaTninonordninig uiul dor gogonscitigon bago dci zugeordnoton 
Strahlonpaarc in den zwoi Stralilbiisohcln SB, SB, , oiiic glciolio Uoboroin- 
siiimmmg Avalirnolnnen. 

Vcrmcigc dicsor UebcroiiisUmnumg und venneigo dor ()ljig('n Ausdriickc 
(J, II) solbsL Iblgl also, dass, wenu von don 8 Eloincnlon, auf die sich 
oinor dicsor Ausdriicko bozlclii, irgond 7 gegeben sind, daiin das aoliio 
Elomontr dadurcli ganz unzwoidoiitig bosliinml soi. Doiin sind z. II, die 
7 Piinclc b, c, b; rt,, b,, u, gogobon, so isl dor Worlli dos Voiiniltnissos 
a,b, :b,bj durcli dio drei iibrigon Vorliiiltnisso oinos dor droi Aiisdriitjlco (I) 
gogobon, nun konnlo alior dcr gosiiclilo Punol b, dicsoin Worllio in zwoi 
vorsoliioclonon Jjagon goniigon, und zwar so, dass or das (lino Hal zwischon 
mid das audorc lilal jonscits dor feston Puiiclo a,, b, liigo, alloin da dio 
gegensoitige Lage dor vior [kincio a,, b,, C,, b, mil dor doi' vior Punclo 
Ct, b, C, b iiboroinslimmond soin muss, so wird daduroli cnlsoliiodon, wololio 
von den 7 A\oi Lagon doni rmioic b, iiiir alloin zulcommon kiiiino, Auf 
ganz ahnlioho Weisc folgl, dass wonii audorcrHcils von don 8 Siralilcn, auf 
wolcho sicli dio Ausdriickc (If) boziohen, irgond 7 gogebou sind, dann dor 
aclilo gonaii boslimml soi (vorgl § (>), Also iblgon nachslelioiulc Riilzo: 

P) „Das gaiizo Syslom dcr P) „l)us ganzo Hysloni dor 

entspre cliendcn PiincLopaaro cnlsprocheiulon Slrahlonpaaro 

in zwoi projectivisolioii Gora- in zwoi projooiivisclion Slralil- 

don A, A, isk boslimml, wonii biischcln 33, SB, isl bcslinimt, 

irgond dreiPaaro gogobon sind, woiin irgond drei JUiarc gogobon 

d. li., sobald droi solclio Paaro sind, d. In, sobald droi .solclio 

gogobon sind, clwa (l, b, c und Paaro gegebon siiul, ohva a, b, c 

rt,, bj, Cj, s'o ist zu jedom Im- und a^, b, , c,, so isl zu jodem 

liobigoii viortoii Piiiiol (b) in boUebigon viorlon Slralil (d) 

dor oiiioii Goradon (A) dcr ihm dos oinen Stralilbiisohcls (33) 
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ontsprecliGiulo Puiict(bjin dor 
undoren Gornden vermogo der 
Ausdrticke (J) geiiau bo- 
stimiiit." 

Unci YAVfiv folgt 

Y) ,,1)4188 man in zwci Oora- 
doii A, A, ganz nacli Wllllciir 
drci Punctcpaaro, eiwa a uiul 
Bund I),, cnnd c, auswiililoii 
iiiid sod anil fcst.setzGn konnc, 
dio Gcradcn soJlcn projects 
visch uiid diosc droi Puncto- 
paaro soli on cnLsprcclioiulo 
Piuictcpaarc soind* 


der ihm oiiUprocIiondo Strahl 
(cl,) dos andorcn Hlrahlbiisclxcls 
vermdgo rlor Ausdrucke (fl) go- 
iiau bosUiiirntd^ 

(voi's-l. § (5, p): 

y) „I)a8s mail in zwci Stralil- 
hilscliolii 33, gaiiz nuch 
Willk lir droi 8 fcrahlonpaaro, 
elwa a iind a,, b and b,, c luid Cj, 
auswiililon unci sodaiin fost- 
soUou koiuie, die 8Lrali!bii«choI 
solloji projoolivisch iiiul dioso 
drci Stralilonpaaro sollon out- 
sp j’o c h on d 0 S t r a h 1 o n p a a r c 
scin/^ 


Unci fcrner folgl diiroli Umlcolirung: 


o) „Sind dio PiiiicLc rt, B, c, 
b, , . , iiiid , bj , C,, b,, . . . in 
zwoi (ic radon A iind A, dcM- 
ReiJie nacli dcrgosLalL gcpaart, 
clas.^ zwischon jo vicr PuncLc^ 
paarcii die obigon Uodingungon 
staltfindon, naniJixjJi class sic 
(loin Gosotzo (J) goiiugon, unc! 
dass dio gugonsci Ligo Uago dor 
viorPiiiiotc in dor oinon Ocra- 
don mil der dor vior J^uncic in 
der aiidoren Gcradcn uborcia- 
stimmend isl, so siiid dio Gora- 
don in Beziohiing aiiJ' alio jono 
J^ino top aa ro p roj o o Li vi sch/^ 


6) „iSind dio SLrahlon a, b, 
0 , cl, ... iiiul a,, I),, c, , (I,, ... 
zweior iSCraJilliti.sclioJ 23 uiid 23, 
(lof Roilio iiach cl or yes la 11. go- 
paarl, (la.s.s zwi.solioii jo s'icr 
iSU‘ahlciipiiai ’011 clio oMgou 13(\- 
cliiiguiigon stall finclcn, niim- 
lich class sio doni Gosol/.o (IJ) 
goniigcn, uiul class clio gogou- 
scitigo I, ago dor vior .Straliloii 
dos oiiion Strahlbusclicils mil 
dor dor vior Slralilon clos aii- 
dcron Stralilbiisclio] s iiboroiii- 
.sliaunoJid ist, .so sincl clio Oera- 
cloii in Rozioliung aur alio jono 
S trail 1 on p a aro p roj o c t i v 1 s c li. “ 


il. Bevor dio bo.sondorcii I'aHc dor so obon aidgostolUon SiiUo (§ 10) 
niitorsucht worclon, .sollon dioso ncb.st oiiiigon friihoren Siitzon orst kurz 
wicderliolt, niul iiooli oinigo I'l'cvoilcriKlo li'olgoriingon daraiis gozogon woi'- 
cloii, die sodann ziisaninien dio I'lindainoiitalsatzo idier projcctlvi.soho florado 
line! e))ciio Slrahlbiiscliol 8ii.snmclic5n uiid closlialb boi spiitoren Botrach- 
liuigon Iiiiiiflg AnwoiKliing riiuleii. 

1. Dio Siitzo (§ d uiul § 0) iiiid clio vorhin au.s ihneu gofolgerton 
iSiitzc (§ 10) Ias.scu sich, wic folgt, kiirz zusaniinoiifasscn: 



Mi-bioic Geradc inui meliioio Stiahllju.schel. 2()5 

<y) yi-NVoi [>rojeGtlvi Still Oil Crohilclon — scion os oiiio 

Goratlo iiiicl ein obencr Sirftlilbiisuhol, odor zwei Gcrado, odor 
zwoi cbone Stri^Il^)U^’Cllol — shid die Dojipolvorhiiltnisso, wolclio 
tlurcli irgeud vior Elonieiitc dos ciiicii ficbildos bcsGiumt wer- 
dcii, gloioh doji IdoppolvorhaHiiissoji, wolclie diiroli dio vicr ent- 
pprcolicndGii iilomcnlc do.s aiidorcn Ooljildos bostimmi wordoii; 
foi’jior ist dio gogoiisoiii^a' Lago dor vior lllomoiitc cLus ciiion Cic- 
hLldert ubcrciiisii iiimoiul niLl dor dor vior Elcmoulc dos aiidoreii 
(jGbildcs. 

p) 5 , Dali or isl das gaujic System dor onisprcchondon Ele- 
mon t eiipaarc zweior projccii vise hen (Icbildo bcsLiiniul, woiin 
irgoiid drei soldier Paaro gegobon siiuL‘‘ 

•y) j,Und zwar Icdniion sdclio droi Paaro gaii/. iiacli WUlkiir 
ajjgenoiiniion Averdou.^ Uiul umgokohrl. (a): 

o) „Siiul die Elomcnto zweior Gobildo dorgostalt gepaari, 
(tasH die diircli irgeiid vicr Eloinonlo des oinoii Gobi Ides he- 
rtLiiiiintoii 1) oppel vorhaltnisso gloidi sincl don ditrcli dio vior 
G jitsp rochcii don Elomonto dos and cron Clobildos bos Li mm Lou 
[) 0 ])[)cl vovlialLiiisscn, wo lid noLhwoiid igor Woiso dio jcdosmaligoii 
1) oi (lorsoi tigen vior Uloiii ojilo ilberoinsLinimoiido gogousedLigo 
Lago luiboii jnussiMi, so sind dio Ocblldo in Hoziolunig aiif alle 
jeiio Ele men Loup aaro jirojcctivischd^ 

[I, Aus (loji vorsLohoiulcji Silicon foJgt inuniLlolbar dor jiuchsLislioudo 
iimrassoudo Salz: 

a) jjHUkI zwei Ocbildc — Goradn odor oboiio SLralilliuscliol — 
iiiU oinom dritton projooLi visoJi^ so sind sio os aiudi untorsitiln“ 
Diesor Salz uiiirasst namlioli iiatilisLelumdo scjolis ballo, woven dio 
zwei erstcni selian ol)on (§ 9) ats Eiiliining pnijotiLivisolier (loradon utul 
proJecLi vis(dicr Strahlbiisobol gegcdion wurdoii: 

p) „»SIiid zwoi (lo’rado P) ^Hitid zwoi iSLrahlbiischoI 

jnit einoin inul demsolhen SB, 33, miL oinor uiul dcrsolbon 
8 ti'alilbiisdiL'l 33 projcxjLiviscdi, (loradoii A projceLiviscli, so 
so sin<l sio os aiicli uiiLor sioli,“ sind sio cs aiioh luiLor sioh.“ 

Y) „Siiid oiuo Goracio A mid Y) ^Hind oiii Stralilbusohcl 

oiu SLrahlbiisoJicl 33 iniL oinor 33 und oino (lorade A iriiloinom 

ujkI dorscl bn n G oraden a, [>ro- uml dornsodbon Stralilbilstilicl 

j (; oLi V iscJi, si> sind si<3 os aucli 33, prujooLivisidi, so sind sio 

nil tor sichd^ os aiioli iinLor sioh/^ 

5) „»Sin(l zwoi Gorado A, 3) „*Stiicl zwoi Rlrahlbuschol 

inU oinor driLioii fioradoa A,^ 33, 33, mil oiiioni driLLon Slraiil- 

projocti visoh, so sind sic os buscliol 33y projccLiviscli, so 

ail eh imtor sicli,‘‘ siiul sio os autih uiiLcr sich/^ 
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11 r. Diu-cli ’^^'ie<lc^holung uiid ZusamincnsotKiing dor vorstclieiicloii 
.Satzo (II) gelangt man ununtlolbar zii clem iiachfulgeiidoii aiisgcdoliiiLci-oii 
Sat/.u; 

„Iht bei irgond oinee Aiizalil voii n Crobilden — Gerado un<l 
elicnc Slrahlbiiscjbol — in irgcud eiiior bcstiminloii Ordniiug f;'*” 
iioiniiicn, d(!i' lioilic iiach jodcs Gobildo mil dcm darauf fnljgc’ ii - 
don piojccti viscli, so ist jcclcs mil jcclom, also namentlich aiiwlic 
das csrstc mil doin Ictzlcn, projoctiviseli." 

12. Was nun dio vorhin orwiihiiloii bosoiidoron Ifsillo anbctrilTl (§ J 1 ), 
.so sind davoii zwci Aden zn uiitorscheidoii, uiimlicli oiitwoder sliicl l»oi 
beliobigcii Gobiidcn solclio Elomcntonpaarc zu bcli'achtcii, I'iir woldiii 
dio Ansdi'iicke (§10, J, 11) wc.scnllioli vcroinfaclil wcrdcn, odor os Him I 
soliihe Gobildo zn bctrachtcii, bci douon I'iir jo vicr culsprcolioiHlo Klo- 
inoiitcjipaaro jciie Ausdriicko vurcinfaoht wcrdoii. 

Dio besoiidercn Fiillo dor onsLcii Art cnlstohoii dadiircli, da.ss diirtsh 
dio Eigouthiiinliclikeit dor Elomcntonpaarc onhvodor cinzolno VerhaUjiisHCJ 
in den genaniilcn Aii-sdriickon gleicli 1, odor da.ss dor ■Worth oino.s Doppelvcir- 
h!iJtni.sses glcicb 1 wird. Dio wichligstcn Fjillc dor Art .sind folgondo: 

1. Kinnnt man bci zwei projeclivi.sc]icn Goradon A, A, anslatt dorrnnoUi- 
purire c und c,, b und b, die zwci J’unotopiuiro t] und q^, r und v,, clio 
den l‘arallolstraldon ziigolioioii, wo niimlioh q, v, dio uiicndlicli cjnLfonil.nij 
L'unole dor Goradon A, A,, und wo q,, v die .sogonaiuUcn Duroii.solui i h In 
der Parallclstrahlcn .sind (§9, 1), .so wcrtlon dio Ausdriiedeo (§10, .1) 
(zufolgo § 7, i), wie folgl, vorcinfacid: 


( 1 ) 

( 2 ) 


C-) 


i .i!I _ , 

■ hx - Xq, • 

nb:av = A:1 

q.'i. 


(lb 


Ati.s dem orstercii Ausdriicko (1), dor bci .spateroii Dotraclitinigon diircli 
zwockmassigo Anwoiulung zii incrkwiirdigon lAilgoriingon ftiliii, I'olgt: 

W ll)i':nr = fl^q,:l),q„ 

oilur 

(f*) _ ar.tt,q, = bi-.b.q,. 

NiinnU man andorcr.seits boi zwei projccbivisolion .Strahllni.scliGln 53, 
S aiistatt dor .Strahlonpaaro c und c„ d und d, dio zwoi rochtwinldigon 
eisprcchoudon Strahlcnpaare s mid .s,, I niid I,, d. Ii. dio Solionkcl doi- 
eiitsincclionden recliton Wiiikol, wo niimlicli sowolil .s und 1, al.s .s uiul t 
zii oummlcr rcchtwiaklig sind (§ 9, 11), so wordon dio Airsdriicko (§ 10, 1 1 > 

0 >ctt a h voroinfacht, mid naracntlioh wird aiis dom orstoroii dorsolijoji 
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Miiliuno Gcnulo iiml iiioliicio tStiahlbufjcliel. 
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(welchor wichliger i,si, als die boidon n]>i‘i|^on)^ wejiii man bomorkl, dans 
sin(90^rtx) = co«x, also z. 13. siii(at) = cos(as) 

siii(as) ^ cos(as) co>s(a,i,) ^ siii(ajtj) 

^ ^ s{n(bs) ’ oos(bs) cos(b,tj) * 8m(b,t,) ’ 

odor 

(t) tgO^s) : = (■gClJiU : I'gOHl'i) 

uiul 

(o) lg(aH).(^(a,l,) = tg(bK).tg(b,l,). 

Ebon so hat man 

Cl ,) IgO'-O : IgClj 0 = tgClb^i) : IgOb-'*.). 

Ill id 

(fi,) tg(al).lg(a,s,) == l.g(l)l).i«(b,.s,). 

Dio Ausdriicko (p, 3, oj ciiiliallon, mil Worton ausgosproclioii, nach- 
rolgondo inorkwiirdigon Siilzo: 


„Bg] /Avoi projoclivisolion 
Goradon A, ist das Rcolit- 
eck (av-a^qj untor denAbsLiin- 
don ii'gcnd zwoior entsproohon- 
don riiiioto (aja^; odor I), hj,,.,) 
von don Durchschnilton (t*, qj 
dor ParalloistraJiIon unveriin- 
dorlich, d. h., fur alio J^tnotc- 
paaro hat dieses lioclitook 
cincvloi lnliali“ 


„I3oi zwei projootivisclicii 
Stralilbnscholn S3, S3i ist das 
Product aiis den Tangenten dor 
Winkol, wolclie irgeiul zwoi 
onlsprcchondo 8 traliloii in it 
don ungloich luimigon Sclicii- 
kolii (s, t,, odorSj,t) dor ent- 
sproclioiulon rochtoa J'Vinkol 
einscliUosson, von uiivoiitndor- 
licliom Wortlio.^* 


Wonn also boi zwoi prnjoclivischen Ooradou A, A^ dio Diu'ohschuitto 
(v, qj) dor Parallclsirahleii imd aussordom irgond oin Paar oidspreclioiulor 
Puncto a, gcgolion sind, so sind dio Aiisdriicko (c(, p), durcli wolclie m 
irgond oinom PunoLo dor oinon Goradon, olwa zu dom Puncie 1) in dor 
Goradon A, dor ontspi'ochondo Punct in dor andoroii Goradon A, lio- 
stimmt wird, solir oinfach mid bequom. Nobsidom nainlioh, dass (lurch 
dio goiiaiiiUon Ausdriiolco iibor clio Grosso dos Abstaiulos (b^qi) dos Piiiictcs 
von dcin Durchschnitto q, dos l^arallolstralilos ontschiodou wird, wird 
durcli dio Uoberoinstimmung dor gogoiisoitigcn Lago dor Ihmctc in boidon 
Goradon dio Lago dos Punctes b, gonau bostimmt, denn jo nachdem dio 
Puncto a, b aiif oinorloi odor auf vorsohiodonon Soiloii dos Pimoics r 
liogcn, bolhidoii sicli uboroinsiimmond dio Puncto a,, b^ auf oinorloi odor 
auf Giitgogongosotzton Scitou dos Pimclos qj (§ 10), AVio loiclit zu 
aohoii, findot andororsoiis boi don zwoi Slralilbusclioln S3, 33^ in lliicksiclU 
dor Ausdriicko ( 7 , B) Aolinlichos stalk 
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Es ist lerner leiclit zu schen, dass umgckclirfc, wciiii in zwel piojooli- 
^i^chen Gcnidon A, A, irgniul droi oiiisprocliciide Puiictopaaro a, C und 
rt], bj, Zi gcgcheii siml, danii cUircli diuHolbcn die PurclisdmiUo r, 
Eaiidlclsirahlcn besfiiiimt luid miUcIsi dor Ausdriickc (I, 2, B) odor (§ lO^ 0 
zu fimloii siml; iind dass ebon so, wonn in zwoi projoctivisclion StrJilil- 
husehcln 93, irgcml diei oiiisprochendo Stnihlcnpaaro ii, b, o ujkI 
bj, c, gegcbon sind, datm die SchoJikol (s, t, s,, l.j) dei’ c]UsprGchciiil<’a 
rcclitcii Wiakol (st), (SjtJ vermbgc dor Aiisdriicko (§ 10, J I) bosUmiiiL und 
zu linden sijid. 

IJ. A^on den Ausdriickon (1, JI, § 10), (aiif Eig. 7, 8 und 10, II l>o- 
zogon), gestaitcu veniioge dor gogenscitigon Ijago dor EleinonLo iiur /,wcd, 
iiamlich niir die Aiisdriicko (1, 4, § 10) don bosondoron Pali, dass doj* 
Werth derdarin cnUialieiien DoppelvorhaUnisscgloicli 1 wird, und da alschiiui 
die beidorseiiigen vicr Elomcnio, aiif die sicli dor jodosinaligo Ausdr’iiuk 
bezielit, zugleieh hannoiiisch sind (§ 8, 1, a), so IbJgL also (was zum "I'liidl 
^chon in § 8, If ausgesprochen): 


„Dass bei zwoi projectivi- 
schen Ooraden A, A^ irgend 
vicr harmonise ben l^nicLon in 
der eincji (So radon auch vior 
iiarinniiische EuiicLo ill dor an- 
do roll (loradeii onisprochcu/' 


„l)uss boi zwoi projecLivI- 
schen SLrablbiiseheln 95, 33i ir- 
gond vler liarnionisolion 8 Lrsi li - 
Jen in dom oinon Bliscjhol nLi(di 
vicr harmonisclie Strahlou in 
dein andcron Buscliol (‘ut~ 
sproclion.^ 


Und uingokohrl (§8, I, p): 


„8ind in jodor von zwoi 
GeradeiiA, A, irgoiid vier bar- 
moiiischo Punctc a, b, H), c und 
gogeben, so kann 
mail anf aclit vcrscliicdonc 
Arteii festscizoii, die Geradoii 
sullen prujectivisch und jonc 
J^incte sollcn cntsproclicndo 
Piinctcpaarc sc in, und zwar 
ist dazu nur orfordorlich, dass 
in jedom Eallo irgend zwoi zu- 
gcurdnele harmonisclie Puacto 
der oinon Goraden auch zwoi 
ziigeordiictoii liarmonisohcn 
Puncten der and cron Goraden 
entsprcciicn/^ 


„8iiul ill jodoni von wni 
StraliJbusclioln 93, 93, irgoud 
vier harmonisclie 8LraliIon a,, c|, 
I), c und a,, d,, b,, c, g’ogolxui, 
so kann man aiif aiGit vcrsoluis- 
done Arton rostsotzGii, d i o 
►Strahlbiiscliol sollon projoc, U - 
visch und joiio Htralik'n sol I on 
ontsprochondo .Stralilonpaa rti 
soin, und zwar isL dazu nur 
J’urilcrlicli, dass in jodom PuJ la 
irgend zwoi zugeordnoto hitr- 
monisolio Sirahlon dos ointjii 
htrahl bii schoJs aucli z \v ts i 
zngoordno ton havinoiiiso li e n 
jStralilcn dos andoron Stralil- 
Inis oil ols eiitsprochom" 



13. 


Moiucic G 01 ado mid mohiorc Stiahlbuschcl. 




115. Die bosondorcn Fiillo cler zwcitoii Art (§ 12) hcstolion claiin, 
class bci don projcclivisclieu GeradGii A, A, entwcdor jg zwoi ontsprcchcndc 
Abscliiiitto gloiclies VGrlifiliiiLss zii oinandcr halioii, odor oiiiaiider gloicli 
siud, iiiul dass bci den prqjociivisclicii Htralilbiischeln S3, S3| jc zwci 
onis])rcc]ioDdc Winkcl oinandcr glcicli sind. Von dor Mdgliulikoil diesor 
I'MIlo kann man sich leicliL uberzoiigon, wcnii man die Ocbildo in por- 
sp<iGLiviscluu’ Lagc bctiaolitot, niimlicl) wic lolgt. 

I. a) Bci zwoi porspcctivisohcn Goradon A, Aj kdnncn die beson- 
doren Umstiiiido einliotcn, class enlwcclGr a) dor rrojcdionspunct S3 (§ !)) 
unondlicb cntlbrut licgl, so class die Projcctioiisstralilen a, b, c, . . , slunmt- 
lich [laraUei sind (wic z. 13. in b’ig. L2), odor p) dio Gorailcn A, A, kiiniicii 
parallel soin, und dor Prqjccdionspimci 23 oiiLwedor 1) zwisclicn donsclbcn 
(wic in Pig. (>), ndor 2) joiiseits dersolbcn liogon (wie in klg. JB), In 
jcclom diesor b^allo fiiidci ofTenbar dio bosondorc Eigoiisoliaft sLall: „l)ass 
je zwci onlsprocboiKle Abscliniite dcr Geradon A, A, oinerlei 
Verbal Imiss lial)Gn,“ so class man also, sUU. dcs ubigon Gosolzo.s 
(§ 10, J) in dicsom Palle z. 13. hat: 

ah ac ab be 

( I ) U— = = — = -3 = II. s. w, 

afil a^c^ a,b, h^c^ 

>^woi Gorado, (lenoii dioso l)csondc)*e HigenscliurL ziikomml., sollon forbin 
projodiiviseli „ahnlich“ liejsscn. 

Alts dom Vorsloliciulon folgl iinmilitolbar: 

„I)asK das ganze Sysioni dor onisproohondon Punotepaaro 
zwoior |)rojecUviscli iilinriclior Goradon A, A, bosiiininl. soi, wonn 
irgonrl zwoi sol oho Paaro gogebon sind.^^ Und 

„l)ass man naoli Willkiir zwoi sol olio Paaro an noli men iind 
sodann fostsolizon konno, dio Goradon sollon projeoLi viscb iilin- 
liob und jeno Paaro sollon onlsprooliondo PiinoLo|)aaro soin.“ 
bkirnor folgl mil. Iliioksiclii aiif das Gosolz (§ 10, 1): 

„l)ass zwoi projooUvtsoho Gorado A, A, allomal alnilioli s-ind, 
soliald irgond droi Paar onLsprocliondo A bsobniUiO, wolcho dnrcli 
droi Paar onl.siiroolioiulo Piincl.o, oUva o, b, c und a,, b, , bc- 
sUmini wordon, gloiohos Vorhaltniss babon, d. In, wonn 
.ab: a,b, = ac: a,c,===bc:b|C, 

islrP‘ Und: 

„llass zwoi projocl.ivischo Gorailo ithnlioli sind und por- 
.spoctl visoli liogon, soliaUI irgond dvod ProjocUonsslraliloii, oiwa 
a, [), 0 jiarallol sliuL“ 

Nocli bloibli oin Urns land zu bomorlcon, dor bci spiiLeroii Bolrracldiingon 
inlorossanio Folgon naob sicb zjoht, nanilidi class bo i proj ocLi visoli iihn- 
liclion Goradon A, A^ jodoin ondlioli ontfornion Pnneio dor oi non Goradon 
oil! ebon 'soldier Piincl in dor andcron (loradcn onispricliL. Donn in Kig, 12 
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(niJoL ofrcnbnr gar kcin J^arallelstrahl q slatt (§ 9, 1)j und in Fig. 6 nnd 
13 lialjon beido Cioradon cinon goinein.sohafilicjlicu Parallolstralil q. Dalicr 
j'olgfc al.so iiotlnrciidigor Woiso: 

„l)as.4 bei zAVci projo(5L]viscli iilinlichen Ocradon ibro zwoi 
iiiiojullicii onircniton Puncto ((f, q,) enLspi’Ochoiulo Piinoto 

imigckeliri: 

„\Veiin boi zwci projooLivi.sclion Gcradon ihro iinoiullioh ant- 
font ten Pnneto cn tsju’oelioiulo Puiicto sincl, ,so sind dio Oo radon 
ahnlich/^ 

l>) ^Vonn fonior bei /nvoi projoctivisohoii Goratlon oniwodor 

cf) (lie Projectiousstralilon a, b, o . . . piinillcl (Fig. 12) iiiul lioido Oonulo 
itiit iluion gleicho AVinkoJ oiaychliosNon (so dass baa, —bjibn), odor 
p) wnnn dio Goradoii parallel mul dor IVojociiunspunct 33 in dor Mitto 
zwisclion iluion Jiogt (^Kig, fi), odor ondlioli y) woiu) sowolil die Ooradon 
als die Projcotions.strablen iiiUor sioh parallel sind (Fig. 14), dann fiudot 
oftbnbar clie bosondoro Eigonsclmft sialt: ,J)ass jo zwoi oiitsproohcnde 
Al)schnitte dor Goraden A, A, oinaJu(<sr gloicli sincl/^ so da>sH man 
statL dos vorigen GesoLzos (a, 1) in cliosom Fallo hat: 

(2) ab— n,l}„ ac = a,c,, bc = l(),c, u. s. w. 

Ill dem gogonwiirligcn Fallo sollon desbalb dio Gorailon A, A, pro- 
joolivisoh ^gloicb* (coiigrnoiit) hoissem 

Dioser JJotraohtung ziifolgo isL also „bci zwoi projocti viseb gloi- 
chen GcMnidon das gaiiz (5 System <lor on ts pro oh end on Pu no to- 
ll aarc bostiinmt, so bald oin eiiizigos Paar go go bon ist/^ 

Aiioh Iblgl, win lotcliL zu solicii, „<lass zwoi projoollvisoho Gorado 
AjA, allcinai gloioh sind^ soliald irgoiid droi Raar ontsproohondc 
Ahschiutto doi’solbon, wolchc duroh drei ontsproclioiido Puiioto- 
paare, otwa a, b, c and a,, b,, c, bostimmt wordon, oinandcr 
gloich Kind, <K In, woun 

— ac = a^Co mul bc^b^c, 

Encllich folgl (a): ,jl)a8s ))oi zwoi projocti viscli gloiclion Oora- 
(lon ihro niioiKlliob oiitfornton Puncto oiitsproohendo Puncto sind." 

IK Zwoi porspGCti visclio Slralilbnsoliol S3, 33, Idmiioii inshcsoiidoro 
so soil!, diiss ontwedor a) ihr pcrspcctivisolicr Durolisclinitt A (§ 0, 11) zu 
ilircm goinojnscliaftUolioli Slrahlo (oo,) rccliLwinklig xind von don Mittol- 
pniictcn S3, S3, dor Strahlbiiscliel glcicli woii ontfcrjit ist (wio otwa Fig. 5), 
so dass jo zwoi onfsprccliondo SiraJilcn gloiclio Sfciicko you oiiiandor ab- 
solineidoii, namlicli 33 a = 35,0, 55'6==:35,b; u. s. w., odor p) dnss jo zwoi 
ojiLsprcclieiulo Straliloji parallel sijid, woIcJios niiinlioli dann ointroion wiirdo, 
wonn man in Godnaikcn die Figiir 10 sich so vorandeni liosso, dass, wiih- 
roiid dio lilittolpniicto S3, 33, dor Slrahlbiischol lost blicboii, doroii per- 
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iviKolior DiircliticlinHl A nidi ins Unondlicho ('iilfiiriite, wwliirch I'ig. In 
Kiulo. Tn jedom tliosoi’ kwci Fiillo fincluL oirmibar die bosondore Higeii- 
Ucliboil slaLl; 

„l}as.s jc zwei cuts pi - 0 0 kendo ‘Winlcol dor beiden 8lrahl- 
licl as, as, cinaiiflcv gloich sind;“ so dass man also slatl des 
n Geselzos (§ 10, II) iiur clio einraohe Jloziolmng hat: 

I (ab) = (a,b,), (iic) = G'i,«,). (!*«)= w. 

Zwoi Stralill)iischcl, doiion dieso bosondoi-o Eigonscliaft zidioinmt, sollen 
aiivisch „gloicli“ lioisscn. 

Rs I'olgt alls diesor Eigonsolial'l imniittolbar: „l)aHs das ganzo 
om del- cutspreelieiuUui Stralilonpaai-e zweiei- pi-ojocUvisch 
-her Sti-ahlhiischcl licslimmt soi, sobald ein oinziges solobos 
, otwa a, a,, gogobon isl." Jodooli sind dabei in Ifinsichl dor 
iiaiulovfolgc dor Strahlon odor dor l-ago dor .Stralilbiiseliol ’/.wot kiillo 
titor.sclioidoii. Niimlioh man kann die .Sl.ralili!n dor Ihdlio nacli in 

II Sti-aklbiischeln oiitwcflor in gleiclinr odor in lungekehrlor Ord- 

aufcinaiKlerfolgciul aimcjimen; d. 1i., man kiinii annolimoii, die Stralilon 
L, 0 , ... nnd a„ d„ !),, ... Mgon sicli, von don iMiUoI|Hinoton 

trablbiisobcl aiis hclniclitet, entwodor J) in boidon .Strablbiisohobi 
..shorum, odor in boidon liiiksboriun (wio '/.. Ik Kig. I.k) odor 2) in 
linen .Straldbiiscbol vccli Lsluu-nm und in dom andoron link.slioniin 
i!. IS. Fig. 5). Das Oosaglo findot slatl, dio Straldbiisoliol miigon sick 
rspoctivischcr odor scliiolor hago iKdindon. Iin Fallo (1) .sollon dio 
bii.scbcl „gloichliogoiul“ nnd im Fallo (2) sollon .sic „iingleioh- 
II d“ lioi.sscn. AVird dor oitio HLraldbiistdiol in (iodaidccii mngowaiuU, 
.viodoriiin zu dom andoron in diosolbo Ebeno gologl, so wird dio 
ngsfolgo soinor filraldcn ofl'mibar onlgegongosoizl, so (lass, wonn dio 
biuscliol vorhor gleichiiogond wiiron, sio jnlzl niigloiohliegond 
iiml aiicli niiigokolu'l. Dioscr UnLoi-sclnod dor laigo zwoicr projcoli- 
gleiclior iSlralilbiisoliol giohl .sich woilor union boi dor Erzougimg 
ogoLsohiiilto auf sclir aiiflallonde Woiso kniul. 

s folgt forner: „J)a.4.s zwoi jirojocli vischo filraldbiisobol 58, S3, 
al gloioh .sind, sobald irgond tlroi IMiar oiilsprochondo AVin- 
3 r.selbon, wolcho durcli drei oiiLsprochondo iSLralilonpaaro 
Tfimt werdon, gloioli sind.“ Und: 

Dass dalior zivoi projoclivi.soho Slrahlbiisohol gloicb sind 
lorspoctiviscli Jiegon, sobald irgoud droi oiitsproclieiido 
Icnpaaro parallel .siudd* 

idlicli raag noch boincrkt ivcrdcn, ilass os bci zwoi projoolivisoh 
11 Strablbiisohobi niehl nur oin PtWir ontsprccliondcr rcolilcr AAhnkol 
§ 9,11), soiidorii dass violinohr , jodom roolilon AViakol do.s oincii 
n'iscbcls auch ciii oboii .soldier im andoron oidspriolil. 
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VoiJ ilri ♦(oj^ciisoitijjoii La^e doi Gobildo iiiul don diirch sio b odin K 
Satzcu und Aiifg^abon, 

14 Nachdom die allgoineiiicn mid bosoiuloron Gcsotzo, dio 
dim ol]^^|>^ccllenden Elcmentenpaarcn zwoior projoclivisclior Gcmden A, A, 
und zweior p mjcclLvi seller St raid biischol S3 j stattliiidoii, imtorsuidi^ wnr- 

fkm, siiid nunmehr dio Eigonschaften , wclclio von dor gogeiisoiiigon 
dor ricbildc herriilircn^ gonau zu botrachton, mid zwar sollon zuiiludisb cJi<' 
Merkaude aiifgesucht werden, woran man orkcmit, oli zwoi soldi o Gobildii 
Moh in pcrspectivisclior odor in sohiofor Lage bofmden. 

Da boi zwoi prqjoctivischcn Goradon A, A^, wenn sio porspocii viHtdi 
liogen, zwoi ontsprccIiGade Pundo (e, cj in ibrem Durclisdmillo voroiiM^G 
siiul ^J«d da das gauze Sysiom ibvor ontsprcchondoii PuiiclopuN 

bostinmil ist, sobald irgeiid droi JWo gogoiicn simi (§ 10,(5), ho 
iiotiiwondigor Weihc, dass sic sidi allGiiial in porspcGtivi>sdK)r Lag-o hnfin- 
<lon werden, wciin oiitweder irgoiid zwoi ciitsprocboiidc Ibmcto in 
Durohschiiitto vcrcinigt sind, odor wemi irgond drei Ib’ojoGlionss trail Kin in 
oiiieni Pimcte zusauimontrcAbn. 

Sind z. ]]. dio Gerndcn A, A, (Fig. 8) in Ansuhuiig dor Punoto a, 1), c, ... 
iind a„ l»„ c„ ... projeetiviscli, und jiian denki, sieh dioHclbon in Koirfict 
Fago gcl)raclit, dass irgmid zwoi cntsprcclioiulo Punelo, otwa c uiul c,, y.ti- 
saiuiiioiifallon (Fig. 7), so miissou alio ProjocLionsslralilou aCi, cc,*, 
duirli cinon und donsolhen Punct gohou. J)enii fiindo dio.scs nu'tlil si ji.l.l., 
k-itmlc man don IWSB, in wolcliom irgciul zwoi Slralilou, ol,wa rta,, 
.sioh Ijogognen, als MiUolpuuct ciuos StralilbiischoLs 23 annolnnon, titi'l 
daiin wiu'dc Iclzlcror die Goradon A, A, projocUviKcli soJinoidon (§1), I), 
und zwar wiiron n und a„ b und b,, c unde, droi oiiksprochoiulo PuiirCc?- 
paaie; da abor durcb droi Paar oulsprochoiulor J'uucto du.s gauzo >Sys«.<-,iii 
d.n- ontsprecl.onden Piuictcpaaro l)o.s(,in,ml ist (§ tO, p), so nuiss <liis noun 
viiii oiilspreohcnden Punclopaaroii iniL doin gogobonmi vdllig fil>or- 
om^timmeii, und folglicb muss jodor Slrahl o, d, ... (bw Slrabll)iisc,li<>lM 
45 (lurch ZWOI gogcboiic culsprccbondo I’uucto c und c b und b 
0 ( 1(1 mngeMiiL, jedoi Strabl cc,, bb,, ..., dor ciii I'aar gogobono <uil- 
sproebendo 1 uncle c und c,, b und b, , . . . vcrl.indol, mims duroh .lun 

(hK.S) m soicbo bago gobraebt, dnss irgond drei IVnjcclion.sslrablon, ..fAvn, 

, «• oincm ]>uitclo 23 trcdbii (].’ig. 7), so iniisHtui ulh, 

> .ngo„ I>ro,ootu,ns.strablonbb., ... durob dieson uiunlicbon l-uncl g ) I 
)(.... mmmt man m dor That don Panel 23 als iMitlelpunol oinos ’ 

i>n.scbo]s an, .so sebnoidol domolbo, die Goradon A, A, projoclivisob d 

so, da.ss n und «„ b und b., c und c. drei cntsproihcmio Ptnud J 



11 


lianfo (lor Gebilde niul daiaas folgondo Satzo. 


273 


pfiaro 8i))d, alloin rta clieso Piincfcopaaro auoli 7ai doin gegobonou Syjitoin 
von ontHproGlioiulcn Punctopaarcn gohoron, so siud die Geradeii in boiclon 
Fallen fiir die namlichen Puiictopaaro projoctiviscli, und foiglicli geht jodor 
Stralil cl, dos Strahlbiisclicls 33 dnrcli zwei gogebone onisprccliojido 
Pimcto b und b,, . . . der Ocradcii A, odor umgokolirt, jodor Projoctions- 
strabl der Geradoii geht durch joiicn Piiixct 33, imd foiglicli liogea die 
Gcvadoii perfipoctiviscli. 

Da andorerseits bei zwoi pi^ojoctivlsolieii Strahlbiisolioln S3, 33^, avcuu 
sio porspcctivisch liogon, z^voi oiitspj'cchoiido Stralilon (o, ej ziisammon- 
fallcn (§ 9, 11), und da das gauze System iliror onlspreclionden Strahlcn- 
paaro bestimmt ist, sobald irgciid droi Paare gogebon siud (§ 10, p), so 
isi klar, dass sio sicli allomal in porspoctivisolior Lage boluicioii i\^orden, 
weini ontwedcii’ irgoud zwoi Giiisprechciido Strahlen aiif einaiidov fallen, odor 
WGini die Durclisclinilto von irgond clroi eiitsprccliondon Straliloiipaaron in 
oil! or iind dcrselbcn Goradon liogom Sind z. B. die StrahlbuscliGl S3, 23^ 
(Fig. 11) in Ansoliung dos Systems von onLsprecIicndon Strahlen a, b, c, 
uml a^, b,, c,, ... projoetiviscli, und man cloiikt sicli diosolbon in sololio 
Jjago verse tzi, dass irgond zwoi oiitsprochondo Strahlen, otwa o und Cj, 
auf oiuandor fallen (Fig. 10), so iniissen jodo zwoi ontsprochoiido Stralilon 
a uiul a^, b und b^, c und Cj, , sicjJi auf oinor mid dorsolbon Goradon 
A schnoidon. Donii logt man durch zwoi solclio DurchschiiiUo, otwa diircli 
die Burclisclmitlo a, h dor Slrahlonpaaro a und a^, b uiid b^ oino Gorado 
A, so w lire! oil, wonn man fiir oiiion Augonblick um die Mitlolpuncto 33, 33j 
stall dor gogobenon Stralil biischcl .sioli andoro donkon wollto, wololio die 
Gorado A zum porspeotivischon Durchsolinitt (§ 9, II) hiittou, dioselbou 
von don gogeboiion nioht vorsoluodon .soin konnoii, woil sio mit ihneii die 
(Iroi GUtsprcchcndon Slrahlonpaaro a und b und b^, oundOi, wodiiroli 
das ganzo Sysiom dor ontsprooliondon Stralilonpaaro bcstiimni wivd, gomoiii 
liatton, foiglicli scimeidon sioh jo zwoi onlsproohondo Slrahlonpaaro c uiul 
d mid d,, . . . dor gogolionon Slralilbiischol auf dor niimlichon Goradon A, 
und foiglicli liogon die Slrahlbiisohol porspoctivisch. Wild fornor ango- 
noinmon, dio gegobonon S trail Ibiischol S3, 33, (h"ig. 11) scion in .solclio Lago 
vovsotzt, (lass irgoud droi ciilsprocliondo Skahlonpaaro, otwa a mid a^, 
b mid bj, c und c, , sich auf oinor Goradon A schnoidon (Fig, 10), so 
Wiirdon, obon so wio vorhin, wonn man sioh urn dio Mittolpunoto 33, 33^ 
aussor don gogebonen Stralil biischoln nocli andoro donkon wollto, wolclio 
dio Gorado A zum porspootivisolioii DurchscluiiU hatton, diosolbeii niclit 
you don gogobenon vorsohiodon aoin konnoii, woil sio init ilmoii dio go- 
namiton droi oiitsprocliondon Stralilonpaaro gomoiii hat ton, foiglicli miisson 
dio gogob 011011 Stralilbiischol porspoctivisch liogon und dio Gorado A zum 
porspoctivischeu DurGhsolmitt liaben. 

Doimiacli hat man nachstohomlo Siitzo: 
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*,Zwei projectivisclie Go- 
ra<lo A, Aj bcfindon sicli allo- 
mul in persi)ectivischcr Lago, 
wciin ciitwoclor a) irgeiid zwoi 
oil t.s pro cli Glide Pun etc in ilircm 
Durchschnittc vereiiiigt sind; 
odor p) wenii irgend drei Pro- 
ject ion bstr able n in oiilein 
Puncte zusammeutreffen.” tfnd 
uingekelu’t: ^,Wenn von dioson 
zwei Umstiinden (a odor p) dor 
cine odor dor under o entschio- 
den iiicht stattfindetj so befin- 
den sicli die Geradoii allemal 
in schiefer Lago/* 


„ZwGi projoclivisclio Siralil- 
biiscliol S3, S3, bofindou nich 

alloinal in porspcctiviscUor 
Lage, wenii ciitAveclor a)irgoncl 
ZAVoi cntsprochoiHlo Stralil on 
aiif oinanclor falloii, odoi-p) wonii 
irgond droi onisprec ho n cl 45 
Stralilcnpaaro sicli auf oinoi‘ 
Geraclon ftclinoidon/' Und umgo- 
kohrt: „WGiin von dioson yiwoi 
Uinsiandcn (^t odor p) dor (oiiio 
odor cler anclorc onLscliiodoa 
nielli stattfindei, so bofindon 
sicli die Siralilbiisoliol allomal 
in scliiofor I/ago,“ 


Demnach koniicn zwei projeciivischo Gorade, odor zavol projociiviH(dio 
Stralil biiscliel aiif imzahlig viclo vcrscliicdono Arton in peivspcciivisclic Lago 
gebracht wciden, indom man jodo zavoi ontsprochendo Piincio a inul 
b und b,^ C und c,, ... odcr Strahlon a und a,, b mid b^, o und o^, . . . 
vcreinigcn kaim. 

Insbesoiiderc ist liieriibor Folgondcs zu bomorkoii. 

[. Fiir projectiviscli iihnliclio (odor gloicbo) Gorado folgoa aus doiu 
ubigen Satzo nachstclicndc bosondcro Siitzo: 

„ZAvei projectiviscli iilmlicho Gorado A, A, liogon alloinal 
perspcctivisclij wenn irgend ZAVoi ontsprechondo Puncto (a und n, , 
odor b und bj, odor q und qj in ilirom gogonsoitlgon Diircli- 
scluiitte vereiiiigt sind, und ZAvar: a) Avonn zwoi ondlich on Ifornto 
cntsprecliende Puncte voroinigt sind, wio z. E. c und e, (b'ig. (2), 
so sind die Projoctionsstralilen a, b, c, . . . slimintlich parallel!, 
so dass dor Projoctioiispunci SS iiiiondlicli culforut liogi; und 
b) Avenii die unoudlicli cuifornton, oiiiaiulor ontsproohondon 
(§13,1) Puncte q, q, dor Oeradon voroinigt sind, d. Ii., Aveiin di<i 
(Tcradon parallel sind, dann treffoii alio Projoctiousslrahlon in 
einem endlicli eutfornten Puncte 33 ziisainmon, dor on Lav odor 
zwibclien (Fig. 6), odor jenscits (Fig. 13) dor Goraden liogi. (Kind 
die Gmdeu gloich, so liogt dor Projocllonspuiict SS iin orsion Fallo in 
del Jlitto zwischen ilmen (Fig. 6), imd iin andorcii Eallo liogi or uuoncllioli 
entfornt (Fig. 14).)‘‘ 

Und ferner folgt; 

,,Findet sicli, dass bei zAvoi projociivisohen Ooradon irgond 
t rei 1 1 ojoctioiisstrahlen parallel sind, .so sohJiossi man damns 



<lor (u'l)il(lr II lid (lauuis toliroiido Salze, 


275 


ifj 


(lass (lie Ooraclon iihiilich (odor glcicli) sind, und dass sie por- 
spocLivisch liogoii (§ J3, I, a).“ 

ir. Fiir Stralillnisclicl folgi iiinbesondorc : 

„Dasa zwei projocii viscli glciclio StrahllniHolicl 23, 33^ allo- 
mal pcrspocLivisch liogeii, wonn irgciul zwci cntaproclicndo 
Sirahloii (a uiul Uj, h und b,, , , ,) auf cinandcr fallen, und z^var 
daaa, a) wenu aio gleichliogcjid sind (§ 13, 11), jc /avoi ont- 
aprochende Btralilen untcr sich parallel, niithiji ihr perapocti- 
vischer Durcliaolinitt A unondlioh oiiLfonil ist; odor b) wenu aie 
ungloicliliogond siiul, Ihr pGr.spociivi«chor Onrchaclinilt A auf 
iliroan gemeinacliaftliohon 8trahlo 2335, rocliiwinklig siohi und 
ilin halftol (Fig. 5)/^ 

Und fornor: 

„Findot Hich, daaa bei zwoi projeotiviseben Siralilbuscholn 
irgond droi Paaro on tap roe bender 8trahloii parallel sind, so 
folgi daraiis, dass die Strahlbiiscliel gloicli, glcichliogond und 
porspoctivisch sind (§ 13, II)/* 

If). IJobor die porspcctivisoho Lago zweior projcctivischon Goradon 
Oder zwoior projocii vischon Strahlbuscliul isi nocli Folgondos zii bonioi’kon; 

J)a sich zwci projcclivisclie Gorado A, A, alloiual in porspociivischor 
bago bolindcii, sobald in ibroiu DurchsoliniUe irgond zwoi ontspreclicndo 
Puncto veroinigt sind (§ 14), so hat dor von ihnen cingoschlosscne Winkol 
auf dioso Eigonsohafi keinen Einlluss. Iliili man dio oino Gorado, otwa A 
(b^ig. 7), fest, wiilivond man dio andoro A, urn ibron gomoinscbaflliohoji 
DurchsohniU (ec,) horuinbowogt, so jodoch, dass dio numlic])on zwoi eni- 
sprociiondon Puncto c und c, stets voreinigi bloibou, so wcrdcu also dio Oora- 
don koinoii Augontdick aufhbroii pors])OcUvi8t!h zu soin, alloin ibr Pro- 
jociionspiinct 23 wird ohonbar gleiclizoiiig iuii A^ sciiion Ori iindern, und 
OH ontstohi dabor dio Fragc, in wolcher Linio or sich bowogon 
wordo? 

Vorindgo dor Parallclsirahloji q, r ist dioso Prago loicbt zu boianl- 
worion, Bonn da diosolbou slots {ion Goradon A, A, parallel bloibon, und 
da ihro Durohsciniitto q,, v, dor Voraussetzung goiniiss, iliro Abstiiude von 
dom Durchschniito (ec,) dor Goradon nicht iindorii, so dass dio AbsclniUto 
qtC\, re dor Grdsse nacli unvoriuiderlich sind, so bloibon auoli dio boidon 
iibrigon Soiicn v23, 11,23 dos Parallologramms 23r(ee,)q, dor Grosso iiaoli 
niivoraiidorlicli, uud da ondlicli dor Punci v, als in A liegond, fosl bloibi, 
so muss sich dor Projoctioiispuncl 23 in dorjonigen Kroisliuio 
bowogon, woloho v23 ziun llalbniossor und r zum Miitoipnnct liat. 

Da zwoi projoctivischo Stralilbiischol 23, 23, in oinor Ebouo sicli allomal 
in porspoclivischor Lago bofhiden, sobald irgond zwoi ontsproohondo StrahloJi 
auf oiiiandor iallon (§ 14), so bat dor Abstand (2323,) ihrer Miiiolpuncio 

18^ 
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von einamler auf dicsc Eigeiisclmfi koinou Einfluss, Iliili jnaii don oiimn 
Stiahlldbahel^ cUva 2i (Fig. 10)» fosi, wiilirciul man (Ion aiidoroii iinu 
nitlier oiler fenier riickcii liisst, ,so jodoch, dass 8tcis die iiainlichon 
entsprcclionden Strahloii eimdc, veroinigt bleibeiij so Averdou also die SI.rntjl- 
l>UM‘hel forhvahveml pcrspoctivisch seiii, allciii ihr pcrnpectiviscluu- Humdi- 
>cluiitt A miij>s oireiibar gloiclweiiig mil dein Siraiilbiiscliol soiiion (-li'i, 
iindeni^ imd es cntsiclit daher dio Frago, was das Eigunlhuml i n Ih» 
seiner Bewogung sei? 

Diose Fragc ist inittelst dor Parallclstrahlcn q, leiolit /ai bi'aiU-- 
AAOiteii, Bonn da der Siraldbiisohol 23j, dor Voraussolzung goinasH, wicli 
oluic Drehimg boAvegt^ so boAvegt sich jodcr Strahl dossclbon sicli -sclbwl- 
paiallel, folglicli l)lciben die cntsprcchcndeii Strablon q, q, slots juirajltd, 
sio siiid folglicli bestlindig dio Parallclstralilcn, iind folglicli muss nii'J) 
aiicli der pcrspectivische Diirdischnitt A sich sclbst ])ara]lol 
bcAvegen, iiiimlicli or imiss stots dem fostoii StralUo q parallel soin. 

Domiiach hat man nachstoheiido Siitzo; 


^Wonii Amn zwei porspocti- 
visclien Geraden A, A, dio einc 
fest bJciht, Avahrend die and ore 
sich urn ilircn gcineinschaft- 
liclicii Diirchschnittdrelit, oiine 
/Ai gleiteji, so dasa stets dio- 
selben zAvoi eutsprechendcu 
Puiicto vereinigt l>leibon, so 
bewegt sich der Projections- 
punct SJ in ciner bostimmton 
Kreislinic, Avelche oinon der 
hefdeii Durchsclinitte (q^r) 
der Parallelstrahlen, nainlicli 
denjciiigoii der in der festeu 
Geradenliegt, zumMittelpunot 
hat.“ 


„Wonn von zwoi pors poo tU 
vischen Stralilbiischolii S, 3.^^ 
dor cine fest bleibt, AvaJiroml 
dor andoro sich so boAvoi^t, 
dass stots dicsolbon zavoi onl- 
sprocheiidon Strahlon voroi- 
nigt bleibon, also oluio sicli yai 
drohon, so bowegt sich dor 
porspociivischo Durchscliii lii, 
A sich selbst parallel, iiud 
ZAvar durch dio gauze 
fort, d. li. or golangt iiacb und 
nacli ill dio Lago veil j oil or 
Goradon, Avelcho init der au- 
fanglichen Goraden A parallel 
ifiV^ 


Es ist hierbei nocli Folgcudcs zii bomorken: 

I. Briiigfc man, wiihrciul dio Gcrado A iminorliin fosl hlcibt ,li,. 
/cia e (u andoro Eagc, so dass nacli oiuandor iinjnor andoro <!Mt- 
^Fochende luucto in dem DurchschniLto dor Geradon veroinis?!, won Ion 
.0 orhalt man andoro Ortskreiso, abor alio diesc Ortskreiso kal.on (|,„i 
1 wnct i zmn gemeinschaftlicliGii Jlittolpmict, 

Ist dor Projcchonspunct S5 in irgond oiiior bcstimmlon J,a<^a ooffolnni 

* ,1,. A woi ™,«hlo<l.„c lag.,, Uh,,. wil; 

- . rii fig. f6, wo a; Clio mroito Ugo yorauillu Dio oiilin)m*.,„|„„ 
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Munolepaaiv e iiml e,, f iiiul tlio in hoLdcii Fiillou in clem DLirclischnilLo 
(ler OenuU’ii vereiiiigL wenicn, sincl so, dasw vc^rf uiul (in AJ = qj,, 
well niunllch 33 in der MiLlo zwiscli^u A, uml A' liegl (§ 6, 11), Dalieu 
folgi fornor: ^,l)itss jculcr fins dem MittolpuiiicL v bohchrioljoiio 
Krcis I33f aln OrLskrois angoiioiiuiiGii werdou kdniio, iind clasn 
lur dojnsolben zwoi vorschicdnnc ciithprecliciido Piwictopaaro 
(c uiid Cp odor f imd f,) in doni Diirch.schniUc dor Oovadoii tsioli 
voroinigoii InsscMi, und zwar aind diosc PiincLo jedosmal so, 
da^.^ die Dni’oluscliiiittc (r, qj dcr Parallolslralilon in dor Mitto 
zwischoii dousolbcu licgon/^ 

Nncli sintl zwei eiiisprcclicjule l^nictcpaaro zu crwiiliuon, dio sicli von 
iiilcii iibrigon auf cigoniiuiinliclio Woiso uiiicrscJioiden. Isbicli (§ 12, I) kst, 
nfiiidicli ihus 'llooliiock uiiicr don AlKstinulon irgoiid zwoior cnlsprocliondGu 
l^uudo von dcu DurclLscluiiUon dcr Ikii’aUolstrahlcu constant. Nnii giobt 
os zwoi HolcliG Jkmctcpaai'o, hoi welolicn das gonannto llechicclc oin Quadrat 
wird. Doiin man donko .siidi cin Quadrat, dcsscii Iiiliali doiu coiuslanteu 
liihalto alloi* llcclitockG gloioli ist, nnd dosson Soito auf dor Gorudon A 
durdi jodon dor zwoi Absohnitto vg, v() dargostolU soi, so miissoii noLli- 
woiidigor Woiso aucli q, qJjj Keiton dossolbon Quadralos^ uud also 

t’g = q^g, =-vr) = qJj, 

soin. Werdon dio (loradon A, A, so gedogt, class oiins dicsoi’ Piinotopa«i *(3 
g and g,, Ij und 1), sick in iliroin Durclisohnillc liofimlot, woim z. 13, dio 
Pujudo e und e, (l''ig. 7) nines dioscr Viwm vorlroton, so isL das Parallolo- 
granim S3v(ec,)q, oiiic Ilauto, iiiid dcr Slrahl o lifllftol don von don Gera-- 
den oingoschlossonen Wiidcol. [Tnd aiiol) unigokolirk 

II. Pringt man, wiilirond dew Wtraldhilsohol 23 fest bloibt, den Strabl- 
biischol 23j so in andoro I^ago, dass nacli oinandor imiacr audoro cut- 
sprooheiulo Btnilileii auf ciiiandor fallen, so orlifilL dcr poi’ijpeotivischo 
Diii'clisclmitt A ollcnibar andc.ro Kick lung, und zwur wird or jodo inogliolio 
RicibUmg in dor Kbono orhalloji kdnnon. Donii wird dor porspcoUvisolio 
JiiiKiliscslmitt A in irgoiul ciiior bosliiniuLon Lago angonommou (wio otwa 
ill b'ig. 10), so kaiin dor StraldliilsclioJ 23, zufolgo (§ 6, II) anf zwoi vor- 
sciliiodono Arlon so gologi wordeii, dass or mil ilini und mil clom festen 
Siralill)us(5liol 23 ])orspoclivistib isi, und zwar worden das oino Mai zwoi 
enisprocliondo Btrahlon o, o,, wic in dor Figur, imd das andoro Mai irgend 
zwei iindere ontsprocliondcj Hlnihlon, olwa f, Ij, auf oinauder lalloii, Blollt 
23^, dio zwoilo bago dos AUtiolpuiiolos 23, dar, so slolil A auf dom Ab- 
sclmilto 23,23^ vociklwinklig und hiilflet ihn (§1^,11), daher iiogl S3^, ohon- 
falls ill doi* Kroislinio 12323,^, die ni zum MiLtolpuiiclo lial, und daber 
wordon dio voii den Btrahlon o und f oingo.solilossenon Winkol durch clio 
Btrahlon s und t gohiilfici; imd ebon so wordon iin )Sirahll)iiscliol 33; clio 
von dcMi Btrahlon o, und f, oingeschlossonon 'Winkol durch dio Sirahlon s. 



27 R Von fiio( 0 €tivisclieu (touulon uml KiUcncn SUalilbuhdiolii in ilei KIkhh’ 


ulul tj |>eh;ilftot Dalior folgt: os fiir jodo go^obono llidlj Uidj^ 

dos pcrspociivischoii OiircliscJuiiitcs (A) zwoi ontsprooliomlr 
Siraliloiipaarc (eiiiid odor fxmdf,) gio1)t, wovou das oino odor diiM 
andoro auf ciuandcr fallen kann; und zwar liogoii dioso fiLnihloii 

dass die von iluioii ciiigcschlossoiion Wirikol (lurch din 
Sclieiikol (s, b \) ^1^1' cntsprecliondon rochtoii Winkol gn 
halftct wordon/‘ 

Aelinlicherwciscj wie vorhin (I), sind hior iiocli zwoi onisproclh'ihln 
Stralilcnpaarc zu onvalmcii, donon cin oigoniluimliclios iMorkmal '/aiLoiniuf 
Da namlich das Vroduct aiis doii Tangonicn der AVinkol, wolclio irgond 
z^Yei eidsprochcndc Rtrahlcn mit dca iingloichnainigcii Scliojilcolii dor onf 
spreclionden recliten AVinkcl einsclilioHson, fiir alio Strahlcnpaarc^ (diiinlm 
Wertb hat (§ 12,1), so wird, wcini dio oino dhingontc die QiiadralAvuiv.ol 
aus diohom Wortho ist, notluvendigor AVoiso dio aadorc Tangonio ihr gloirh 
seiii, iind alsdann worden anch dio zugoliorigcii Winkol oinandor ghdoh 
sein. Es soi z, B. (gt) (Fig. 17) oin sohdior Winkol,* so -wird or dom 
AVinkcl (g,sj gloioh soin, uml woiin or aiif dor anderoii 8oilo an i, liojd. 
d. h,, ^vonn (ht) — (gt), so ist auoh (hjSj) = (ht), mithin 

fe0=(g.».)=(i>0=0»i«i> 

Dunn ist auch zugloicli 

(g»)=fe,‘0=(i>s)=0',t,). 

Vermogo dios(ir Eigonschaft dor onLsproclicndcn Straiilonpaaro g und i\ , 
h imd li^ Iblgt, dass, wonn dio Siraldbiisolicl 23, 25, so gologt wcrdmi, da., 
dio zwoi Rtrahlcn oinos cliosor zwoi Strahlcmpaaro auf oiiianihn’ liillon, 
dor porspectivischo Durdischnitt A mit don voroinigton Riraliloii (also mb 
2323,) parallel ^vird. Und aucli umgokclirt. 

1(). Bovor diei Eigcnschafton, die von dor Hcliicfon Lago ])roj(icl.ivihohm 
Oeraden and projoctivischor Strahll)iiscliol liorriiliron, untcrsiiclil woidmi. 
sollen eist bosondore Flillo, woboi weder das Mcrkmal dor porspoctivi 
sclien noch dor schiofeu Lago klar hcrvortriit, boiraclitct wordon, riiim 
U(5h diojenigen Flillo, wo zwoi projoctiviscdio Oorado aiif oinandor gologf, nnd 
wo die lIitte]))imote zwoier projcctivischon Sfcrahlbiisclicl voreinigt wordi-n 
Dioso Ftille siiid von grosser Wichtigkoit nnd wordon in oinom s[iiit(M'iui 
Ilofto (im viorten) oinor Itciho dor inicrossuntostoii Rosiiltato zur (inind 
lage dionen. In dcin A^orh(3rgohendon (§15) isL dor ganzo ypiolnuini in 
llinsicht dor pcrspoctivischon Lago zwoior Ooradoii und zwoior Slnihl 
IjIkscIicI gezeigt worden, iiur dio gonannlon CIronzfallo siiul dabci nnboriii'K 
sichiigi: gobliobon. 

Znudchst cntslchfc dio Frago: 

„0b boi zwoi boliebig auf- „Ob boi zwoi boliobig aiiC 

eiiiandoi gologfcen projoeijivi-* oinandor gologten projcclivi 
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in 

ichon Goradon A, oat- schcii SirAhlbiischohi 33, 93^ 

spi'coliGndc PuncU jciisaiTunon- entsprochoaulo SLrahlen zu- 
rallon, und wiovicl Faarc xu- sammon fallen, un<l 'vvicviol 
5 aminonfallen?“ Paare zusainmonfalloii?*^ 

Es L'LshL sicli zmn Voraiis bolianptcn, (lass wod(3r bci dcii GoraclGii 
A, A|, nocli bci don Simhlbusclioln 35, 23, clroi Paar ontsproclionclo Elo- 
iieiite zusaminonfalloii Icbnncn, woil cliiroli droi solcho Paaro alio iibrigeu 
JosLimmt siiid (§ tl, |3), unci folglich dio Gobildc nolliwcndigoi’ Weiso 
jicich soiii mubstcii (§ 13, I, b), so class alsclaimjo zwoi ontsprodioiido 
Eloinento zusammciirioloii. Also koiinoii inn Allgomoinon nicliL inobr als 
5Avci Paar entsprocliendo Elcmoiilo zusaiamoiifalloJi. Diosc Poliaupiiing 
^cstatigt sicli aiif folgcndo W'ciso, wciiii man voii doi* porspoclivisclicn Ijago 
ler GebPdo ausgelit imd sio in die hior zu unlorsnchondcn Groiizfiillo 
iborgolieii liissi. 

I, Wird cllo Goradc A, (Kig. 10) imior don olien angcigobcncn Bo- 
Uiigungon (§ 15) so langc um don Durohsohiiittr (cCi) bowogi, Ijls sic aiif 
Ug fesle Qorade A fiilU, wolchos, nvio man sicliL, aitf zwoi Aidoii go- 
^cliclion kaim, ontwodor so, dass c,f, auf ef, odor class c,l, aiif el fdllt, so 
verdon ausser don schon vcroinigion tMiisprocliondcn PuncUni C, C, in jcdom 
^allo nur oin einziges Paar onlsprcjoliondo Pnncto zusainnion fallon, imd 
5war, wcnn f mid I dio J^iinclo siiul, in wololion dor OrLskrois you 23 dio 
ierade A schiicidot, so wordon iin ersioii Pal Jo nur dio onl-sproohoiidon 
,^uncte F, Fj mid im aadoren Pallo nur die ontspreolioiulon PuncLo I, 
.usammcufallon, well offenbar nur jo oincr von don zwei Slmldon k, 1 mil 
Ion Gcradcn A, A^ eiii gloiolisolionkligos Droiock, dosscni gloicho 8otioii in 
lioson Gcradon liegon, bildcii kunm Dor PrqjoclionspuncL 35 lalU also das 
lino Mai mil I und f, , das andorc Afal mill I und I, yaisaimiicm l)a- 
ler folgt; 

„WGn]i zwei proj octi visolio <i orado A, A, auf oinandor liogoii, 
lucl zweiPaar ontsprochondo Piinolo (c und c\ , t uiul T, , odor I und I,) . 
or einigt siiul, so siiid sio al« pcrspocLiviscli aiiziisolion, und 
rWar ist das cine J’unoUpaar (wolchos man will) als DurolisclinilL 
ter Ooradon und daw andorc als ProjooLionspunot (35) anzu- 
o hGn.“ 

AVird andororsoils dor StralilbuHchol 23, iiiiLor deii ebon angogobenoa 
iodiogungon (§ 15) so lango bewegt, Ins sojn MilUdjinncL m\i doni Mittol- 
>uncto dos foston Biralilbiischols 35 sicli voreinigi,, so wire! answer don 
clion anfanglicli vcrcinigLon cntwproohondon Siralilon o, o, luir oin oinziges 
^aar ontsprccliondor Stralilon anf oinandor fallon, niiiulich, wio loicliL zu 
gIigii, luu’ die I^arallclstrahlon q, q, , mul zwar vorcinigl sicli gloichzoitig 
aicli dor pcrspcctivisclio DurchsclmilL A mil; diesom 8traJilcnpiuirc, Da- 
lor folgt I 
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ilieMittclpiuicto zwcier projoctivuschen Str<alilbiiHr, li< 
Si veroiuigt siiid, iind zwoi Paar oiitsprocliciido Stnihhni < 
luul (?i, q mid Cji) auf oiiiandor liegcn, so siiid sic als 
tivisch anzusehen, und zwar ist das oinc Stralilcnpaar (gloinli 
\Mdclies) als dor porspoctivisclie Diirclischniit (A) zu l)oU’a(5h n- 
II. Um die Yorgclcgto Aufgabo iiaoh ihrem gaiizon Umlaiigo zu lcis<^i 
mag folgeiide Betraclitmig dioiiGii, die allc TJinstmido klar vor Aiigon hIoH 
Pei zwei projcctivischeii Gcradon A, Aj liiidct in IliuHiclii dor An 
uinanderfolge ihror entsprochoiuloii Piincte folgondo BczLoluing slaLl; 

Befiuden sich die Goradon in porspccUviscIicr Lago (wio eUva I 
Fig. 16), iind liisst man in dor Vorsiolliing oiiicn Projociionssirulil 
um den Projcotionspimct S bewegou, fiingl man z. 13. mil dor Fugo Vi> 
h an mid bewegt ihn liiikslicruin, so dass or iiach oiiiandor in dio 
von k, q, 1, g, r, f, li gclaugt, so sielit man, dass von don ziigoluiri^'OJ 
oidsprccliciideii Pimcton I), Iji dor oino in dor Gcradon A .sicli von T} i\ln\ 
flunaus nach dein uiicncUich eiitfonUen Puncto q bowogl, von da auf’ 
ontgogengosetzteu Scito fiber I, g, e bis x viiokt imd von da fiber \ ikkI 
licli nach I) zurfickkolirt — walirond dor andoro in dor Gcradon A, nirA 
von f), iibor f, bis bewegt, von da iiber t,, jj,, c, luiiaiis iiaeli (Uiii 
nnenillich eutfernten Punoto r, fortriicict und von da auf dor otUffOf^ou 
gesetzton Seite iiber f, endlich iiacli f), zurilcldcolirt. Sowohl dor oino jtli 
del andere Piinct bewegt sich deninacli slots nach dor Jiiimliohoii ifiolifmij 
liin; wiirdo sich dor erstoro uacli dor nmgokclirton Kichtiing bowegciii, 
wtirdc der andorc ciii (lloichos thun. 

orden nun die Goraden boliobig auf oinauder golegt, so kdnnon (lct.l>(^j 
nur folgondo zwei wcsontlich voi-schiodouo Filllo stattandoii, luiinlicli <Ji\ 
Goraden sind inllinsicht dor Aufeinaudorfoigo dor ontsproohoiulon I’uinat!. 
odor in Iliusicht dor Riclituugen, nach wclciion sicli, wio man (dioii 
holion liat, die Piinctc bowogcu, entwodor: 


a) gloicluiegend, cl, h, ilu’o onLsprocltciidon l^iincLo folgcn oiiitnidc^r 
nach oinerlei Rlchtung bin, so dass, wonn oin Puuct in ilor 
ladoii A sich von rechts nach links bowegt, daiiii soiii oiiLs|)roo]ii'iJi- 
dor in der Geradcu A, sicli ebonfalls von roohts nach links l>»\- 
wegt, (wic Z.P. in Pig. 19), odor; 

b) tingleichliegcnd, d. h. ihro ontsprochendou Punoto folgon ciu.. 

ander nach ontgegongosotzlon Richtungon Inn, so iln.s.s, wonn cin 
Puuct in A sich von rochts nach links bowogt, dann soiii nnl,- 
spreclieiider m A, sicli von links nach rochts bowegt, Cwio y. It 
in Fig, 18). ^ 

Rir,lN.fn 5“, r«Hoto r, q, (Durohsclinitto iloi- 
.iialldshahlon (§ 9, 1)), doron ciitsprocliendc v,, q uiieiidlich cntforiit siiiil, 
111 zuei nnciu icio Ihcilo gctheilt wird, wolelio oiiiandor paarwoiso nnt- 
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sprocliou (namlich sowolil die Thcilo vt}IE. .q and tljf,!), V,, ills 
1111(1 oiitspreclioii oiimiulcr iind eiitImUou oiUspioclioiido Pimclc, 

so (Uisa jcdoiii PuiKii ill doiu oinen Tlioilc ciii Piiiioi im aiulercii '^rhoilc 
oniHpriolU), so isl Idai’, class ini Pitllo (b) laiif^s dor Slrccko rq, keiac oiii- 
siirooliondon Pimcio zusaminonlrekoii kciiinon, wcil, Avena die init V, 
vei’oiiiigLcn Punclo clwa u,, m licissoa, olliGiibai’ dio doa runclcii von r 
bis m eidspi'cclicndoii JkiiK^to j<Misciis licgen, iind ebon so dio den 
Piiuoton von q, bis onlsprechiaulon Punoto siimmtlioh jensoils it liegon. 
Dtihor kdnnoii iiiir in den StroclccMi von v l)is n mul von qj bis nti ont- 
hproclKnule Puncio zusaminonfallcn. Dass in dor I’liat in joder clicser 
Slrooken allomal ciii, iind luir oiu l^aar ontsproclicndor Pimcie sich iriH’t, 
jsL loichl m solion, dcnii, wiihrond z, Ik oin Piinol in A von v ubev T), S ... 
liinaus bis ins Uiiciullicho fortriidet, kommL sciii cntsprochciulor in A^ von 
da her iibor Ijj, f, ... nucli (\^^ so dass noihweiidigor AVeiso boidc Piincle 
irgomhvo, oLwa in (tf,), sidi bogogiion iniisson, Oder dassolbo ist audi 
ojuo Iciclitc Polgo dcs obigon Austiriiokes (§ 12, 1, p), 'woimcli das PechU 
ock tinlor don Absliindcn zwoior onisproclKjndon Punolo von don Jknicton 
V, cinen bostandigou Inhalt liai. Donn bosiiinmt mail in boidcii Sirockou 
/AYoi Ikinclo, ohva c, f, so, dass dio |{cdiL(3ckc vc.q,e unci vE.qi! don go- 
nannlon ooiislaiiion Tnliall; Iinbon, wololios allemal, abov luir aiif cine Ari, 
mdglich isl, so siiid noLlnvoadigcr Woiso c und X diejonigeu beiden Puuclo, 
wekdie alloin sioli mil ilircu ontsprochciidon c, iind fj voroiiiigcn. 

Im andoroii Pallo (a) sioJil man, dass wodcr in dom 'riioilo vP-.q 
nocli in dcni Thuilc qJJ),... v, cnlspreclionde Pimolo sich vorolnigon kdnnoii, 
woil ebon dieso zwoi Tlioilo onlsprocliond sind und onlspi'ocslicnclo l\molo 
cMiLlialLon. l)agog(ai sind vui uml q^ti, AhsdiniUc oiiLsprodiondor Tlioilc, 
so class also voii v bis q, mbgliolior AVoisq (nitsjiredionde Punoto sich Irellbii 
konnon. Diose JIdglidikcdL hiingl davon ab, oh dio Siredco V(\^ so golliolH 
wci'don kann, class das Podilock nnler don AbsdmiUon oinou liosLiininlen 
gc'goboium Inluill liabo, uaniliiili wonn gnndg,, f) mid (), cUo iIukmi oboii 
(§ If), I) boigologlo Eigonstihaft liabeii, wonaoh vq = q,fl, = rK) = qjj,, «o 
isL dor gonannlo InhuU = q,gj ii. s. w. Wonn cloniiiacli dio Sircoko 
X{]^ grosser isl als vq-hi|,q,, odor vO-l-q,!),, so Iroltbn alloinal zwoi Puar 
imispi'oohondcr Ikmcto znsaminon, wio vorliin; isl dio Sirocko rq, goraclc 
gloicii Vq-l-q^fl, , odor gloich rlj-f- qJ},, so iriin iiiir oin Paar out- 
sproolKUKlor Jkiiudo zusanimon, mul zwar oiitwodor dio onlsproclioiulun 
Jkinclo \] mid odor 1) und und wonn ondlioh dio 8trocko vq, kloiner 
isl ills rq-hq^fli, odor 2i’g, wololios z. U. in Fig, L8 dor Fall isfc, so isi 
gar kciii Znsammoiih*oflbn von onlspreohonclcn Jkmclcn nioglich. Also 
kann, wonn dio dorado A lost bloibi, dio dorado A, iini etuo Slrocke 
— 4vq hill und her howogl wordon, olmo dass cnlspreolioiulo Puuclo zii- 
saniiUiMilroiron, nfinilich dio (ironzeii diosos ♦Spiolraiims gosialton, dass sio 
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sioli iiacli li'iilcs bcwegeii darf, bis (j iiud und nach rccbts, bis If) und 

zusammentroAcii; in jocloi diesor Gronzoii trifft oiii einzigos Paar eni- 
HprcclioadGr Puiicto ziisammeii, niunlioli dio ebon gonaiiiiten; w^ordon abor 
diesc Groiizon iibersclu’itfcoii, so troffon iinmor zwoi Paaro zusaminen, 

Andcrorseits findefc man boi zwoi projectivischoii Strahlbiischoln S3, 
33, dui'cli oino aliiiliclio Botraclituiig ganz eiitsprooliendo Eosultaio. Wordoii 
die Stmhlbiischel conccntrisch gologt, so kbnnou in Iliiisicht der Aiifoin- 
aiiderfolgo der cutspreclicndoii Strahloii folgondo zwoi wosontlich vorscliic- 
done Piillo xStattfindeii, iiiiiiilich dio Sirahlbiiscliol siiul oiitwcdcr: 

a) gloichliogoiid, d. In, ihrc entsprocbcndcn Stralilon folgen ciiian- 
der iiacli oincrloi Oi'dnuiig, so dass, wcim man oinoii Sf.ralil Ii 
dos Stralilbiiscliols S3 sich rocli tsheriim bowogon ]iissl(vom Mittoh 
puiicl SS aus botraohtot), danii seiii cntsprcclioudci* im Strahl- 
biischel 83, sich cbcnfalls rochUhcruin bowogt (§ J3, II)^ (^vio 
z. B. in Fig. 20); odor: 

p) unglciohliegond, cl. li., iliro ontsprccbeiKlcn Strablcn folgoii in 
ungloiclior odor vorkohrlor Ordniing auf oinandor, so dass, wonn 
Siralilou iu doni cinon Stralilbiischol rochtsliorum sich folgoii, 
daiin ihro ojitsprcclieiidcn ini audcroii Skahibiisohol linkslioriim 
nach oinaiidcr folgoii, (wio z. B. in Fig. 21)*). 

Vonnogc der cntsprochondon rcchicn Winkol (st), (Sjl,) (§ 9, II), und 
diircli (lulfo der obigea Ansdriicko (§ 12, -y, 8) und mil liiicksicht auf dio 
besondoro EigcnschafL dor Slraliloii g, g,, h, b, (§ 15, 11) kaun man auf 
iiliiiliclio Art, wio vorliiii boi don flcradon A, A,, auch fiir dio gogcn- 
wiirtigon Flille linden, dass im Fallo (cc) ontwodor 1) zwoi, odor 2) oin, 
odor 3) gar kein Paar oiitsprcchcndor Stralilon auf oinandor fallen, und 
dass dagcgcii im Falic (p) allomal zwei Paar ontsprochondor Stralilon 
auf oinandor fallen, Odor clicso Itesullalo konuen auch aus den vorigon, 
wio folgt, hergoleitoL worden. Schnoidot man die conconlrisclicn Stralil- 
biisclicl (Fig. 20 odor Fig. 21) mil irgond oinor Goradon, so kami man 
dieso ills zwoi vcreiiiiglo Gorado (AAJ ansohon, woven jodo cinon dor 
hoidon Slralilbuscliol schnoidot, und dio also iu Ansoluiiig dor Punolopiiaro, 
ill wolcIiGii sio von ontsprooliondoii Stralilon goschnittoii Avordon, zulblgo 
clos Satzos (§ 11, III) projootivisch .sind, und zwar ist dio Lago dor Oe- 
raden iiml dor Strahlbusohcl allomal liboroinstiminond, d. h,, dio Go- 
radon (A A,) sind bci Fig, 20 gloichliogoiid und boi Fig, 21 lui- 
gloicliliegond, und cla nun, wonn hi dcii Goradon ontsprocliondo Punclo 
zusammcintroffon, notliAvoiidigor Woiso auch dio ziigchorigon Stralilon dor 

**) hofincleii sich die Slvaldbiiscliol in poispccUvischoi Lago, so sind sio gloich- 
liogoncl Oder niigloichliogond, jo naclulom ihro MiUoIpimclo auf oinor loi (Fig. 17) 
odor auf ciitgogoiigosotztou (Fig, />) Soiton dos porspcctivischon Durclisclmitlos A 
1 logon; und aucli umgokoliil. 
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auf einandor fiillonj iind aiich umgokolirfc, .so folgon also da- 
wie gosagL,' die gcnaiiiiten RosuUato. 

Also folgon aiis dioscr Relmchtung znsamniongciiommoii naclisioliontio 
Siitxc: 

„Wordcn zwei jirojoetivi- „\Vonn zwei projootivischo 

Gorado A, A^ ])oliebig SLralill)nschel S3, bolichig 

^11 r oinaiulor gologt, so vc'roiiii- conoeiUrisch golcgt Worden, so 

sich iiu Allgomoincn zwei fallen iju Allgeinoinen zwoi 

ontsprociicndor l\incto, Paar oiiLsprocliondor Slraliloji 

51 j,iilich: a) Woiin die Goradcii aiif oinander, niiinlich; a) Wonn 

c i cbliogond sind, so giebL os die 8trulilbiisolicl gloiclilio- 
oi-iion bosUmmlon Spiolraum, goad siiul, so giobt os onion 
iiiuorhalb dosson koino oni- bcslimmlon Spiolraum, inner- 

H rocliondon Punclo sicli Irof- halb desseii koiiio ouLsproclieii- 

Toji^ an boidon Gronzon diosos don Stralilou sich ireffon, an 
a Jtuiiios veroinigL sich nurcin boidon Grunzou dieses llauinos 
undjj^ odor Ij undljJ, und vcroinigl sich aiir cin Paar (g 
li b o r dioso Grenzeu liinaus ver- und gj, odor h and h,), mul 
o iji i sich alloinal zwol l^iar iibor diese Groiizon Iiinaus vor- 
oiii iHprochendor IRuioLo; iind b) eiuigon sich alloinal zwei Paar 
woiin die Ooraden uiigloich- onlsproclieiulor Strahloii; und 
lio^ond sind, so troffoji allC" b) wonn die Slralilbiischol un- 
zwei Paar onLsprociiondor gloicliliogoad siiul, so fallen 
V It n cLo zusammon/^ allemal zwei Paar eiiLspiociioii- 

dor Strahlon auf cinaiulcr/‘ 

III. Piir iilniUche odor gloiche pi'ojeoUvischo Gorado, uml fiir gleiclio 
pri’iJooLivisehe Stmlilbiiscliol wordoji die vorsloliondon 8iUzo (II) insbeson- 
cloro wio folgl l)eschninkt: 

„VVordoii zwoi projocLivisoh alinliciic Oerade A, A, bolioliig 
jiViP tiinandor gologl, ghuchliogond odor ungloiidiriogoiul, so voi'- 
Qiiily;on sich allomal zwei Paar enlspretdiendor IMincLe, woven 
cl as oino J^iar naturlioh die uneiidlicli eiUfornion JRinoLc sind 

:§ I.:i, r, a).« 

,,^Vordon zwoi projootivisch „Wordonzwoi projooti viscb 

j^Joicilio Gorado gloicliliogoiul gloiclio 8 trahibtischel S3, 33, 

tuf oinaiuler geiegi, so trifff gloicliliogoiul concenit'isch go- 

■iltili onLwodor luir ‘oiu Paar logL, so fallen oniwoder gar 

iit L,sj)reo]ioiule Pun ole, namlicli koine cntsprocliendon iSlrahlon 

llo uneiullich onLfornlen, odor auf oinandor, odor os fallen jo 

li'offon sich je- zwoi eaU zwoi onisproohoiule Sirahlou 

iyi r oohondo Puncle/‘ auf oinaiuler, 
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„’\Vci*dcii ^woi projccLivisoh 
lilnichc G evade luiglcichlio- 
^reud auf einaiidcv golcgt, so 
lierfen mcIi atleina) zwoi Paar 
t‘iitsj)VGcheiulev Puiicto, wovon 
das eine Paar naturlich die uii- 
endlich ciitfcrntcJi Piuicto siiul 

(§ 13, I, 


jjWordoii z^voi projooU visi’r li 
gloiche HLralilbiischel unglp ioh- 
liegoiul auf oinaiidor gologl., so 
fallen allomal zwoi Paar oiil,- 
sprcohondor Stvahlon auf 
andcr, uiunlicli die yoluuiUol 
zwoior eiUsproclicMidoii vccliUui 
AVinkoi (§ i:i, ir>‘* 


J\^ Alls don obigen Saizen (Jl) iblgcrt man (oiclif, den uachsto 1 1 on- 
den 8iilz; 

„AVeiui zwci projoolivisclio Gobildc A, S3, d. Ii. eiiie (Jorado 
and cin clionov iStralilbiisohol, sicli in scliicfer Lago bofiiHloii 
(Fig. 2), so tvoffcn iin Allgemciucn zwei Paav entspvocliumlor Klu- 
mente zusamnion, d. h. os gclicii zwoi Stvahlon dos Stvalilliii- 
sclielh diivcli die ihncn cntsprocliondon Puncto dor (loradon; 
namlicli wonn die Gebildc nngloichliogcnd sind, so findoL diOHCs 
allcmal statt; wonii sio dagogon gloioliHogond sind, so 
eutwodor 1) zwei, oder 2) nuv oiii, odor 3) gar keiii Paar oii(,- 
sprccliendcr Eloinoiito zusamnion. “ 

17. An die vorliin gefundonon Idjsullalo (§ 1(5) sohliosson sioli luii-Ji- 
.slchende Aufgabcn an, fiir ivclolie oino zwockmiissigo l/6smig uin so wiin- 
sohoiiswerther ist, da in dor Folgo vorscliicdoao andoro Aiifgabon sich auf 
die^cibon zuiuckbvingGii lasscn. 


illci zwoi auf oinaiulor lio- 


,, 1)01 zivoi oonnontri (Ml 
projccLi visohon S trail I hii- 
sc he In S3, 33, die voroiiiij^ to n 
outsprochonden Struhlou zu 


genden jirojectivisclion Gera 
lien A, A, die voreiiiigton 
eiitsp rcclicndeii Pune to zii 
l‘iiulcii.‘‘ 

Aiiflosniig. I. Die bislior cntwickoUon EigciiHchufUm frohoii zuj 
Lesiing ilor Aufgabeii folgonclc Wittcl an die Hand: 

a) pauiiL die jirojeetivischo liezielumg dei- Oonidon A, A, iHwIiijjnil 

^“Isi^cheiido l‘uiieto|.aai'o gogeben siDn 
10, i5). Es seion ctwa a, b, c und a„ b,, c, (l''ig. 22) gegeben M,,,, 
M.di« ™,5„bKf ,iio D„,ytedmiite ,, ,, ,i„ „„:i 

I jduicli, man die Gmtuloi, iioisi>oi!li»lscli logt, iiiimlidi rii, «„ 
<la».™c.,».n,te«,h„o.do„. nnddaaa «ms do,- dm onl«,,r„ol„,„|„„ c,,,, ,7, 
paam , „„d c„ i,, il„m Cm-chachniU. ..roinijl dml- .] , , 

dorcl, c omo WWs. drilU, Ocado A', nlmm, dm-i„, 

0 t — b,c„ a b — (lib,, iind zicht fnvnor die DtrabJen nn' bTi' ,ii '• i’ 
a. S .„d dnaol, d«„ aiold 
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.strahlen r, q, so isi r dor oiiio, luict wonn q,a( ==q*ft\ und zwiit* 
Jiegoiid, gcnommeu wird, so iht q, dor andoio gcsuchto ]\nujl. Sind dio 
Piincto V, (\^ gofundoii) so isi ziir Losiing dor Aufgabo luir nocli iidLhig, 
ia don verciiiigtcn Gomdoii (A A,) VAVci Jkiiicio c, f fimleii, fur wolclio 
cUo Rcchtocko er.cqj imd t'v.fq, gogcbcnon luhall., niiinlich aiif, (loin 
gogeboiioii Rcchtcck av.a,q, gleirdieii hilialt biibcn, wobdios oino ixdcaniib^ 
elemenLaro Axifgabo ist; domi alsdann siiid c, I diojringon Puncdo, dio nich 
init ihron Giitsprochoiulon e,, \ YGrcinigoii, Nur hal- tnaa in iriiisiidit dor 
]iag(i dor Puncto e» f aiissorclom dio obon (§ LG, II) auHoinaiubrg(3sotzloii 
UaistiindG gonau zu bemcksiclitigon. 

b) Anf ganz alinliclio Woiso Icann man bci (Urn Sii'ahllnLsoludii 
93i verfahrou. Niindicli (lurch LIuU’o oinos S trail) biistduds 33 \ xv(dchos 'i\ 
gloich ist iiiid mifc 33 pcrs|)cctiYiscli liogi, sacht man zuorst (\io onLs|)r(‘- 
cliGiidoii rochton Winkol (st), (s, t,), lu s, w- Odor man kanii dioso Auf- 
gabo anf dio crsto (a) bringon, and zwar dadundi, dnss nniii dio voimu- 
nigton Strahibiischol (S333,) durcli irgoiid oiiw dorado Hchiioidot, inid di(\s<> 
aln zwoi vcroinigto dorado (AA^) boli'aclilol, obon ho, wio sclion vorlun 
(§ IG, IJ) gosoholion ist. 

IF. Eino andcro, viol einfacliovo Audcisung, clorou Uiclitigkoit jodooli 
(iivst siiiitor (§ 4G, HI) bowicson wird, ist Jolgondo: 

a) Mail ziclic irgond oino Kroislinio c<x33 (Fig. 2G) imd ziolio aus 
oinom bo)ioI)igen Punclo 33 dorsoll)on (lurch dio droi in (hm voroiiugion 
Qoradon (AAj) gogobonon Panctopaaro a, t), C und a,, bj, Cj diti (ioradcn 
S3a, 33b, wolclio dio Kroislinio ziim zwoiton Male? in (lo>n Pim(d(5n 
p, 7 und pp 7 j sclinoi(l(3n, vorlniuh^. vnii diosoii Puindtsii das oino Paar 
gloiohnamigo, oUva a, a„ wooliscdsoiUg mil don IxjiiUni andorcui Paanm, 
iiamlicli so: man zicho dio doradon ap,, c/^p, dio sicli in p^, und diii (lo- 
raden a 7 p dio sioli in Hohnpidon; /Joho Hofoii dio doradt^ p^y^, 
wclcbo dio Kroislinici in don Punoion s, x schuoUbL, und cliiinli dioso 
Puncio ziolio man ondlicli aiis S3 dio (Joraden S3e, 33x, m vvordon dtoso 
dor doradon (AA,) in dem gosiiohlon voroinigioii ontsprooliond(ui PunoU^ 
paaron c tind e^, t und If, bogogiion. Sind dio G(', radon A, A, gloioJilio- 
goncl, so wird dio dorado p^y^ don Krois oniwoAor t) H<5linoidon, odor 
2) iioriiliron, odor 3) gar niolit troffon, jo naolidom () xwoi, odor 
2) cin, odor 3) gar Icoiu Paar oiiLsproclumdor Pimcto znsiunmontroJIon 

C§ 

Sol)al(l also irgond oin Krois (odor iiberluiupt oin KogolH(dmilf), dor 
mil doll anf oiiiandor golegloii doradon (AA,) in oinor Kliono liogt, gognlion 
isi, so kanii dio Aufgabo mitlolsl dos Liiioala all oin gohmt wiinlom 
DLcso Aiilh’isung wimlo liior nicht luir doshalh mitgotlioili, av(mI sio an und 
fiir sich sohr bomcrkonsworlb ist, sondorn wcil wio in dor Folgo nooh hoi 
yioJoii andorini Aufgabou Amvouduiig Hmlot, und zwar ho, dass man da- 
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(lull'll zu Auflnsungt'H gelangt, die vor den bislicr bokaiinlon grOMHuu Vor- 
zup veulioiieii. 

I>) Audi die andere Aiifgabo kanii aiif gaiiz oiitsprediciKlo Wed ho 
lo->t wiideiK d. statt eiiios Puiiclcs 33 in dor Kroislinio winl irgoiul 
eijic Tangente au dersdben angenommon u. s. w. Das AusKibrlidiern elie^siM' 
AurtoMing wird bier libergaugcn. Uebrigons ist os oinfaedior, die Aufgiihe 
(d)eii so, wie vorhin (J), auf die erste zu briiigoii iiud naoli vorsluluMider 
Vui.-^chrift (a) zii loseii. Odor wciin dor Iliilfskrois nieliL in bosf ininil.er 
La go gogeben ist, soiideni ■\vemi os gestattot ist, ihii boli(d)ig zu zioiiiui, 
hO kann man ihn so zidion, dass or durcli don gonioinscbnniinlion MEtfef- 
jniiict dor Strahllnisohcl goht, wic otwa, wonii in doin vororwiiiinton PniMd<^ 
23 l)oide Mittelpunctc SBj vercinigt wiiron, so wiirde man alsditnn 
mitlolst dor eiitspredicndcn Straliloii a, b, c und a,, bj, e, di(^ veroiidgffen 
ontsprochendGii Stralileii e und e,, k und diirdi das vorige V(U’(Hhr<ui 
(a) finden konneii, Avie leidit zu seheu. 

18, Die widitigsten Eigensdiaften, Avoloho bci dor soliiefon Lage zwtdm’ 
projectivisohen GeradeiiA, A, und zweier projootivisdieii ►Straliibiiscdiol "23, 
23i stattliabon, niimlich das Gesetz, Avclchom boi don (leraden dio Pru- 
jections.slralilen und bci den Strahlbiiscliobi die DuiTilisedinitte dor (Mif* 
.sju’ccheiidon Strablcn unterworfen sind, konnon bier nnob niebt in 
ganzoii Umfango orforsclit Averdon; sie sind dahor zuin Tlieil dein (lr3(4on 
Kapitel vorbelialtein 

Vorlaufig soHen mir folgondo Satzo und Aiifgabon, dio sich InudiL 
auf A^oiaiigogangcne Satze und Aufgabon bringen lasson, aulgesUdlt wiu’ehm: 


,,Wcnu zAAmi projoctivischo 
Goradc A, A^ sich in sebiefer 
Lago befinden, so golion (lurch 
irgend cinen Punct 33 iin All- 
gomciuen und hoclistcns nur 
zA\ei Projectionsstrahlon; al- 
so kdiinen aucb nur boebstons 
zAvoi und zAvoi Projections- 
strablcn parallel sein.*‘ 

Deim doiikt man sich um don 
goiianntcn Puiiot 33 zwei Stralil- 
biiscbel S, 33,, die mit don gogc- 
benen Geraden perspectivisch sind, 
so miisscii dieselbon untor sicli pro- 
jo ctmscb soil! (§ xuid iliro zAvei 
Paar vereiiiigtc enthprccliendc Strali- 
(§ 10, II) itiCisson uffoiibav dio 


„Wonu 7,w()i pi’ujootiv iH<! hu 
Strahlbiiscliol ^3, aiiili in 
sohiofor Laffo bofindon, ho Ho- 
gen auf irgend cinor (ionuloii 
A im Allgoinoinou unil h tic, li- 
stens nur zAvoi DurobschniU.o 
ontsprechondor .Stralilnn; al- 
so kiiiinon aucli nur IWmiIinCuhh 
zAvci Paar entsiiroeliotiilo r 
‘Slrahlcn parallel soin." 

Penn doiikt man sicli zwoi do- 
rado A, Aj, dio in der gonamiton 
Geraden A auf einaiKler liogen, iiiiil 
die mil don gogebonon ,S(.raliilui- 
scholn porajiectivisoli sind, so niiisKon 
dieselbon imlor sich jirojectivisoli 
soil! (§ il), und iJiro zwoi I’liai- 
vcroiiiiglo eulsprechendc Piinolo 



19 . 


Satzo luid Pnrisnicti, dio ans Ziisumnionstolhinfr dor Qobildo ontspi 
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zwoi gGiiaimton Projectionsstrahloii (§ 16, IT), miisson ofTenbar Biirch- 
clor Goradon A, A, soiii. sclmiito cntsprcchendcr Strahlcu dev 

Stralilbilscliel S3, 33, sein. 

Werden nun dio Aufgabon gosiollt; 

„Boi y.woi schicfliogondon „Boi z-svei schiefliegendcn 

projoctiviHchon Goradon A, A, projoclivischoii Stralilbiiacholn 
dio (zwoi) Projcctionfistrali- 33, S, dicjciiigcn Durclisclinitte 
Ion zu findoii, die durch ir- oiitaproclioiidor Stralilon zu 
gond oincii gcgcboiion Piinct 23 findon, die in eincr gegobeneii 
golion;^^ Goradon A liogon;^* 

so ist zufolgo dofi vorsLolieiidon Satzos Iclar, wio sic nach (§ 17) Iciclifc zu 
losoii sihd. 

Wclchou Spiclraum dor Puncl S3 hat, wcnii dio Goradon A, A, gc- 
gebon sind, damit entwodor z>voi, odor oin, odor gar koin Projeotions- 
stralil durch donselbon goht, iind -wolclion Spiolraum die Goradc A liai, 
wonn dio Strahlbiischol 23, 33, gcgoboii sind, damit entwodor z^voi, odor 
oin, odor gar koin Durchschnitt von onlsprccliondon Strahlon in ilir licgl, 
wird, wio sohon orwiihnt, durch woiloro Enlwickolungon im dritton Kapitcl 
klar horvortroton. 

Durolx oine bald folgondo Botrachtiiiig wird gozoigt wonloii, wie I)oi 
dor schiefon Lago dor boiden Paar Oobildo A und A,, S3 iind durch 
oin solir einfaclios Vorfaliron, piimlich mittolst dos Linoals alloin, sohief 
projicirt wordon kaim, dJu, wio boliobigo ontsprochondo Elomciito go- 
fimdou Avorden konnon, 

satzo und Porismon, dio ans ZuHainmonsiollung dor Oobildo 
onispr iiigoii. 

19* Nachdoiia dio Eigonschaflcn und dio khmdamoutalsatzo fiber pro- 
joclivische Oorado und Strahlbiisoliol aufgofuiulon sind, diirfto es wohl fiir 
Violo wiinsohonsAvortli soin, an oinigen Boispiolon zii soJioii, wio sclir um- 
fassond dioso Siilzo sind, d* h., wio nio dio oigojitlioho GruiKllago violor 
andoron SiUze sind, dio uiimitlolbar aim ilinon licrvorgoJion, wio durcli sio 
inancho ansohoinond scliAvoro Aufgabon loicht zu Idscu siad, und wio ond- 
licli durch sie bosondors tlio oigouLlicho Bodoiitung vorschiedonor Porismon 
vorstandlic]) horvorlriit. 

Zu diosoin Endzwock sollon zur Erloichtorimg folgcudo Erkliirungon 
fostgostollt wordon: 

Soit Cmmoi zuorst auf dio yollstandiglcoit odor auf das Uinfassondo dcr 
l^iguvon aufmovksam gomacht, brauclit man haiifig doJi Ausdruck „vollsian- 
digos Viorock*^ (fluadrilaUre convplct), Alan hat abor daboi zwoi wosoiit- 
lich vorschtodoiic Figuron gar nicUt von oinaiidor untorsohiodou, Avas docli boi 



Von piojccUvischcii (i (nation uihI ebon on Stialillniscliolii in tier (*l. 

geaaiier iiud volKstiintligor EolraclUung diircliaiis niclit aiissor Aolit golassmi 
werden clavf imd Icanii. Niunlicli man halgciiau zii iinlorHcheidon a) ,,vnll- 
siaiidigGS Vicrsoit‘‘ imcl b) ,, vollstiiiuligcs Yiorock”, iind vamw 
iintcrschoidcu .sie sich wic folgt: 


„Volls tiindigos Vierseit^ 
lieisson jede vicr Goradc A, C, D 
(Fig. 24) y.u^amnaGiigcfassi; die scclis 
DurclisclinUto a, b, c, b, c, f dor 
Soiloii licisscn Eckon dosjiolhon; es 
hat also droi Paai' oiiiaiKlor gcgGiuiber- 
licgeiiclor Eclicn, iiamlicli a luid f, 
1) inid e, c 11 nd b, und soinit bat 
os droi Diagoiialon nf, Ijc, cb; imd 
eiidlicli iirafasst os droi oinfaclio 
Viersoito niiinlicb obfert, acfbfl, 

beebt 


Toll stand igos ViororK 
lioisson jedo vior Functe a, hy c, b 
(b'ig.25) zimmmoiigefasst; dio stndis 
Geradcn, wclclic durcli dio Punt‘((’' 
bostimmi Avordoii, lioisson Soil oil 
dossolben; os hat also droi Faar 
cinaiulor gogonuborlicgendo Soili>h, 
namlicli abuiulcb, ac luul l)b, ab 
imd bCj und somit dvoi JJiirchsohiiillo 
C, f, (J gegoiiubcrlicgcndor Soilon; 
und cndlich umfasst cs droi oin 
faohe Vicrocice, mimlich abeba, 
acbbfl, aebba. 


Eiu oinfaclics Viorock ist aiioli ziigleicli ciii einfaclios Yiorsoi I , 
so dass also dcvsolbon Figur dor oiiio odor dor aiidoro von dicson zwoi 
Namoii boigolcgl worden kann. Dassolbo gill vom oinfaolicii Fiiiifock uinl 
Fiinfscitj u. s, w* Eiii voIlsLandigos Fiinfoclc abor, so wio oiii voll^ 
staiuUgos Eiinfsoit bcstoliL aus 12 oinfaolion Fiinfookon odor h' ii n j‘- 
soitoii; und so^voM cla« vollstiindigc Soohscck, als Scchssoit In*- 
stobtj wio icli sclion bei oiiior aiidcrcn Gologonhoil (Annaies de maf/n^/N. 
p. M. J.D. Q-ergonm Tom. X YJII)*) angogobcii lutbo, aits GO ciiifaclion Hoi'-lis 
ockoii Oder Soclissoiten. Mmlicli, weuii man dio obigon Erkliiriiiigoii 
woitor ausdohntj so laiiton sio im Allgomoinon, und wio Cmmoi zuin 'IMunl 
schoii angogohon hat, wio folgt; 


„A^ollstuiidigos n-Soit hoissGU 
jodc 11 Ucradc in oinor Bboiio zu- 

samincngofasst; dio — Durcli- 

sohiiitto dor Soilon (Goivadoii) hoisson 
Eckon dossolben; os bostolit aiis 
1.2.3.4...(ii— 1) 

2 ^ 

einfachen ii-Soitcn odor u-EckoiiF‘ 2 

oinfaolion ii-Eckoii odor n-Soi ton/' 
Ein einfaolios n-Eck eiilsteJit iiiiinlicli^ woiiii manulkmcio, nach irgond 
einor Orcluiing gonomlnon, in oinom Zugo durcli n-maligcs AbsoLzou vi'i- 


„Vollslandigos n-liclc Ikussoii 
jodo n Puiicto in oinor Ebttnn zii- 

saunnongclasst; dio 

den^ dio durcli dio Ecken (Punnio) 
bostimmi wcrdoii, hoisson Sidtoii 
dossclboii; os bostolit aus 
1. 2.3.4., .(n^l) 


Soilo224 cliosoi Ansgnho. 



do. fiii(w mill I’miMiii'ii, >li<' .’III"’ /'iiMiiiii'i'''i''l''ll"mT 'li’i ^'"liililu (iiilspiiupoii. 289 

SO jiidoiili, iiKin I'ci Ji'ili'iu ViiiKilii ninnial auliiill. uml /.ukd’/A 

ill ill'll Aiiriiiif>s|)iiti('.1. •/imii'Uii'l'i'l. Iknmc.li nuin sioh k'ioht 
Villi ikir 1^ ivlil iiilii'il ilvr in ilvii vori'li'lii'inli'ii l^rliliiruiiadu tiiijro^dkdndii 
Zjikliiii iilii'i'zi'iii-oii lioiiiH'ii («. § 29, Nold) 

20. Rs .si'i 11 , )i, !i|, I', (l''iK-2li) I'in ImlioliiKi’N vull.sl.'indi^id.s VicrMiit, 
(Icswioi (li’iii iliiit;(iiml('ii Vtik nil,, n,li (§ 111) sicli in (■'>, y; scktmuUiu. 

It'iikc .sick /'ll ill'll ilri'i Slnililvii a, li, c ili'ii vii'iiou, ,1,,,,, „ 

ijitliu'li'ii, ll!l,l■ml)llis<!|^(>ll Slrnlil il uml I'lnm hu zii (Ini divi Straliinn ji.,, 
!»,, ili'ii ili'iu /.unmii'iliicli'ti, viiU’li'ii linniiuiiiMilii'ii Slmlil 
zuCiilf-a' IWilion'r Siilzn, Imido .SIrnliloii il uml d, din (icntiln ab,K in dom- 
jiiiti!!;f'n I'liiKilo 3) .scliiK'idcii, ik’i' zii dmi drui DinrliM'lmidnn a, 1),, (.?, dnr 
viorUi, dcjii 1:'' ziiKCtirdiicIi' liiiinHiiiiM’lK' I'liiiiit. isl; uml (iIkuimo ,„fi,s.si>i) 
liidiki vSImlik'ii (1, (1, diiirli di'iijmiii'cii I’lmcl dcr (l(ira(liiii jrnlu.n, 
dor zii ill'll drtii I’liiKiluii 0,, l>, dor viorlo, mid zwiir iloni ziimiunliudi', 

lijirituiiiii'i'liii I’liiu'l ml; da id«'i' ki'ido Slndilcii (1, d, iiiii' ('hum oiiizifii'ii 
ruiiidi ID Komoiii IiuIk'U kiiiimm, mi niiis.'i ilio.sc'r zindi'ii'li dor llurolistdiuiO 
dor tmidmi (k'l'iidoii H.lll;'': .iciii, iiild (iili'lidi sitiiiioidoii di,. Diupi- 

nali'ii uiiiaiidor mi, dims die zwoi Diiriilisi'liiiiKo I'D, I' iiinl 3:i, IS: in don 
lliai'iinali'ii nil, mid n,l) zii don /,iin«iliiirij>cii Mol, on n, b, uml a,, b ziifii!- 
urduolu liui'uuuiisidui I’uiKiki sind. Aid’ uloiolio U'oi.so liili'l, diiss aU(;li 
Kii di'ii Miikoii \H, zii/foiirdiio(ii liiirimiiimoho I’liindo 011(1; dd,.,. dj,,,,,,,,, 
I'ldj'l. aiiidi diiraim, diiss voriiiii/'o dor Imiiiimii.srlion .simlilon a, d, li, o, din 
I’lMiidii n,, b,, b,, 11. uml vorinii('o diosor dio Sliidilon ffib^, 

‘X'lil. "ud vorui(i|'(' di(“s(ir oiidlioli dm I’liiiolo 0, Ik ',*( luiriiiuiiisoli sind. 

Dll did vior I'liiiolo n, b, n,, b, om kiiliolii|ros vidlsliimli);o.s Vioroo.Ii 
diiisli'lli'ii, dussiui ('Ojiiiiiiilmrlioipuidc Siulon|iaiiro (.ioli in ',*1, 11, .iti so.lmoi 
don, uml vm' 'lii'i'U DuiolmoliniMo diiioli dio .Slndiloii r (odor o,), (k d, 
voi’ltuudon fiimi, mi ial diiroli dio voisloliondo llolrimlilum; aiioli zii|'lo|oli 
durf{olliaii, dii.ss hoi oinoin .sololion Viorocli dio Slriddon, ttolidiii dio Diiioli- 
ooliiiillo dor (•I'f'i'mdioj'lionoiidon Si'ilon voihimloii, '/ii doii loiztoron ziij'o- 
onhu'lo luinuuuisolm Sluildon .simk diun niiiiilioli dio Slialiloii d, o zu doii 
Soiloii 11, h (iidor lUl,, bb,), dio .Sliiddon o,, d, zu dim Soiloii n,, h,, uiid din 
Sinililoii d, d, zu don Soilmi ub,, il,b ziiiiooidjiolo tiaiiiiuiii-.olio Slndiloii sind. 

Alls diosor Holraoliluiij' rulj'l luio.lisloliondo Kollio MiiiSidzim iiiid Aiil- 

i»nfu'ii : 

(, „Ini viilIsliiniliKoii Vior- I. „liii volloliiinlif'oii Vinr 

.soil .sind dio l‘iniol.(', in w'ot ooK sind dio .''(ralilon, wololio 

olion dio dioi Diaj'iinaloii oiii dio Diirolisolinillo dor i;o);oii- 

jitulor M liiioidoii, zn don zu iiliorlioirondoii Soi(on|mnro vnr 

(loliiirif'on Mol, oil zu;>o(irduo(o liiinloii, zu don zu- 

liitrniuiiisolio l’uno(o.“ ((omdiiolo liaimniii o'lio Sinih. 
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Von inojcctivisclion Geraclon unci cbcnon Stiahlbuscholn in der Kbono. 
Dor S<atz links wurclc vomehmlicli ilurcli Carnot .'illgonioiiiGr ))<■ 


ungcachtet man clonselben schoii 
findet. 

TL „Zii drci gcgobouou 
Puncteii dcii vierton liarmoiiJ- 
scbonJ’iinct zii findcn, jcdoch 
nur mittelst desLiiioaLs 

Sind otwa a, 1), , K gegebon uiid 
man will den dem 6 zugeordneten, 
vierion hajunonischon Pimet 3) lin- 
den, bO zioho man durcli S irgond 
cine Gcrado §133, nolunc darin zwci 
willldirliclic Piinclc §(, S3, verbiiido 
dicse mil den zwci iibrigen gogo- 
beiicu runctcii durob Geradc Slfl, 
m,, S3a, 331),, die sicb in a„ b 
Hcbneiden, so wird die Geradc a,l) 
dnrch don gosiiclUon Punci S) gehen. 

Die Aufgabe links wuvdo ziiorst 
aiif dicKo niimliche Art goliist. 

JfL „Wcnn dvoi Gcrado itnd 
ein Pnnet gegeben sind, so soil, 
miticLst des Lineals allein, 
durcli don Piinct eino Geradc 
so gezogon werden, dass er niul 
die (irei JDurchschnitto, welcho 
sie mit don drei Gcradon maclit, 
vier liarnionisclic Puncie sind/‘ 
Sind ctwa a,, b,, b imcl 3) ge- 
geben, so ziohe man z. B. die Geradc 
3^33 odor d,, siiclie zii den droi 
Stralilen a,, b,, d, don vierten, dom 
(1, ziigeordneteii, harmonisclien Stralil 
c, (IJ), dor dor dritton Gcradon b 
in 5t bogegnet, so wird die Gcrado 
§15) der Aufgabe genugon, d. b,, die 
yier Puncto b, 3), b,, §l sind bar- 
inonisch. Zwci anclore Gcrado, wcl- 
cho ebeiifalls dor Aufgabe goniigoii, 
findet man auf alinlicho Weisc. 

I 


in Papjjua Collect AJaihem. 

XL ,,Zu drci gcg’^'L 
Strabloii don viorten lin I’l 
scliGii Stralil zu findon, jt 
nur mittelst dos Lineals <i I 
Sind otwa a, b, c gogobo 
man will den dom o zugo()i‘<l 
vierion harmonisclien Strahl 
don, so nehnic man inclrgoixl 
Punct 33, ziolio durcli diosoii 
kiirlich zwoi Gcrado S3fl, 33 C! 
don Stralilen a, b in doii V\ 
rt, a,,b,bi bogognen, vorbiiiclc3 
durch die Gcradon ab,, b a, , <li 
in dom Pnnete 3) sclmeidon, s( 
die Geradc §(3) dor verlan^^'U^ 
soin. 

von Do, Lahiro, {Sectioned eomrae 

III. „Wcnn drci Piinobc 
oinc Oorado gogebon slti 
soli, mittolstdcs Lineals n 
ill' (lev Gcrado 11 ein Puuo 
fiindon wordeii, dass sio 
die (Iroi Gcradon, wolcho o 
den droi Ibnicten bcsiimni t 
harmonische Strahlon sin 
Sind otwa a, 35, 33 und 
gebon, so ziolio man z. B, dm (‘ 
a33, sucho zu don drei Puiuji 
b, S3 don vierton, dom 33 zu| 
noton, liannonischon Puiitd X 
ziolio dio Goradc b3), so winl 
(lor gegebenon Goraden b in 
runGtc§( bogognen, wolcbor do 
gabo goniigt, so dass a, d, b, ( 
moniscli siiub Zwoi andero J ^ 
dio auch dor Aiifgabo goniigcn, 
man auf ahnliclic Woiso* 
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20. Siitzc imd Poiismen, die aus Znsammciistellunpf dcr (icbddc oiitspriiii^cn. 

Wil’d 31 alri Projectionspiiiict der Geraclcn angcselien , ho class 

a, b, b, C, . . . uiid O,, b,, 6i, . . . eiiispreclionde Piincto sind, imd win! 

(S® als porspoctivisclior Diirclisclmitl dor SU’ahlbiisohcl 31, 33 angonommen, 
so class a, d, b, c, ... und a^, d,, b^, Cj, . . . cnlsprochoiulO Siralilon siiui, 
so folgt feriier; 

IV, „Weun man bci zwei IV. jj^Vonn man bol i 5 wei 

porspoctivischon Ooraden a^, b, porspc c Livischen Btrahlbii- 

JO zwoi on tfiproch Glide Ihincto- scheln St, S3 jo zwei eiitHpre- 

paare wechsolscitig (a, init b, chondo Str uhlonpaaro sioli 

bj Oder mit b, b^ ii. s. w.) clurch wechsol*soiiig schuoidcu lasst 

Goradci(abjiuidbaj,obiUndbrtp..,) (a, mit b, b, odor mil d, d^, 
vevbiiulet, so liegen die Dnroli- \i. .s. w.), uiul die Durclischuitto 

schnittc ®p ... allor cUosor (a, xind b, e und b, , , .) diircli 

Paaro von Geraden in oinor Gerado (a,b, eb, ...) Ycrbiiulet, 

bostimmton Gcradon d^, dio so golioii diosc alio diircli oinen 

namlioli zu don por>spocti vi- bostimmton Pune fc (S, dor niiin- 

solion Gcradon a,, bj und zu licli zu don Mittolpuiicion 81, 

dom clurch iliron Duvehsohnitt S3 dor Stralilbiiscliol unci zu 

33 gelienclon Projoctionssirahlo domjonigon Punete 6, In wel- 

c odor Oj doi' viorte, dom zu- chom ihr goiUGiii.sohaftUc]iQr 

gourdneto, harmonisclio Strahl Strahl (cej voni porspeotivi- 

ist/‘ schon DurcliscluiiLU go- 

troffoii wird, dor viorio, dom 
6 zugoorcliioto, liarmonisebe 
Piinct ist.“ 

Der Satz links ist (mit anderon AVorion aiisgesprocheii) aUgcmciii bes- 
kanui. Es ist Icicht zu sohen, wio vormtige dioser 8iitzo die fo]gc3iiilGn 
Aufgabeii: 

V. j,Durch oinen gegobo- V. „Iu oinor gogobonon Go- 

nonPunet ® oino dorado radon clonJoiiigGn Piinot © 

zu ziolion, wclclie durch don zu fintlon, wolclior mit zwoi go- 

Durchschnitt S3 zwoior gogc- gobenon Puucton 9t, S3 in cinor 

bonon Goraden ab, Ujbj gubl, Gcradon liegl, im Fallo dioso 

im Fallci diosor Durclisclinilit dorado niolii gozogon wordon 

uiizugauglich ist,*^ kann.“ 

wo YOU dio cine, links, obonfalls allgomoin bokannl ist, initiolst dcs Lineals 
alloin zu ioson sind. 

Woiior imtcn wire! man lincToii, dass dio ,Siiizo (IV) nur bosonclovo 
Falle YOU allgomoinorou Satzcii siiul, dio namlioli slattfindon, wonn 
dio projeotivisolion Gebiltlo a^, b, und St, 33 sioh in schiefer Lago be- 
ftnden. 


19 ’^ 



292 Von piojeciivischen Oeradcn imd cbonon Stiahlbiisclieln in dor Ebenc. 
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Es licHscJi sich liior nocli eiiic Mengo Folgcrnngcn /Johoii, die namonl- 
lich (las Droicck, dio Tlioorio d(?r 1'raiiHYorsalen, u. s. w. belrGllon^ boi 
demon ich inich aber niclit aufhalten kann. 

21. Sind drci Gcrado A, Aj, A^ (Fig. 27) unter cinander projectlviscb, 
niluilicb in Amelumg dor Piimcto a, D, c, . . ci,, • • •; tg , c., , . . 
uiul licgon sio so, dass sic eiiiandcr in cincin Panclo scliiumdcn, und class 
in demsell^cn drci eiilsprcchcndo Punclo e, e,, Cj voroinigt sind, und dass 
mUliiii jo Kwei Gomdo porspectivisch liogen, so iniissen noilnvondigoj* Woisci 
dio drci Projec^tionspuncto S3, 33^, 33^ in einer Gcraden licgon. J)omi sind 
33 , 33, (lie Projcctionspuiicte der Goraden A und A,, A und A^, so isi 
dio Gcrade 33 58^ oin Projcctionsstrald sowolil von A und A,, als von A 
umlA^, so dass also dor Punct b, in wlohcm sie A l)cgcgno(i, don PuncLon 
bj, bg, ill wclclion sic A,, sclmcidet, cuUprioht, und class sic folglich 
aucli oin Projcctionsstrahl von A, iind A.^ ist und (lurch ihron Ih'ojcGiionS' 
punct 33n gohL 

Wire! umgclcolirt angenommon, droi Sirahlbiischcl 33, 93,, 35y seicn 
milcr oinandor projoctiviscli und so gologon, dass droi ontsprccliondo yiraliloii 
d, (I,, dg vci’oinigt sind, dass mitliiii jo zwoi 8lrahlbiis(ihol pcrs|)ccUviscli 
liogon, so folgt auf iilnilicho Wcisc, avio vorliin, dass dio droi por.spcc- 
tivisclicin Durohschnitfce A, A,,A.^ cinandcr in oiucm Puiicto (cCiC.^) irolFcn, 
Also liat man Iblgcndo Saizo; 


L „Sind drci Gcrallc A, A,, 
A,j untor oinandor projccii- 
visch und liegon sio so, dass 
sio sicli in eincm Punctc scliuoi- 
don, und dass in doinselliou 
droi cntsprcclioudo Punctc 
voroinigt, und mitliln jo zwei 
Gcrade porspectivisch Bind, 
so licgon dio drci 1‘rojoctious- 
punclo 25, 33,, in oinor Go- 
radcu.'* 


I. „Siiul droi Strahlbiischol 
S3, 33,, 33j uiitor oinandor pro- 
jcctivisch und liogon sio so, 
dass drci ouisprochondo Sirah- 
Ion auf oinandor fallen, also 
ihro MlLtclpuncto in cinor Go- 
raden liogon, und mi thin je 
zwol Strahlbuschol porspocli- 
vi.scli sind, so troffon sich dio 
droi perspoclivischon Giircli- 
schnitte A, A,, A^ in oinoin 
Punct, “ 


Aus dieson Siitzen folgon unmiitclbar nachstoliondo bokannto Siitzo: 


II. „Troffon dio drci Gora- 
den A, Aj, A.>, Avolcho dioEckon 
irgoiul zAVoior Droiocke 
tibiBa, in bestimmtor ,Ordiuing 
genommcin, paarweiso vorbiu- 
don, in oiiiom Puncie zusam- 
men, so liogon dio droi Puncto 


n. „Licgon dio droi Punctc 
33, 33,, 23.^, in wolchon dio Soiten 
irgoiul zwoior Dreiccko 
bbjbg, in bosiimihior Orduiing 
paar^Yei8o gonominon, sich 
schneidoii, in oinor Goradon, 
so troffon dio droi Goradon A, 
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3S, SQi, S3^, ill ^vi'lchcn dk* go- A,, A^, wclclie clio gogoniibcn*- 

f^oiuibcrlic^^oiulGii Soileu, in liogoiuloii Kckon, in gloiclicr 

^loichor Clrdiiung paavwnisc Ordnung paarwoUe gonommon, 

f^tuiomiAon, oinaiiilor sclinoi- vcrl)iii{l(Mi, alhuiial in oiaoin 

<lcn, iu ehiou Ooradoa/' ])onn zusammond' J)onn man 

man lainii fosisotzcn^ di (5 Goraclen kann IbsUjtzcm, din Stnihlbiischcl 

A, A^ niid A, sollou in Aiisnlumg 33, 33, iiiul 33^ sollon in Ansehuiig 

(.leu glci(dinainig(Mi Ibinoio a, K), e dor glcidummigon fSlrahkn a, b, cl 

and n,, 1 ),, c, uud a_j, c.j pro- und a,, b,, d, iiml a.j, b^,, {\ pro- 

jocLivkch »suin (§ 10 , 7 ). jnctivisch Bcin (§ 10 , 7 ). 

Es Jolgt fcmni'J 

HI. ,,13(nvogon sioh dioEckon HI, „lJrGhon sicli dicSoiten 

o inos ^voriindorl iohon Droiocks oiiuns verandorlinhon Drniocks 

aa-,aa di'oi foslon Onrudon A, (lOjCly um di‘in fosto IkuuUe 23, 

Aj, Ay, din durnli oinnn Puncl 33,, S3j, dio iu cinor (niradoa d 

c Inchon, und drclinii sich zwoi liogcn, niid bowognn sich zwoi 

Woiion dosrtolbon, otwa a(l,, Jickon dosscDion, oLwa a, 0 ,, 

aa.^, um fesio Pnncio 33,33,, so in rosion GoradnuA, A,, so bo- 

^olit aiioh dio di’lltc Hoiio OjCly wogl sich auoh dio dritto Eoko 

boniaiidig duroli oinoii driilon iu oiuor driiiou fosicii (lo- 

f os ten Punct33y, dor mil jonoii radon Aj, die sick mil Jenon 

boidoii in oincr Croradoii liogi.** btudon iu oiiiom ikinoio seknei- 

dot.“ 

Hoi den olilgou 8 atzeii(l) i«t dor bosondoro Fall inoglioh, dans cinor- 
soils (links) dio droi ProjotdionspimcLo 33 , 33,, 33, j, uud andorersoiLs dio 
di'oi porspotjlivisclicn DurcliHchniUc A, A,, Ay zimmmcnfallon; diosos 
loUoi duller auf naolislohendo Aufgabon; 

JV. ,,J)uei gegobono dorado lY. „l)roi gcgobduc Slralil- 

A, Aj, A^, dio uiilor oiiiaiulor busedud 33, 33,, 33.j, dio uaicr 

projoctivisoh stud, so iu por- oiaandor projoctiviscli siiul, 

s[i ectivlsobo Lage zu liringon, so in porspocli vischo La go zu 

(.lass sio si eh in tsinoin Puiujlo briagoa, dsiss iliro Mittodpuiictc 

e solinoidoii und oinoii gomoiii- in oinor Ooraden liogcn, und 

soliafUiclion ProjcolionspiinuL dass sio einen gomcinsohaft- 
33 liaboiid* lichon porspocliyischoii Diircli- 

schnitl A hubciid* 

Dio Auflosuiigoii diosor Aurgalicn sullen don Idobhaborn vorliudig 
zur Uobung ijbcadasscn blcibon: sio lasson sick loiclii uur fridiGro Siilzo 
griindo]! (§ 15); spiiior sollon sio miigotkoilfc wordoii. Fell will liicr luir 
.angoboii, dass die ersio AulgabQ (links) im Allgoinoiaon uiiondlich violo 
Aulldsungou zuliissl, woboi sick Yorschiodono duci catsprccdiondo IkiiuilG 
tier Gcraden in dorcii gomGinsclutftlioiioni Dni'cliscknillG vcrcinigen lasson. 
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Giobt es aucli entsproclxoiido Puticte, boi dorcn Vorcmi^>ung koino AuH< 
stattnndct? und welohoii Spiclraiim liabcii sic? — Was fiiidet iiifthoso] 
statt, ^vcnii dio Geradcn iilinlicli siud? — Dio aiidere Aufgabe 
lasst iin Allgemeineli dor Hauptsaclic iiach luu* zwoi Audosungcti '/:u. 

22. Diircli Wiodcrliolimg odor Zusammousolziiiig oiiios obigou H 
(§ 21) gelaiigt man unmiUolbar zu oiiiem bcrLihmtcn Porisma, NVt) 
Pappua in dor Vorrede zum YU. Buch dor CoUectiones ]\lathe}?ic 
mittheilt, iiiid wolclies xvogcn seines Sclioins von Allgomci illicit Iciol) 
sclnvercr imd umfasscndcr goliallon wird, als os in dor That isl, nil] 
zu dom folgendou Porisma: 

1. jjWenn in oinorEbeiio n boliobig gozogono gorado fji 
oinandor irgendwie durclisclmoidon, und man halt dio 
Burchschnittspuiicto lest, dio oinor von ihnen, glcichvi(i^l 
chor, angohoren, wahrondman alio iibrigon beziohlich lun. cl 
Puiictc bewegt, und wiilirond n — 2 von ihren gogonsoit 
Diirohsolinitton, Tivovon koino droi donsolbon droi Goradon, k 
vior donsolbon vier Gcradoiij u, s. \v, angohbron, gozwungoji a 
aiif oinor gleiclion Aiizalil gogobonor Ooradon, als Tioitli 
gonomincn, zu bleibcn, so werdon alio iibrigon Diirch^ohi 
dor bewogten Goraden, dorcn Aiizahl oinc TriangularzaJiI 
oinzolii andoro Gorado bosohroibon, dio mit joiion Bcillinioji 
gloicli dor Lago nacli gogobon soin wordon.^^ 

Ill ncucror Zoit liat PobcH Simwn zuerst dioson SaLz bowl 
MiLtolht dor oben fostgosolzten Erklurungon (§ 19) kanii dor vorntal 
Satz nebst seincm cntspreohondoii Saizc, wio Iblgl, aiisgosprocdioii wo 
U. „Bowogon sioh die Eckon 11. „l)rohon sioh dio He 
oiiies vcranderliclion veils tiin- oinos vollstiindigon voraii 

digon u-Ecks in n fosteii Gora- lichon n-ScIts um ii 1 

don, dio diircli oinon Piinot Piincto, die in oinor Gori 

gohoiij und drohoii sich n — 1 liogon, und bewogon 8 [oh :i 

Seiten dossolbon, dio irgond Eckon dossolbon, dio ir| 

einom dor oinfachen n-Ecko einom dor oinfachon n-f: 

aiigelibren, aus Avelchon das angohoroii, aus don on 

vollstandigo bosieht, um vollstiiiidige bcstolit, iiiolji 

oboiiso vide fosto Puucto, so violon foston Goradoii, ho 

drehon >sicli auch dio iibrigon Avogoii sich auch die lihr 

Seiten, an Zahl Ecken, an Zahl 

(n— l)(n— 2) (n— l) (u— 2) 

1.2 ’ r2 ’ 

um andoro fosto Puncto, dio in andoron foston Goradou , 

also mit jonon foston Puncten also mit jenou foston Gora 

zugloidi gogobon siiuL« zugloich gogobon sind.^^ 
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fn dor Thai siiul dicsc YsWOI >Satzc, me sclion ovAviihiit ^vordoii^ iilclils 
andores als oiiio zu-saminGiihiiiigondo 'WicdoTliolimg dor ol)igen oinhiLchcn 
iSiitxo (§ 2 i, ]). Odor nock loickier koinion S 3 c aus fulgondeii doreii 

llichlifvkclt ^'011 solbsi orlicllt^ zusammengesoUt wcrdca. JJamlidi: 

III. „Wonii hoi clroi fTcrsidon HI. „Wgiui von droi 8trahl- 

A, A^, die cinandor ia ciiiom bilscholn SS, dcroa Mil- 

riniolo schnoidon, zwei mil dor tolpancto in oiiior fioradon lie- 

driiion projooli visek sind and goii, zweimit dom dritien pro- 

mil ikr pcrspoctivkscli licgen, jcoLivisch siiul iind in it iliiii 

HO 8liul >sio auch luiicr sick pro- porspoctiviseh liogcii, ho sind 

jociiviscli imd liogon perspoc- sjo auok untcr sick projccti- 

iivisch.*^ viseb iiud liogcii perspocti- 

yisoli.” 

Daraiis folgt duroh Zusammeiisolzung iimniUclbar; 

IV. „AVenn von ii Cicradon TV. ,,Wonu von ii Stralilbii- 

A, Aj, A 3 , ... A„^i, die dnrcK scholii S3, SB,, ... S 3 „-.j, derou 

cition und donsclbon Pxinci go- Mitiolpunclo in oiiior Ocradeii 

hen, dor Ueiko nach jedc mil liogcn, dor lloiho nacli jedor 

dor daraiif folgonrion projocii- mil dom darauf folgondoii pro- 

visek ist and mil ikr porspoe- jccUvisch isl uiul init ihm 

tivisch liogt, danii sind aUc porspociivUek liogi, danii siuxl 

. uiilor oinandor projoctiviscli allc niiior ciiuindcr projooii- 

und liogon porspociivisclid^ visek und llcgen porspocti- 

visch.‘< 

in dioson Sillzon .siiul dio obigen ((I) oiiihalLoa. Denn xvenn /. Ik, 
naoh dom »Sai/iO II links, dio Roken cinos veils iaiidigCJi AHorcoks a, Ui, 
28) sick in don I’eston Goradeii A, A,, Ay, Ag Imwogcn, wali- 
rcud sick ctwa dio droi Soiton aUi, dos cinfaokcii AGcrccks 

aaiagUga am dio droi festem Ikuictc SB, 33,, 33. droken, so sind oflonbar 
A und A;, A, and A^, Ay und Aj,, in Ausekiiiig dor Punolc u and o,, C[^ 
und a.^, 0 .^ und inojectivisch inid liogon pcrspocUviseh, niunlioh S3, 
S3,, 33g sind iliro Ik'ojcoiionspuncto; dal^or sind zufolgo vorsLchendcii SaUc.s 
aucli A and Ay, Aj und A^, A und A 3 , in Ansolmng dor JHmelo a imd 
Ug, a, and Oa, u uiid ^ 3 , projoclivisck nud liogon porspcctiviscli, so dass 
folglicli auck die droi iihrigon >SGiion acig, aa^ des vDllstiincligon 
Viorocks sick um foslo Puucie SB^, 335 , ^3 drohoii, niiinliok luii dio Pro- 
jeciionspuncte dor lotzlgonaniilcn Paaro von Gdradon, Uobyrdies folgt auoh 
"nock (§ 21 , t), dass von don seeks Punolcn SB, S 6 „ 33g, SB^, 33^, 33^ 
vionnal droi in oinor Geradon liogon, dass sio also dio Rcken cinos vojl- 
stiindigen Viersoits sind. 
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AVonn aiiclci’erseits z. B. die Soitou eincs vollsUindigon Vioi\seits a, 

Rg (Fig. 29) bicli um festo Puncto 33j 33,, SSg, 333 die in cniior 

Gemdoa liogen, wiiliroiid ,sicli eiwa die droi Eokoii a, dcs A^icrocks 

afl^a^a3a in don drei festen Geradon A, Ap A^ Imvogon, so sind oiToiiIntr 
die Strahllniscliol © tmd ©,, ©, und ©y, ©^ uiid-©3, ill AnsolumM' 
ontsprecbendeii Strahlcn a iiud a^ und a^, a.^ iinda^, projocUYis<jli und 
liogon perspectivisch, niimlich A, A,, A^ sind ihre perspcctivischGii Durch- 
schnitto; dalior sind auoh die Slralilbuschcl © und ©^ und , © 

und ©3, ill Aiisoliung dev Strahloii a und a^, a, und a und n^, prn- 

jectiviscli und liegon perspoctivisch (JV), so dass folglicli aucli dio dioi 
ubrigen Ecken a^, dos vollstiindigcn AGcisoits sick in bostiinnilcui 

festen Geradon A^, A^, A3 bowogon, luimlioh in den porspoctivisolion 
Durclisclmitien der letztgcnaimtcn Striililbiiseholpaaro, Uobordios fidgl 
nocli (§ 21, I), dass dio 6 GeradGii A, A,, ... A^ dio G Soilcn oine»s voli- 
stlindigon AG crocks a, p, Yj ^ 

Ganz obonso, wio bei diosoii Bcispioloii, lasson sich dio Siitzo hoi 
jeder anderen Figur imclnvoisen. A^’scliicdcnc bosondoro Fiillo dor obl^tm 
SiitzG (II odor IV) — dio cinorscits (links) dadurch ontstohon, dasH von 
don festen Geradon einige auf einandcr iallon, odor dass die lesion IHinoLo 
in oilier Geradon liogen, nnd dass dioso diirch d(*n goineinschal'tJiolicni 
Durchschnitt der festen Goraden gcht, u. s, w. und audorcrscits daclurcdi, 
dass dio festen Puncto thoilwoiso voroinigt werdon, odor dass dio losL(ui 
Geradon durch einen Punct gohon, und dass dioser init don fosten Puuulon 
ill einor Geradon liogt, u. s, w. — wordon hior uborgangen. Uobrijroiis 
sind die obigen Siitzo sclbst iiur bosondoro Fiillo von allgonicinoreii und 
umfasscndcrcn Siltzen, dio in don zivoi niichstfolgondoii Kapitcln bowiissoii 
iverdcn. 

^ 23. ^ Schneidoii sich droi Gorado A, A,, A, (Fig. 30), dio nnicr oinandor 
projoctiviscli sind, in droi Punctou, nnd liogon jo zwoi dorsolbcn poi’spoo- 
tiviscli, so dass also in jedom Diirchsclniittc zwoi onisprecliondo Jbiuct<i 
Yorcinigt sind, niimlioli c nnd t und f,, I, und I,, und sind c,, l\, f 
dio don veroinigten Puiicten oiiLsprccliondun driiioii Puiicie, so sind in jo- 
dom der drei Strahlon eCjC,, zwoi Projoctionssliahloii voroinif^f, 

iiamlich ec^ und e,ey, ffj und (J and I^l, und dalior mussoii Hire 
gogonseitigen Burchsclmitto ©, ©„ ©. die Projociionspuncto dor Goradini- 
paaro A und A,, A und A,, A, und A, sein. Ba auf iilinlicho Wiuso, 
wonn man, statt von don Geradon A, A„ A,, von don Htralilbiisclioln ©, 

©j, ©3 ausgclit, aucli das V^ig^okohrio sich dartliun liisst, so folgoii also 
naclistelionde Siitzo. 

I. _„Weun (lioSciLcnA, A, J. „Wojui dio Ecken oiuos’ 
A, einos Uroiecks cfl, unlcr Ei-oiocks iBSS.SS, dio MiLloI- 
einander projoctiviscli sind, puncto projoctivischer Ktrahl, 
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iiiul wenn je zwoi porspccti- biiscliel siiul, wo von jo zwoi 
vifsch liegoii, so sincl ihro Pro- pei spuctiviNcli liogoii, su bil- 
joct lOiispunctG 23 , 23,, 23^ die den ilire pcrspoctivi^cheii 
Ecli on eiuGs andorcn joueiu inn- Dui’cilihcliniite A, A, eiii 
s clii ioboncn l)rcieoksP^ DreiecK cEl,, we 1 dies jeiiein 

eingeschriehen ist.“ 

Sind a, a,, a, ii-gond drei eiit^preeheiHlo Punote, su das Diviock 
aa,a^ doni Dreiscil AA,Aj eingosodiriebeii iind ziicjleioh dem Drei- 
'coke SB23i2S^ umsclirioben ; und da zur Destiuiiming der plOJeeliv^cben 
Hoziehung dor droi Ooriideii A, A,, Aj odei der drei Stiahli>uscliel 23, 
SS,, 23y droiiiial droi eiiisprcclicnde Pimcte e, C,,e., ; f, t,, ; I, 1, oder 

Strahicu c, o^, e, ; k, k,, k^; 1, 1,, K ^Yi!lkuvUch aiigoiioiiiineii worden 
kdniicn, so folgeu foriior iiumittolbar naehstolicndo Stitzo: 

II. „AVoiui einoin boiiobigcji Dreicck A, A,, A. irgeiid oin 
zwcUos 3323,S3o umscliricbcn ist, so giel)tos unziihlig viole andere 
Dreiockc aci,a.., (bbjby , cCjC^, ...), von denen jedcs dcm orsten eiii- 
goscbriobcii luul zugleioli dcm zwciton umschrieben istd‘ Niimlicli: 

,5l3oscliroibt manirgcnd oin ,,BGscliroibt man irgciid ein 

Droieck aaiCl^, desscn Eckon, Brciock aOiO., dcsson Sciten, in 
in bostimmter Ordnung go- bostinimtcr Ordnuug gonum- 

iiommcu, in don Seiteii jones men, durcli die Ecken jenes 
orstou Dreiocks liegon, mid zwoitcn Drciecks geheii, und 

von (lesson Scitcn zwci durcli von desson Eckon zwei in zwei 
zwoi Eckon dos zweiteii gohen, Soitoii Jes orsten liegeii, so 
so gelii allcmal auch die driite liogt allemal aucli die dritte 

Seite dessclben durcli die drittc Eckc dcsselben in dci dritten 

Eckc dos zwoitcn. “ Soite dos ersten.‘' 

Odor init andereii Worten: 

„Ist eincm Droieck A, Ap A, ,Jst cinoin Dreicck 2323,23. 
cin zweiios 2323,23.^ umschriebeii, oin zwoites A, A,, A, eingo- 

and bewegen sick dio Eckon scliricben, und drolien sich die 

eiiios dritton Dreiocks aa,0., in Soiton eines driiton Droiocks 

don Soiicn lies ersien, wiibreiul nn,a. uiii dio Ecken dcs orsteii, 

zwei S Git on, in bostimmter wahrend zwei Eckon, in bc- 

Ordnuug genonimen, sick um sliminter Ordnung gciiominen, 

zwei Eckon des zwciton drekon, sick in zwoi Seiten des zweitcJi 

so drclit sick auch die dritte bewegen, so bewogt sick auck 

Soite do{isclbGn um die dritte die diitte Ecko dessclben in 

Ecko des zweiten.“ der dritten Soite des zweiten.^' 

TIE „WGnn von don Ecken IIL „Wenn you den Seiten 
eines Sochsocks 23iSS3jaiCa23, eines Seclisecks 3B,23aiCfrtj23, 
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L>l- 

zwobuial drci, die iiicht auf oiii'* zweiinal drei, die niclit aiij’ eiir 

aiidcr in oiiiDr Gcradcn aiuler lolj>cii, durclicinon PunrJ 

liegcii, 'vvio ctwa a, 33, a, uiui i^^ohon, wic ohva S3^23, a,C, bt.; 

33,, c, 33.J in an, und 33,ffi_,, so iiiid 33aj, el, a^jSS^ cUirdi uimI 

liei^en auch die drei Diiroh- ft, hO treffen sieli iiiujli d ie d rei 

schnittc Ip f, dor ciuauder (loradoii 33f, a^ft*, diircli di<’ 
ge^ciuil)orlioj>endon Sciton in gogonuberliogoiuloii Ecken elir 

einor Ooraden.^ under in eiiiom Jbiiicio 

7on dicsen zwei hekannteii Siilzon (IIJ) ist dor cine (links) dnS 
XIJI. koinina zu don Porismoa dos Eukluk^^ welche Voppitn im AGI. lUicJe’' 
miUlioilL Im Aniuuigo sollon diosc Siiim uiafasseiidcr gegebon ’\v('rden. 

Dio obigcii Vorlniidungcn von drei projcGtivisdion (leradon odor Sira Id- 
busclioln, nebst woileren Verlniidnagen dor Art, wiirdon loiolit />ii viidnii 
aiidorcn Satzon fidiron, ^vGlm der Raiim gostatlofco, sic liior v’cilor yai vorrolgini- 

24. Es well on Jiior noch drei projeclivischc Oerado and dr(d pro- 
jcotivisclic Strulilbilsohol so vorbiiudon ^YOl•d^)ll, dass von don jodosjualigoii 
clroi ficbildou zwoi untor sich sohiof, abor jedos mil dom driileii per- 
spcctivisch licgi. 

Bclhidcn sicli von don drei boliebigon Gcradou A, Ap A.^ (Mg. 5M), 
die inilcM’ oiiiander projcctivisch siiid, zwoi, etwa A, Ap in scliioror, dn- 
gegoji jodo dcrselbon mil dor dritlcn A^ in porspcutivisclior so 

dass also iin Uiirclischnitio dor ersteron irgond zwoi, ciimiidor niidiL (Hit 
sproclienclo l^inoto, otwa c, b,, dagegon in den J)urchsoliniUon, die sio inik 
der lolztcrcji Ay bildoii, zwoi ojiisprccliciido IHmctopaarc, otwa t und 
Ij und Ip voreiaigl siiid, nad siud lernor 33,, 33^ die ?rojGciio]ispiuiol,(' vtni 
A und A.p A, and A^, so wordoii oflenbar in dor Gcradou 33,S3y irgioul 
drei ontsprochoiulo Projoctionssirahlon, otwa b. l)p b^ auf oinandor lallnii, 
and ill jeder der zwoi Goradon 33,1, ly, 33yffy Iwovdon zwoi cntsprooliniida 
Htraldon, namlioh tt, luid tf,, 1.^1 imd (,l, voroinigt soin. 

a) Wenlen inngokohrt in irgend oiaoni IVojcotionsslrahl, otwa in b^ 
zweior gogeboiien projeoUvischon Goradon A, A,, die in schiofor Jaigi^ si(df 
bofinden, zwoi boliebigo Duncio 33,, 33^ als Mitlolpunelc zwoier SIridil 
Inisehel angoauinmon, ayovoii dor orsiore auf A und dor andoro tuif A, 
liezogon \Yird, und die milhin in Aiiseliung dor Hiralilen a,, b,, o,, d,, .. . 
und Up bp Op dp . projcctivisch sind (§ 11, 111), so werdon sie, ibi lu 
dom Slrahle h zwoi ontsproehendo Strahlon b, , voroinigt sind, pur- 
specliviscli liogen (§ 14), und ihr purspoctivischor Durohsoliiiitt Ay wiinl 
offonbar mit Jedor dor zwoi gogobonou Goradon A, A, projoclivlseli sniii 
und ponspcctiviscli liogon, niimlLch A und Ay, A, und Ay wordoii 35,, 33^ 
yAiin Pi’ojoctioiispiiiiet habon. 

b) Werdon dio Ihineto 33,, SSy insbcsondcro in zwoi entsprocdnuidcii 
Puncteii bp b dor gogobonon Geradoii A,, A angonoinmon, niimlich 33, \\\ 
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'b^ und SS^ in b, win in Fig. 33, so fallen die Siraliloii e,, d^ mil. deii (Jora- 
don Aj, A zusammcii, so dass also die Durehscluiitle b, dor eiit- 
spi’ccilioudoii fttralilon und o^, d^ uiid in Cj, b liegen, und dass folg- 
Ucli in dicseniFalle der perspootivisolic Darcliscliiiitt A^ der Stralilbiiseliol 
dlo gogoboncii froraden A in donjenigou Piiuelcn sclmcidat, die don 
ill ihrom Durclisclmilto voreiiiigleii Piiiieton c, bj ciitsprcchoin JJa die 
Oorade Ag durch dio zwoi Piinetc e,, b odor by bohiimuat i«i, so hlcibi 
also dor pcrspocUvischo Dnrolisidiniit (A^) dcisGlbo, man mag dio Mittel- 
puiiclo S3i, SBg dcr Slmlilbiischcl in irgend y.wci enisprochonden Puneton 
dcr gcgcbcncn Ooradoii Aj, A, also in b, nud b, odor in Uj und a, odor 
in Cj imd C, u. s. av., annolimon, wio man will; so dass also die Durch- 
sebniUo Uy, Ca» ta^ • - • dor Oeradenpuaro iiud bc^ und b^c, ac,'\md 
rtjC, die bci xwoi schief licgendcn projcclivischcn Geradon A, A, jo 
YAxoi Vaar cntsprccliciidor Piincto wochsolsoilig verbindeii, in oinor und der- 
solbcii Goraden A^ liegoii. » 

Wonn andorevsoits von droi boliedngen Hlrahllnisclicln S3, 

(Fig, 32), die imier cinander projcctiyiscli siud, sicli /woi, otwa 33, Si,, 
in Belli of cr, dagogen jedor dcrsollion mit dem dritten 33g in perspccU- 
vischcr Lagc bcfmdcn, so dass also in dor Axo 3333, dcr ersteron '/woi 
eiiiiindor iiicht onlsprocliondo Siraliloii, olwa o, d, , dagogen in jeder dor 
zwei Axon 33S3y, 33, 33^ zwoi ciilsprocliende Slrahlon, olwa k und k^, 1, 
und ly voToiiiigb sind, inul sind feriior Aj, A^ dlo porspcolivischen Dureli- 
sciinitte dor Stralin>ii>scliel S3 und 33, und 33^, so musson oHonliar iin 
l)Lirclischuitto dor Goraden A,, A^ (lie Durchsoliniiio yon irgeud drei eni- 
sprooliGiidcn Siraliloii, olwa dio Durelisclinillo b, b^ by dor Sirahlon b, b,, 
by, und fomer miissoii iji jedom dor boidcii Puncto, wo die zwol Paar vor- 
oiiugicn onlspi’cchondcn Sirahlon kky, ihrem eiiUpreohoiidoii drill cm 
Stralil k,, 1 bogognen, zwoi cntspreoliciulc Pnnolc I und (y, \ und vor- 
oinigi soim Uiicl umgokohrl: 

a) Sind irgond zwol pToj<‘ciiviHohc Sirahlbiischcl 33, S3, in sohiofer 
Lago gogoben, uiid man ziohl durcli don Durclisolinitt irgond zwoior onG 
sprcchendon Sirahlon, y.. 13. durch don UurchschniLl b d(}r Strahbu b, b,, 
zwoi boliobige Gorade A,, A^, so worden Iclziero in Ansoliiing dcrPuiictcj 
^i> ‘ bg, Cg, bg, . . lu wololioii sio dlo Sirahlbiischel 

33, 33, schiioidon, projectivisoli sein (§ 11, TII), und, da in dem Pimele b 
xwei ciitsprocheiKlo Puucio b,, by derselben vereinigl sind, so wcrdcii sic 
pcrspectiyisch Hegoii (§ 14), luicl fornor win! olTonbar dcr Slrahlbiischol 
SSg, ^yolGllG^ durcli ibro Projoctionsstralilen a^, b^, c^, d^, .. . gobild(il wird, 
mit jedom dor zwoi gogobeueii Stralilbiischel S3, S3, projoctiviseh soin und 
perspeciiviscli liegoii, iiamlicli S3 und 33a, 23^ und 33a ''vcirdon dio Qoradon 
Ai, Ag zum porspoctmschcu Durchscliinti habon. 

p) Worden dio Goraden A,, insbesondcrci so gelegt, dass sio mit 
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(lull Stralilcii bj, b zuHaininouf alien, wic in Fig. 34, so voiHiiiiigen s'k’Ji, win 
mail sieJii, die b.^ niit den Mitiolpuncicii S3, 33^ der gegtilKnutn 

Siralilbiiscliel, so (lass also in dieseiii Fallo stall dor eidspreolieiulun 
Stnililoii k uiid k,, 1, uad Ij die erilspnicliendon »Stnililon d und d^^, e, imd 
Oy auf oiiiamler fallen, mul dass folglicli in dit'sem Fallo dor Jk’ojoclionsjninol 
SSy dor Goraden A,, A_, der Diiroliscihnitl derjt'nigon zwoi Straliitni d, 0 | 
ist, dcroii cnlsprcchondo d,, c in der Axo S333, der gogebenon Stralilbiiscljul 
S3, 33, Ycreinigt siiid. Da dor Piinct 33.^ vornKigo dor Slrahlon d, be- 
slinimi isl, so bloibl also der Projociionspmici dor Goraden A,, Ay der 
niiiiiliclio, man mag dioso mil irgond zwei eiitsprocliondon 8lrahloii dco’ 
gegobenon SlrahlbiLsolicl 33, zusainmenfallon lasson, wie man ^vill, also 
mil b iind b, , odor init a und a, , odcr inifc c und c, , u. .s. w. , ho dtiss 
folglicili die Goraden a,, c^, f,, dio durcli die Ikinclcpaaro a, und Oy, 
C, und C^, f, und f j,, . , . golicii, in wolchen bei zwoi selucf liogoiukm ]n-n- 
jeclivisolion Slrahlbiisolioln S3, 33, jo zwei onlsprochondo StralilonpaaiH^ (dii- 
andor wcclisolsoiiig .schneiden, in eincm und domsollien Punclo S3y zn- 
sanimonlrenbn. 

In (Icn vorstchenden Betraclitungcn sind die Uowoisc und Aullosung(Mi 
dor naclifulgendoii Siitzc und Aufgabon ontliallen: 


L „Boi jedem Sochsock 
S3,33ofan,liS3, (Fig. 31), wolclios 
z^Yoi stjhiof liogcndo projocti- 
visobc Oorado A, A, und irgond 
vicr Projoclionsstralilon a, b, 
], k dorsclben zu Scilen hat (a), 
troffeii die droi Diagonalen 
SBiU, SSnUj, n,, welcho dio gegon- 
iiborliogcndon lickon vorbin- 
don, in irgond oinom Punclo rty 
ziisammon/* 

IL „Bcl zwoi soliiof liogon- 
doll projeciivisolien Goraden 
A, A, (Fig. 33) 1 logon die Durch- 
.schniUo c>, ... dor ver- 

scluodeiion Paarc von (Diraden 
(ul), und bn,, be, und cb,, ac, uiid 
CU,,..,), wclelic je zwoi Paar out- 
sproclicndcr Puncto wecli.sol- 
soilig Yorbindoii, in oiiKir bo^ 
stiniinloii Goraden A^, die niiin- 
lioh den gegobenon Goraden 


L „Boi jcclom Soclise(G\ 
a3a33,lbf33 (Fig. 32), wolclios die 
Mitlelpuncie 33 , 33, zweior 
scluof liogonden Strahlbiisobel 
und irgond vior Diirclisohiiiili^ 
a, b, I, E entsprochoiulor Sirah- 
len zu Eckon hat (a), li('goii 
die droi Durchschniito a,, 3.Vj, 
Uy dor droi J^iar gogonulHn‘lit‘~ 
gcndeii Soiton in irgond oiiior 
(leraden a^.^ 

IF. „Boi z\Yoi .schief liogen- 
don projoclivischon Klrabl- 
biisclioln 33 , 33, (Fig, 34) IrelTen 
die Goraden o^, f^, ... dureli 
dio vurschiodonon l^^lctepaa^o 
(a, und Uy, c, und Cy, f, und fy, . . .), i ii 
welchon jo zwoi Paar onispre- 
cliondcr Slrahlon sicli W(mj1i- 
.solsoitig schnoidon, in (diumi 
hostiinmien Punclo 33^ zusain- 
moil, (lor uamlich mil don Aiil- 
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Satze uiul Pou'^moiij ilie aus /viihuiuiufUMi 4llui^ i,o. 


A, Aj ill dGiijGuigen zwei Puiic- 
icii b, Cj bcgcgUGi, (Tgi-gii onl- 
sproclioiulo bi, C in ihrcni Diircli- 
sgIuiIUg VGi’Ginigt siiul (b).“ 


tclpuncton 33, 33, dev Strabl- 
buschcl cluroli diejeiiigGn zwei 
Strahlon d, o, vorbiiiidGU is I, 
dernii cnlsprccbondo d^, o in 
ihror A\c veroinigi aiml 0)/‘ 


Die Siity.G (1) bisscn sieh auch umkehren. Die Sj'iixc (JI) eiiliuiUen 
cUg oiiigon Satzo (§ 20, IV) als bcsundoi’c Dalle iiiul, wio ieiciit zu schcii, 
(leu ol)igeii Satz dos Pajyjnis nebsi dussen (mtspreclieiidcii (§ 23, 111) uls 
Tlieile ill sich. 


Jir. „Zwoi der Lago luich 
uiid projec tiviscli gogebciio 
Genulo mitiolst des Lineals 
allein scliicf anf oinandcr zii 
projiciron;^^ d. li.: a) „Wenn boi 
zwei in sebiofer Lagc gogobo- 
non projoctiYi schon Gera don 
A, A, oino zur Boslimmnng 
ihror projoctivischon Bozie- 
luuig lunroichoudo Zalil out- 
tiprecUondcr Punoiepaaro, also 
drei Paaro, gogobon siiid, so 
sollcii initiclsi dos Linoala 
allein andero ontsprochondc 
Puuctopaaro gofuiidoii werdoii, 
odor so soil zu jodoin beliobi-* 
gon IDuicl in dor oinen Gora- 
don dor cuisprochoiido in dor 
andoren Goradon, uiul namont- 
Hell soUen b) diojonigon z^voi 
Puncte (b, e,), doron onl- 
sprechoiulo im DurobscliniUo 
dcr Goradon voroinigt sind, 
c) dio ])iirch>sohniiio dor Pa- 
TallolstralilGU, und oiullioh d) 
dorjonigo ProjooUonssirabl , 
wolclior oincm dor droi gogo- 
benou Projection sstraMon in 
irgend oinom gegobciionPunoto 
bogognot, gefuiidoii wordon.^^ 


UL „Z'\voL dor Lago nach 
und projGctivisch gegobono 
Btralilbiischol nuiicLst dos Li- 
neals allein schief auf oinaii- 
dor zu puojicirGii;^* d. k: a) 
„Woun boi zwei in sohioror 
Lago gogebcuion projoelivi- 
sehon Strahlbiisclicln 33, 
oino zur nostimiuung ihror 
projoctivisclion Hozioliung liin- 
reichoudo Zalil ontsprecluni- 
dor Strahloupaarc, also droi 
J'aaro, gogobon siiul, so sollon 
mittolst ties fdncals allein 
and ere eiilsproohondo trail ■■ 
Icnpaaro gofuudun werdon , 
odor so soil zu jodom boliobi'- 
gon Strahl des cuuon Slralil- 
biiscliols (lor entsprechondo Im 
andoronStrablbusoliol, nml na- 
montlicb soUoii p) diojonigon 
zwoi Strahlon (d, o,), doron ent- 
sprochoudo in dor AxoSSSB, dor 
Stralilbiiscliol voi'uiuigi siud, 
und for nor y) dorjonigo Durcli- 
achnitt irgoiid zwoior ont- 
sprochendou Strahlcn> weloher 
in irgend oinor Gcu’adon liogt, 
die (lurch don Durcliachiii tt 
cinos dor droi gogebouen ont- 
sp rochen d o u S t r a h 1 e n p a a r o 
gobt, gefundon Averdon/^ 
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Auflosling. 1) Sind A, A, (Fig. 31) dio gogoboneii Goradon, und 
sind (I uiid a,, b und b,, c und c, die droi I’aar gogobenon cutspvochon- 
dcn I’uncte, so nehme man in ciucin dor drei J-’rojootionsstralilou a, b, (i, 
otwa in b, Kwoi beliebigc Functo 33,, SS^, zielie aus ilinoii die SLrahlcn- 
paaro 33, a und 33.,a,, S3,c und 33./,, dio aicli in den Puncten (tj, sclinei- 
den, uiui aiohe duroh dic.so Puncto dio Gorado A^. Soli nun a) ku irgond 
einom Puncto f in dor Goradcn A dor ontsprechondo Punct jt, in dor 
Goraden A, gofuudcn wcrden, .so zicho man don Slrabl 33,?:, dor die 
Gorado A, in oinom Puncto jr, scbueidou wird, und zicho .sodanu aus S3a 
durch ?•, oinen Slrabl .so wird dio.sor dor Gcradon A, in dom go- 

siichten Puncto bogcgncn. b) Ziohl man also dio Slrablon 33, C, SGab,, 
und .sodann durch dio Puncto c,, b^, in wolohcn sio dio Gorado A,, schiioi- 
don, die Strahlen 33//,, 35,b^b, .so miisson dieso den gogobenon Goradoii 
A,, A in donjenigen Puncten e,, b bogognon, woloho don in ihrom Durch- 
schuitte vereinigtcn Puncten e, b, cntsprochon. o) Und ziolit man foi'Jior 
durch 33,, 33^ dio Strahlon q, r den Goradon A, A, parallol, und .soclniin 
durch die Puncto q^, l’, die Strahlon 33aq.jq,, SS,!/’, .so werdon dio.so thui 
Goraden A,, A in don Durchschnitten q,, v dor Parallcistralilon , d. h, in 
donjenigen Puncton' bogognon, doren ontsprechondo q, r, unondlioJi oiiLfornt 
sind. d) Zieht man cndlich durch dio Puncto !, I,, in wolohon dio gogu- 
bcncu Goraden A, A, von dor Goraden A^ go.sclmitten wordon, dio Stralilnn 
33jf, i8,l„ so sind dioso diejenigon Ihojoctionsstrahlon k, 1 (dor gogolninen 
Goraden A, A,), woloho dom gegebonou Projoctionsstrablo b in don lioliu- 
big angenommonen Punclcn 33^, 33, bogognon. 2) Nimmt man dio Puncto 
SSj, S3, in doll oiitsprochondon Puncten b, b, an, (wio in Fig. 33), so wird, 
wie man sioht, dio Auno.sung fiir dio Fordorung (b) .solir veroinraclit, iiulimi 
alsdaini die Gorado Aj sclbst durch dio gosuchlon Pimclo e,, b golil. 

1) Sind andcrerseits S3, 33, (Fig. 32) dio gogoliouon Stralilbiisclio!, 
und a, b, c imd a,, b„ e, dio drei gogcbonoii oiitsprochondon StraJilon- 
paaro, so /-iehe man durch don Durchschiiitt dos oiiion Jhiaros, otwa duroh 
b, Kwei beliobigo Gorado A,, A,, die don iibrigon gogobonoii Strahlon in 
den Puncten a,, c, ; ci^i ta bogognon, und verbindo dioso Puncto paar\vui.so 
durch dio Strahlon a„ Cj, dio sich in irgond oinom J’uiioto scluioiclon 
wcrden. Soli mm a) zu irgond oinom Strahl x dos Strahlbiisohols 3S tier 
ents))roohondo Strahl x, im andcron Strahlbiischol S3, gofundon wordon, so 
vorbmdo man den Punct in wolclioin x dor Goradon A, bogognot, mil 
dem Puncto S3j durch oinoii Strahl x.^, dor dio Gorado A, in oinom Jhinclo 
achneideu wird, so wird alsdann S3,?j dor go.suchlG Strahl x, soin. 
P) Zioht man also die Axo 3333,, vorbindot dio lJurchsclinitto e,, b.^ mit 
S3j durch dio Strahlon Oj, d„ dio don Goradon A^, A, in e^, b, bogognon, 
und zieht sodann die Strahlon 33,0,, S3b,, odor o„ d, so sind dioso <lio- 
jenigon Stralden, doren’ ontsprechondo o, d, in dor Axo 3333, veroinigt 
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siud. 7 ) Zioht man ciiclHcli aus 33, durcli 33 ,^ die Stralilcn kj 1 ^, dio 
doll Gorafleu A^, in den Pmictcii f, I l)(‘gogncn, so sinci diose dio- 
jenigen JJarclisclniiilc enlsproolioiulor. Siralilcii (k iind kj, 1 und 1 ^ dor g'o- 
gcbcncn iStmlilbiisolicl S3, 33,), 'wolclio in den durcli den Durclisclmilt b 
d(‘s gegebonon Straliloiipaares 1), 1), Ixdiobig gezogonen Goraden A-,, 
liogoiu 2) Vih die l^'ordoruiig (p) Avird dio Aiilldsuiig vcroinfadiL, ’wesnn 
man dio ontsprccliondcn Sirahloii b, b, solbst stall dor Goradcii A^, Aj 
nimiut, (wio in k'ig. 34), iiidcni alsdanii die gcsucliieii Strulilen d, 0 , durcli 
den Piiuol 33y gchon. 

FV. „Woiin boi vAvai sc]iioi‘liogoiuJon projcctivischou Go- 
bi Idon 33, A (d. Ik einom Stralilliuschol 33 nnd oinor Goradon A, siolic § 0, I) 
drei entsprooiiondG Elomonlcnpaare gogobon siiid, so soli man 
mitlolst dos Innoals allciii zu irgend oinom Eloincnfc dcs einoii 
Gobildos das cntsprochoiido Element dos aiulorcii Gobi Id os 
ri ndon.” 

Iliose Aufgabo kauu loiclil auf oine dor vorigon Aufgabon (FIl) go- 
braclil ’WordoiK Denn schnoidol man don Slralilbiischol SS duroh irgoiul 
oino Goraclo A,, so ist dicse mil dor gogobonon Goraden A projecfciviscli, 
und dio Aufgabo isl idsdann auf dio obigo (III links) goln*a<}lil. Odor 
mail boziolio irgcoid oiimn Siralilbiiscliol 33, auf dio gogobeno Gorado A, 
so wird dorsolbo mil dem Siralilbiiscliol 33 projoclivisch soiii, und dio Aiif- 
gabo isl alsdann auf dio obigo (111 rcchU) gebmclit. 

25. Aus don A^origou Jlotraclitungen (§ 24) siiid nur diejonigon Siltze 
und Aufgabon heraiisgeliobon Avordon, die fiir spiitoro Uulorsucliungon im- 
uinganglicb orfordorlicli sind. Es hiiilon nouh molir Sa(.x(» und Aufgabon 
an dloselbou angosdilosson Averdon konuoiK I’ornor wiinlon aiulore Vor- 
bindiiiigon dor bolraclilolon projoctivisclion (lobiUlo nooh viclo intorosHanlo 
HosuUate lioforn, ^YOlm iiiclil diosos Kapilol sohoii oino zu grosso Aiis- 
delmung erlang I hiiiio. 

Zum Sclilusso (liosos Kapitols soil nur nocli dio folgeiulo bokannto 
Aufgabo gold si Avordon. 

„Wonn in oinor Ebono zavoi boliobigo gloiolinamigo Violocko 
gog(3bcn sind, cin driilos zii lioschroibon, Avolobcs dom oinuu 
iiinsclu'icbou iiiul dom aiidoron eingosohrioboii Odor: „Eiii 

Violock zu boscliroibon, dosson SoiLoii dorKoiho iiacli durcli go- 
gobonc JHinctc golioii, und dcssoii Eclccn dor lleilio nach in go- 
gcbonoii Goraclou liogon,“ 

Aufldsung. Dieso aiisclieiiiciid scliAVorc Aufgabo Avird loiclil auf die 
obigo (§ 17 ) golivaclit, so dass sio, sobald in dor Ebone irgend ein Kreis go- 
goboii isl, soforl miltelsi dos Liiioals goldsl AVordon kaiin; iniinlicli Avio folgl: 

Es soioii z. lb irgend vior Goradc A, A,, Ag, A^ (Fig, 35) iiiul irgend 
vior Pimcto 33, 33^, S 3 , 333 gogebon, so soil also oin Viorock besoliiiobcii 
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worvleii, dosscii Eckeii, in bt'syniin(,c!r Ordtiiitif' ill joiimi (ixiii 

(It'll licgeii, iincl ([ijsseu SeiU'ii, imeh liostiinmU'r Onliuiiig, durcli 1'nin ii* 

gt'h('ti. 

Worden dio Piinclo S, 58i, 23.j, S3j nuoli il(‘i' Ki'ilio nl'i I'l^'ii'rlinu i 
piuicto (lor fitiradoniiiiarc A iiiid A,, A, iind A^, ninl A,, A, iiiul A, 
angenonmicn, wo uamlioh A, oino mil. A wrciiiiglo riiiil'lii tii<i'ad(> i;.i, .n 
siiul al.sdiiiia alio Geraden iinlor ('iimtid(‘i’ j)r(»(('(!(ivi.scli, id.so uindi A iind 
A, (§11, III), und '/.war so, dass '/u iegond ohictit I’linclo o in drr m .Irri 

Gcnidt'n A bJoss durch Ziohen dor .Slraliloit a, a,, (ij, it, dio 

doll Piuicle flj, ttj, flj, a, ill don librigoii (h'I'iuIoii iiindi dor iloiiio f;,. 
Iiindoii woi’dcn. Nwu vorlaiigt dio Aulgiilio (dronlinr niolils nniloio:., nl . 
man sollc don ensten PuiioL a «o aiim'limoii, dass dor lot/,ro n, mil ilim 
zusamiiiontroffo. Es fallen abor boi /.woi anf oiiiandm' golegloii pi'iiii><'fivisrbi')i 
(Jeraden A, A, iin Allgoinoiiicn luir Inichsicns i{wol I'ntir iii)l.'.|i|-ooltomlo 
Puncte aiifoinaiidcr (§ 16, II), folglicli sind iai Allgomoiimn uuoh nui 
zwoi Vierecko mfiglicli, dio dor Aiifgabo goiiiigoii. .Si.mil is| i.l ... 
die Aufgabo auf dio ol.igo (§ J7) gobraobl., well liioriiiioli dio ,.oiimiii(..n 
Piereoko gefinulou .siiid, sobald man dio vc'roiiiiglon oiitsjiroolimidim )*mn'l.' 
paaro (c imd c,, f imd dor (loradon A, A, koniil. I'm dfoso I’mu l.- 
iniarc linden zu kdiiiion, ist abor niir nbtliig, ui irgond drei l.clioldir.m 
iinicleu a, b, c in dor Gcradon A dio oiilspivoliondon I'linolo n , li i 
m der Gcradon nacli dor vorliin angegoboiioii Ar(, zn .snolmii." 

Jfaii koiinfc dio Aufgabo auoli so liisoii, (lus.s man slall, dor liinl'ien 
Gmden A, cm nnftes, otwa miL 33 oonoonlriMdies, Sirabllnim-lnd 3' 

Aehomir ‘“'"’ «'io die 

Es i.st klar, das.s die Aullosmig sioli gaiiz iilmlioli )d.'i),L dns v.u 

C O Aufgabc 1,11 A lgomoinon nur zwoi Aullbsuiigmn '/.iiliissi. VV.'im abm 
(be mngoidnmig der gegebenea Punoto (35, 35„33,. ...) and do, a (A. 

WAuftunj.,. «Zte,V """" 



rfavon, wic fo)gt: UoVuncio hxmn aich nWn i «Ii'Ii 

n Elemeuto sicli voisot^oii lasscu, aho 1 vorMnilrN, 

no ejnanfler gerado o?„.j i . ’** Vui hiiirlniigii'ij 

n-Eck (z, B. boi fuafPuuclDn ivt AUCnv i ot*"' "'a nmJ dfoe 

-0^ ... .« «. At 

0 mu IwiUt H(i gjuHfi i\U t!(i< Xiilil 
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Die Aiifgabc ximfassi cine grossc M(Migc bcsoiideucr Fiillo, dcren lie- 
sondei'heit z. B. darin bei>tclit, (lass die gegebenen Piiiicto ilieilwoiso in 
(Tcradon liegon, odor die gegebenon Geradoii theilwei.se durcli dicselliou 
Piuicte geheu, Oder dass die gegebenen Puiiote odor Gcraden tlioilwcisc 
auf einandcr fallen; n. .s. w. Die Aiifldsnhg allcr dicsor hallo ist loicht aus 
dor Yorsteliondon Aullosung zai eiitiiohmou. 

Die obigo Aufgabo wurde zuorsl vou don Mailiematikerii Servoisy Qer- 
goime und VhuiUvr im Tl. Buiido der Annales de Matkhnatiijiies golosL. 
Die vorstolicmlc Aulldsnng ist vermdgc dos Umslandcs: „dass sio luir 
im Ziehen gorador Linicii zwisclioii gegobonen Punciepaareu 
bosiolit, sobald in dor Ebone irgend ein Kroi.s gegebon ist,“ uiiter 
alien inir bokanntoii Aulldsuiigcn die cinfaolisle und leiclitesio. 


Zweites KapiteL 

Von proj(}ctivisclicn fJovaden, obonon Strahlbtisoheln uiid 
Ebonciibuschcln iin Itaumo. 


Ein Kbononbiischol, vorbundon mit Uoindoii luul obonon Stralilbuscholn. 

2G. In (lorn vorliergGlioudon Kapitol war dor Ort dcr Gobildo, die 
betraolitot warden, ansdruoklitdi aiif ciiio Ebeiio bos(ihrankt. Es bloibt 
doiniiach nocli iibrig, dieso Gobildo, niimlich projectivischo Clerado und 


dor gonannton Vorsotzirngon, Anssordoin kanii ohi ciiifachofi n-Eck lioi jcdci aeiuer 
Eclioii bugmncii (z. lb boi fiinf Piinolon auid i\.lUG)E und KODKA und u, s. w. 

immer oin und clossollio Fimfock)} dabov ist die Znli! dor viiklieh von (jinaiuloi' vci- 
schicdonoii n-Kcko niir; 


D2.3...n 

2.11 


^ 3.d.5...(n— 1). 


Wenn null, in Bozielning uiif dio obon sloliondo Aufgabo, dio Soiton oiiies (oin- 
fachon) n-Eoks durch n gogoboiio Pune to 13, 13 , , 13^, ... B,j_j goheii sol Ion, so sind 
claboi ollonbai obonfalls 3,d..rj.,.(ii — 1) voiHohiodono Uangoi-dmingen iiioglich. Nuii 
bleibt boi jedom von diosoii 3,d,5...(ii — 1) vorscliiodonon n-Kckou nocli dio Jiang- 
ordnung ivQiy nacli wolchor dio Eckon dossolbon in don gogobeiioii Goradon A, Aj, 
^ 2 , ... liogon. Bio Zalil diusor Ordmingoii ist abor oilonbar cloi Vorsetzuiigszald 
fiir n Klomonio (otwa fur nPorsonoii a, iii*.. aiif jx Plulzon A, Ai,...) gleicli, also 
= 1,2.3... n. Ba ondlich, zufolgo dor obon stolionilun Auilofjung, fiir cino bestinimio 
Rangordnung dor Ibmcto B, 33i, Bj, ... und dor Goiudoii A, Aj, Aa, ... iui Allgo- 
iiicinoii zwoi Aullosungon stattfiudon, so ist folglicii, woiin dio Haiigonliniiig wedov dor 
gegobonon Pimcto J3, B,, ... uocli dor gogolionon Goradcix A, Ai, ... A„_j 

festgesclzt ist, dio Zalil allor AnJldsuiigon im Allgciiieinon: 

8.4.5...n--lXi*2.3.4...uX2 D.23.3^i^..(n— ip.ii. 

Stoi noi * s WQiko. I. 20 
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cboiio Stralilhiischol, in soldier Lago zii uiitcrsudieii, wo sio nidit mohr 
ill ciiior iind (lors(‘lben Ebciie liogon. Zii dicsem Endc isL es zwodemassig 
uiid^ wio sidi zeigon wird, dor Natiir der Sadie angeinesseii, das clritto 
Oobilde, namlidi den Eboncnbiisohel (§ 1, IFI), mit jonon zuglcidi zii 
betraclitcn. 

Boi den folgoiidon Bctraditungen lassen sidi die Goliildc und ihro 
vcrsdiicdeiien Verbindungenj well sio nidit niclii’ in einor Ebcne licjgen, 
nicht leidit durdi Zoichmingcii (Figureii) vorstdlig madion; dieses ist alior 
aiich nidit noting, woil durdi zwodtmassigo l^enonnungon das J*’ostliaUoii 
dor Ziisamnioiibtellungcn der zii bctraditendon Oobilde orloiditort Avird. 
Ucbcrliaupt sind storoomotrischo Betraditungen, ineiner Jloiiuiug nadi, niir 
dann riditig aufgofassi, Avenn sio roiii, olmo alio VcrsinnlidiungsmiLtd, 
nur durdi die iniiore A^orstdliingskraft aiigosdiaiit Averdon. Wonigsions 
ist dieses fiir die syiiLliotisdie BctraclitungsAVciso erfordorlidi, und vorziigs- 
Avoiso fiir donjenigen, dor dariii or/indoriadi zu Werke golioii Avill; dcnii 
nur aiif cliosem ^Vego kaiin or soinou Gogonstaiul selbst goAvaliron lassen, 
kaiiii or don ganzon Uinfang dor Eigonsdialton oiiior Eiguroii- Vorbindiiug 
in alien ihrou oinzolnon Fallen und nadi alien ilircn Oronzen liin leicht 
und riditig durdisdiaueii, und alio dioso Fiillo ziisainmen als eiii in ein- 
andor (liossondos odor aus sidi selbor lioraustrotondos Gauzes orkonnen. 
Weiin audi im Anfango dioso froio 7orstolliing oinigo Jfiilio macdit, so 
Avird man dodi bald cino gowisso Fortigkoit darin crlangon und sidi dann 
fur die uberstaiidoiio Anstrengung hiiiliinglidi ontscliudigt finden, Wer 
bomilht Avliro, (lurch aiidore i\[iUd dioso Anstrengung zu uingohon, der 
(liirftc nidit Avoid Bitni, iiidoin or das Vorstellungsvermogon, sLatt gesund, 
kriifiig und lobonstliatig zu madicn, dassdbc vieliuolir in dunkler^ scliwor- 
f/illigor Auffassung orJialtcn wiirdo. 

Da die folgendcn Bctraditungen mit donoii im vorigon Kapilol grosso 
U(il)croinstiiumuiig liaboii, ja da sio grossontlioils durdi die lotztoron voi- 
beroitet sind, odor sidi auf diosolbcii stiitzon, so Averdo idi midi dalau 
kiirzcr fassen cliirfoii und iiiir ndtliig Jiabon, die Entwickolung so Avoit zu 
vorfolgon, bis sie auf friihore Botraditimgcn gobradit, odor bis die Avenioro 
Untorsudiung durdi oin mit dom friilieron gaiiz iiborGinstiminondos Vor- 
liihron zu Elide gefiihrt AA^crdoii kanii. 

27. iSfacIi dor obon (§ I, III) gogeboneii Erklarung bosLolit oin 
Ebcnenbiisoliol aus dor unzaliligon licngo von Ebonen, Avclclio durdi 
oiiio und dioscllio Gcrado, Axo genaiint, gelien, Dio Axe oinos soldiou 
bdiebigon Ebcncnbusdicls soli durdi §( bczoidnict Averdon, und avouu von 
don Eboiioii dossdbcn einzclno namhaft gomadit Averden sollon, so inbgoii 
sio (y, P, Y, 0, . . , lieissen. 

I. Doiiki man sidi im Baumc irgend oinou Ebononbusoliol §l imd 
irgond oiiio Gerado A und bezioliL boido auf oinandor, so iindot man: 
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1) Dass iin Allgemcinoii (lurch jedon Pune I Aor Goraden A eiiio Ebone 
des Ebenenbiisclicls St gchl. Jo dor Punct uiul die diircli ilm 
gehende Ebone sollon Gilt sprocheiul licisscn, uiid zwar sollon die 
don Jhinoton a, h, C, b, . . . ciitsprochcndon Ebonoii nach dor lleiho 
durcli p, y, 3, . . . bcizoichiiot werden. hiiir ohio Ebeiio ist mit 
dor Ooraden A parallel, odor gehi nacli ilu’om iiiiondlich entfornlen 
Puncto; sio heisso die l^arallolobeiio (§ 2), 

2) Insbcsondere kann die Gorado A in eiiic solclic Lagc libcrgclieii, 
(lass sic dio Axe 81 dos Ebononbiischels schnoidot, daiin liogt sio 
in einer Eliono dos lotzlorou niul schiioidet allc ubrigoii Eboiioii 
in cinem und dcmsolbcn Puncto, dor nanilicli dor lJurchsclinilt 
dor Goraden A und St ist. Darunlcr ist auoh dor bosoiidere l*'all 
mitbogrifl'en, wo die Gerade A der Axo St parallel, d. li- nach 
ihrem uncndlich ontfornton Puncto geriohiot ist. 

n. Dciikt man sich mil dem Ebcnoubiisolicl St zugloich irgond cine 
andero Ebeno B, so fiudon /Avischon ihnon folgondo Bo/Joluingen siati: 

J) Ihr gegonsoUig( 3 r J)urchschnltt ist eiu cboncr Sti’alilbiiiiohcl, d. In 
dio Durohschnittsl inion, in wolchoii alto Ebeiion dos Ebonou- 
biischels St die bosoiidoro Ebono !5 sebuoidou, lilldon zusammon 
cinen Strahlbiischel 58 in diesor Ebono, dosson Mittoljninct 58 dor 
Durchsclinitt der libono B nnd dor Axe 8t isL Dio »Stralilon, odor 
dio Durohschnittslinion, durch wclcho dio cinzolneii Eboncii a, p, 
y, 8 , ... gohon, sollon nach dor lloihe durcli a, b, o, d, ... bo- 
zcichnet wordon, und jodor Stralil und dio durch ihii gcluMido 
Ebeno sollon ontsprcchcnd lioissen, 

2) Dio 151)0110 B kann ins1)osondoro iliro Lago so verliiMlcrn, dass sio 
dor Axo 8t parallel wird; dann cnifornL sioli dor ]\[illol))unct dos 
cboiien S trail Ibiiseh els 58 ins UnoiidUche, luid alio >yLralilou dos- 
solboii wordon parallel, niimlicli dcji* Axo 21 parallol. Nahort sich 
ill diosoin Fallo foriier dio Ebono B dor ihr parallolon Axe ?t, 
bis sio endlicli dioso in sich aurnimini, so wiril sio mit irgond 
oinor Ebono des 15bononbiischol.s 2t zusammonhillon nnd mil allon 
iilndgon Ebcncn dio Axo 3t zum goincinscbaftlichcn J InrchscJinitt 
habon, so dass also dor Strahlbiiscliol 58 sich aiif dioso Axo ro- 
ducirt. 

3) Encllich kann dio Ebeno B auch oino solcho bosondoro Lago habon, 
dass sio zu der Axo 9( sonkroclit ist; diiiin Avordon durch di(5 
Winkcl iin Biraldbuschol 58 dio FlaclionAvinkol im Ebononliiischol 
81 dargostoIU, d. h. dor Winkol, Avolchcn irgond zwoi Htmhlim 
des orsicren oiiiscliliesson, ist dem I'^liiclionwinkol dor ilnicn 
entsprochondon Eboneii gleich, so dass also z. B. AViiikol 

(ab) = (ap), (ao) = («Y), (bc) = (pY), ■ • •, 

20* 
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TOmi mimlicli dor Winliol, <len zwoi Eboiion, oLwa p oin- 

schliesseii, dnrcli ((/p) bozGiGliiiot wircl. 

III. UaL man aiif die vorstohonde Art oiiie Clerado A (I) odor oiiion 
ebenen Stralilbilschol 33 (11) auf oiiion Ebonenbuschcl SC bozogcii, so sol ton 
dio jcdosnialigen zwoi Gebildo A und SI, odor S3 uiid St „proJocUv is(;h‘^ 
heisscii, iiiimlich in Aiisehimg dor onLsprcchondGn Elomciiiciipaoro a iiiul 
rj^ b und p, c nnd 7, . . odcr a und </, b und p, c imd 7, . . . Jkdiiiclon 
sicli tUo Gebilde in soldier Lago, dass die Piindc a, b, C, « . . odor die 
Slralilcn a, b, c, , . . in den ilmcn oiitsprecliendon Ebeiicii «, p, 7, ... 
liegen, mo boi YorstoliendGii Botraclituiigon, so soil gesugi worduii, sio 
seien oder sio liegon „perspoctivisoli“, und wonn diesos niclit dor Eall 
iht, so soli iliro Lagc „schiof‘^ heisseii. 

IV, ])or Ebenenbusdiol St kann sicli insbosondovo so vorandorn, dass 
seine Axe St sidi ins Unoiidlicho cnifernl, so dass alio Ebciien p, 7? 
desselbon untor sich parallel worden. Dalior Icann man umgokchrt ii^gond 
cin System von Parallel ebenen als einon Eboncnbiiscliol l)ofraoh<iCMi, dosHon 
Axe uncndlicli ontfern't ist, Boi oinom soldien Ebenciibiisoh(3l wird irgond 
cine schiioideiidc Ebene B oinen ebonon Stralilbusdiol licrvorludiigcui (II), 
(lessen Stralilen obcnfalls parallel sind, 

28. Dio Goradon imd die ebenen Strahlbiisdicl, ^Yclcllo init (^iuoin 
und domselbon Ebeiionbiiscliel 31 porspectlviseh sind (§27), haboJi untor 
(?inandor folgendo Bczicluingcii: 

Je zwoi ebeno Strahlbiiscliol S3, 33,, die in dcmsoll)on Ebonciibu.scliol 
3t liegen, d. In, die euistohen, woim lolztoror von ivgond zwoi Eboiuni B, 
B, gesdmitten wird, sind in Bctraclit dev Stnildcnpaaro a und I) nnd 
bj, G und c,, die boziehlich in don Ebenen </, p, 7, , , • dcH Ebonon- 
buschcls St liegen, projoctivisch, und zwar kanu man sagon, nIo liegen 
perspecfciviscli. Bonn wird die DiircliRohnittslinic dor beidoii Ebeiuni B, 
B^ durcli A l)ozeiclinet, so Averdon, wio sich aiis dor Anscliaiiung orgitsbi., 
alio Stralilenpaaro a und a,, b und b,, c und c^, , . , dor SLralilbuscdud 
S3 imd S3, sich auf dor Geradcn A sclmoideji, und hoissen <liofto I lurch- 
sclmitispimcte, Avie gchbrig, a, b, c, . . so sind oiiiorsoils 23 mid A in 
Aiischung dor Elomonto a, b, c, . , . und a, b, C, and aiulororsoits S3, 
iiud A in Ansohung dor Elemonici a„ b,, c„ ... imd a, b, C, ... projijc- 
tivisch (§ 2), folglicli sind aiicli S3 und S3, in IliiisieliL dcr ElonnuiLo u, 
b, c, ... und a,, b,, c,, ... projoctivisch, imd zwar, da die J.) 11 rcdischni 11,(3 
dcr eiitsprcchendon Stnihlon anf einor Goradon, niimlicli auf A, Hegini, so 
soil ihre Lagc, obgleich sio sich nicht in oinor Ebene bofindon, pcrspoc- 
tiviscli hoissen, und jene Gcrade A soli ilir porspcctiviBolior Duvoli- 
schnitt und die Axe St des Ebenonbiischel.s iliro ProjociiouKaxo go- 
uamit Averdeii. Wird also von zwei projoctivisclion ebonon SiraliLbiiHtslioln, 
die in einor Ebeno perspectivisch liegen, (Avio etAva 33, 33, Fig. JO) dor 



28 . 


ICin Eliojienliusdicl) vorlnuulon mit (.U^adeii iiiicl ehciicii Stialilbiihuhnlii, 


309 


eino urn don pcTspcciivischoii Diirclisclinitl A hoi’uml)C’sv^‘gl, f>o l)lciheii dio 
Stralilhiuscliol foriwiiliL’ond pcrspcclivivsch, mid liogen^ sohald sich iiidii 
melir in cinor 131)eno befiiiclen, in ciiiom Ebeiicnbiischcl 3(, wolchei* durch 
sio bostlmint wircU 

Wcnn insbosonclevG die Ebcncii 13, lij dor Axo St dcs Ebenciibiiscliola 
in oiiioin und dcmsclbcii Piinctc bogognoii, so dass also dio cbction Str<alil- 
Inischol 23, 23, concontriscli sind, so gcht aiioh dor porspectWischc Jliircli- 
schiiiU A dnrcli ihren gomciiisolmfLlichen Miliclpiinct, und zwar siiid in 
iliin (in A) ^swoi cntsprochendo Klrahlon veroinigL TJiid also aucli niii- 
gokolu'ii Wordoii zwoi projecUvisoho obenc Strahlbiiscliol S3, 23, boliobig 
concoiitrisch golcgl, ohno dass sio in oiiioi* libono liogon, abor so, dass 
zwei onisprcclieiulc Stralilcn xusiiininonfullou , so slnd sie pcrspocUvi.scli, 
niimlich sio liogon in eiiiom und domsGlbcn Ebcnenbuschol 91, dor duroli 
sio bostinimt wird, und dor gomcinsoliafllicho Strahl ist als ilir perspocii- 
visclior Diirclisclinitt anzuschoii. 

Nun folgt fornor, class irgend oin o ben or Stralilbiiscbol S3 uiid irgoiul 
oino Oerade A (dio niebt iu dor Ebonc 13 UcgL), dlo in dcmsclbcii Ebonen- 
Inisohol St liogon, in Anschung <!or Elomento a, b, o, cl, . . « und a, t), C, 
b, . . . projcctivisuli siiuL llonn deiikt man sich irgoiid oino Ebeno 11, 
duL’cli A, so brliigt sio (im ElioiKnibusohcl 9t) oincii obenon SiralilbuHchol 
S3, liorvor, dor, wio man siolil, mil; A in Ansolimig dor Elomento a,, b,, 
Cp ... und rt, 6, c, . . . projoulivisoli ist, und cbi or, ziifolgo vorstelioiidor 
nctraclitung, aitcli mii S3 projecstivisch isl, so siiid folglich aucli 23 und A 
projcoimsch (§ 11, IJ), wio hohaiipiot wordcii, 

Dahor sind fornor jo zwoi Ciorado A, A, , dio in domsolbcn Ebonon- 
biisoliol St liogon, in Anseliimg dor oiiisprodionden ruiioLe a, 1), C, ... 
und Oi, b,, c,, ... projcclivisch. Dc^nn sio sind boido init dem obonc^ii 
Slrahlbiischol 23, mi thin aucli iintor si oh projeotivisdi. iSclinoldon die 
Gcradon A, A, oinandor, .so sind sio per.spocUviscIi, iiiiinliGh ihr Projcciioiis-' 
punot liogt in dor Axo des Ebciiienbimchcls 91, or ist dor Ihiroliscliiiitt 
diosor Axo und dor Ebono, in wolchor alsdann dio Goradon liogon. 

Oas Ergobniss dor vorslcshondou llolraeliiiiiigcn bosteht also in folgcii- 
don Eigcinschafton: 

L ^,Jo zwoi obone Strablbuschel 23, 23,, dio in oinom und 
domsolben Ebononbiiscliol 9t liogon, sind porspocUvisch, uiu) 
zwar ist dor DurolisoJiiiitt ihr or Ebonon ihr porspocliviscbcir 
])urchsclinUt,“ Und iimgokoliri; „JIabGn zwoi projoctivisoho eboim 
Strahlbiisohol 93, 23, oinen porspo.cti visohon lJurch.schnitt A, d. In, 
sind sio perspoctivi.scli, so ilogon sicj in oinom Ebonciibilschel 9t, 
(lor durcli sie bostimmt wird, odor insbosoiulore in cinor Ebonc; 
wil'd nainlich dor oinc urn A licrninbcwogt, so bloiboii sio slots 
in irgond oincin Ebenonbiischol, und 'fallon oiullich dio Ebonon 
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bolder Strahlbiischel aiif ciiiaiidor, so voroiiugcn sich alia Bboiuni 
des Eboaonbiiscliols mii ihnon/^ „Licgcn die SLrahl bilsahol 33, 
33j im Ebonoiibiischel insbesondorc conocntrisc]!, .so hukI im 
porsjDGctiviscben Durchscluiitt A, dor dann durcli don gomohi- 
sohaftlicJioii Mittclpunct gebt, zwoi onispreohonde iStrahleii vor- 
eiiiigL, uiid iimgGkchrt, siiid boi zwoi projeotivisclion oboiioii 
Strahlbiiscbola S3, 33^, die niclU in oinerloi Ebonc liogen, die 
Hittolpiuicto unci zwoi entsproebendo Stralilon verciiiigt, ho lio- 
goii sie ill einom EbeiiGiibiischol 3(, desson Axo 31 na turlichor- 
weiso (lurch don goinoinsamon Milrtelpunci gclit, und dor gomoin- 
schaftliclio Strahl ist als porspectivisclior DurcJi.scIinitl dor 
Strahlbiiscliel anzuseheii.“ 

IL „Jedo Gerado A und joder obonc Strahlbiischol S3, die 
in oincin und cloniselben Ebonenbuscliol S( liogoii, siiid projocU.- 
viscli/^ 

IIL „Jo zwoi Gerado A, A,, die in oinoin und domnolbon 
Eboiionbiischel SI liogcn, sind projoctivisch, und wonn nio .sicdi 
sclinoiclon, so .sind sio perspootivisch, und ilir Projoctionspuncl 
liegt in dor Axo SI dc.s Eboncnbuscliels.^^ 

In IliiLsiolit iilmliclier Geradcn imd in lliii.siclit gloiclior cboner KLralib 
biischcl finclen insbesondoro folgoiido Eigonsoliafton .statt: 

IV. „AI1g Gcradon, dio in dcm.solbeii Eboiionbuschol lie- 
gcii und mit eiiior und dorsclbon Ehono dossolboii parallol ge- 
heii, sind projoctiviscli iilinlich.“ Und uingokohrL: „AUo Goradon, 
die in dom.sclbcn Ebencnl)ii.scliel Jiogen und iiluilicli .slncl, siiid 
mit cincr unci dorsclbon Ebono dcssolbon paralIol« Dann chi jodo 
Ebeno dos Ebonenbu.schols durcli cntsprocliondo PuncLe dor GoracLoii giilU, 
so worden, da dio Goraclon mit dorsclbon Ebono parallel siiid, iliro mi- 
cndlich ontfornton Punclo sich onLsprcclion (§ 27, 1), und (labor folgl, ilire 
Acdinlichkoit (§ 13, 1, a). Weiin insbosondoro dor Ebononbiiacliol ki aus 
Pai'aIlclob(3nen bosteht, wonn seine Axo unendlicli ontfoniL ist (§ 27, IV), 
so sincl alio Goradon, dio in cinoin solchon Eboncnbusoliol liogon, pro- 
joctiviscli alinlicli, und diejenigon Goradcii, dio untcr gloiclioii Win kola 
zu don Ebonen genoigt sind, sind projoctivisch gloioli. 

Y. „Ebone Stralilbuscliol, dio in domsolbon Ebononb u hcIioI 
liogon, sind projoctivisch gloich, wciui outwodor 

1) iliro Ebonen parallel sind, odor 

2) wenn diejonige Ebono, wolebo don diirob dio Ebouon dor 
Stralilbuscliol gobildcLcn Elachonwinkol balfloL, zii dor 
Axe 3( dos Ebonoubiiscliols sonkroebt ist; 

und auch umgokehrt/^ Dio Wahrbeit dieses Satzo.s Lst loiclit y,\i or- 
v'oison, namlich im erston Eallo (1) sind olTonbar jo zwoi cntsprooliondo 
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Strahleii dor Sirahllnisohol parallel , imd folglich jo zwei oiilsprecliondo 
AVinlvol gloicli, u. «. w, , 

29. Da (lio li’liu'.honwitdfol di'.s JUbenonbiisohclH 9t durch irgciid cineii 
obonon Stralilbiischol 23,, dossoii Ehouc zu der Axo do^solbon seiiki’oclit 
ist, (largostclli Averdon (§ 27,11, li), und da dieser Htrahlljii.^chol 33 , iniL 
jodom aiidcrcu Stralilbiischol 23, odor mil. jedor Oeruden A, die in dom 
Ebononbiischcl 91 liegt, projecUvLhch 1st (§ 28), so hat man yAvisohon irgoiid 
vicrmal droi oiitsproclienden Eloinentcn dor drei projcctivisclion GGl>ilde 
S(, 23, A, oUva zwisclicii p, 7 , 5; a, b, c, d; a, h, c, b folgciido Bedtu- 
guiigon (§ i und § 10 ); 

sin(aY) . ''^in(«o) 8 !n(ac) j^(ad) ac ^ ab 

,sm(pYj‘ sin(p3) siii(bo) ' sin(bd) be * bb ’ 

sinj^(yp) ^ sm(<y 6 ) sm(ab)^ ^ 

sin( 7 p) ‘ sin( 7 S) siii(Gl)) ‘ sin(cd) cb ’ cb ’ 

,sin(ap) ^ sin(cfY) sin(ab) ^ sin(ac) at) ^ ac 

siii( 8 p) * «iii( 87 ) sin(db) ‘ sin(doy bb * be * 

Und uingokelirL: 

11. „Sind dio Elcmonte /.Avoior Gobildc 9( luul 33, odor 21 
und A, so oinandcr ontsprcoliond angonommen, dass xAvischen 
jo vicr filomontenpaaron (boi gloiolior Anfoiiiaiidorrolgc dor J51e- 
monte in den jodo.smaligon zAvci Gobildon (§0, 7 odor §10) 
gloicho DoppolvovhitUnis.so staitfindon, Avic die vorstobondon, 
so sind dio Gobildc projoctiv Lsch.‘‘ 

Daher folgi fernor: 

Ur. „Das gauze System der GnUprcohoiuloii Eleinontenpaaro 
zweior proJootiAMschcii (lobildo 2t und 23, odor 21 und A ist bo- 
stiinint, soliald droi Paavo gegobeii sind (§ (5, (y); und, um cine 
projootivischo llczioluing zAvischen doji Gobildon zu bostiiiiniou, 
diirfon droi ontsprochoiule lilcmonUnpaaro liolicblg gOAviihlt 
Avordon (§ 6 , p).“ 

Sollon, Avonii boi 21 und 23, odor boi 21 und A droi Paar cntsproclionder 
IClcinonto gogobon sind, ainlcro onlsproolioudc ElcmenLo gofiiiulon wordon, 
so ist die Aufgabo leiclit aiif dio ubige (§ (5 uder § 2d, HI) znriick/Ai- 
fiihron. Donn Avelcho gogensoitige J^cage dio fiobilde auoli lml)on nidgon, 
so darf man nur ciiioii oboneii Strahlbiiscliol 23, odor oiiio floradc A[ an- 
nohinon, dio mit dom Ebonoiitmischol 2t perspcctivisoh sind, und katm so- 
fort zAvischoii 23, odor A, uiul don gogolienou Croliildon 23 odor A dio 
ontsproohendo Aufgabo Idseii. 

IV. ^Liogon zAVoi prajootivischo Oobilde 21 uiid 33, odor 2( 
und A so, das.s irgoiul drei Paar oiitsprechondor Eleinonio zu- 
sammontroffon, d. li,, das.s drei Sirablon von 33, odor dreii^unoto 
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von A in den ihnou ontsprochondon droi Ebenon von SI liegon, 
so liegen die jodcsmaligon zwoi Crcbildo porspocti v Iscli (§27), 
so dass jo zwei ontsprocliciido Elomonto zusamniontreffon." 

V. „Bofiudcu sioh zwei pro- V. „BcfiiulGn sioh Kwoi pro- 

jeetiviLho Gcbildo S( luul A jcctivischo Gobildc St und S3 

in boliebigor schiefor Lage, so In scliiofor Lage, und liogt dor 

Ireffcn ontwedor zwoi, odor Mittclpunol S3 In dor Axo SI, 

cin, odor koin Paar entspro- so fallon ontwedor zwei, odor 

cliondor Elomonto dcr&olbon oin, odor koin Paar ontspro- 

zusamuion, niimlich gorado so, ohendor Elomonto dorsolbon 

wic boi don Gcbildon S3 und A auf oinandor, nitralioli gorado 

(§ 16, IV), odor wio boi zwei so, wio boi zAvoi projoctivi- 

auf oinandor gclogten projecti- sohon obonon Stralilb iiscliolu 

vischonGoradonA,A, (§16,11).“ S3, 33„ die in oinor Ebono con- 

Donn denkt man sich mil dor go- ocntrisch liogon (§ IG, 1T).“ Donn 

gobenon Gcraden A oino andoro doukl man sicli in dor Eboiio dos 

Gorado A, A'oroinigt, die mit dcin gcgoboncu Slrahlbiisohols SS oinon 

Ebenenbiischel S( perspectivi.sch ist, andorcu 33,, Avolchor mit ilim con- 

so sind A iind A, projectivisoh, coutiiscli mid mit St poi'spontii'isoh 

woraus sofort die Bichtigkoil dor ist, so sind S3 und S3, projootiA'i.soh, 

Aiissage folgt. Die vereinigton ent- woraus .sofort dio gonannton Eigon- 

sprcclieudeu Eiomontenpaaro dor sclial'ton folgon. Dio voi-oiiiigl,on 

ficbildo St, A werdon dorazufolgc ontsproclioudon Eiomontoujiiuiro dor 

nach§17 gofiinden. Gobildo St, 33 wordoii clomzul'ulgo 

nach § 17 gefundon, 

Mit Eiicksiclit auf § 8 und § 12, II folgt insbosondero foriior (§ 28, 
I, IT, rri): 

Vr. „Schuoi(len irgend vior Ebonon dos Ebononbuaohols SI, 
etwa dio Ebonon a, p, 7, 3, ontwedor irgend oino Gorado A in 
vior liarinonisclion Puncton n, b, c, b, odor irgoml oino ISbcno 11 
in vior harmonisohon iStrahlcn a, 1>, c, d, so schneicloii sio auoli 
jedo andoro Gorado A, in vior harmonisohon Puncton a,, b,, c,, 
b,, und jodo aiulorc Eheno 11, in vior harmonisohon Strahloii a,, 
b„ c„ d,.« 

Uiitor clicson Umstfiudon solloii dio vioi* Rbciicu a, p, y, S ,, liar mo- 
nisclio EI)enon“ hoissen, und zwar sollon auf diosolbo Woi«o, avlo boi 
harmonisohon Pniictcn und htTOnoiUMolicn Strahloii (§ 8, 1), jo xwoi iijoht 
nach oinandor folgendo Ebonon „zugGordnoto hannoniKcho Kbonou^^ 
heisson. Alsdami la.sson sich fast alio Eigonschaftou , die da«ell:)st (§ 8) 
von vior harmonischon Strahloii ontwickolt wurden, Avdrilicli auf vior liar- 
raonische Ebonon ty, p, ^ uberlragon, Eornor sind die lotztoii Sai/.e in 
§ 12, II zii iibortragen, nainlich wio folgt: 
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Eiu Kfmneubiischol, \cibiin<leii mi( Goraclcii uiul obonoii Stiahlbiisclielii. 



VIL „Sin(l in ciiiciii Ebciicnhlisuhcl vior liaranonisclio 
Ebonen, unci In ciner (TC3L’aflGn-A vicr harmojiisclio Punclc, odor 
in ciinom obonen StralilbdscliGl S vici* liarmoiu.sche Stralilon gc- 
gcgobon, so sind die Gcljildo S( unci A, odor 3 ( und 93 in Anso- 
hung dor gegobonen Elomonto auf acliL vcrschiodeiio Arlon pro- 
ject i vis ch, namlicli man kaiin jodos Paar zugcordnotor havmo- 
uisohor Elomonte dos c^iiion Gobilclos^ sowolil dom oinon als dom 
andoron Paar ziigoorduotcr Iiarmoiiisohor Elemciito dcs aiidoron 
Gobildos ontsprcclioiul anuolimon/* 

Eh folgt woitor; 

VITL jjAVordon drei Ebonon WU, >,rrchon durch droi 

(ot, p, 7) cincs EbGnoii))UsclicLs St gegobone Jhiacto a, 6, c cincr 

cliiroli irgoiid oino Goratlo A Goradon A droi Ebonen (a, P, y) 

odor dui'oh irgcncl oino Ebeno oiiios Eboncnbuscliols Si odor 

B g osclinitten, so ist dor Ort droi Sirahloa (a, b, c) chics obo- 

dosjenigon Punctos b odor non Strahlbiischols so goht 

Htrahlos d, dor zii den droi dio zu don droi Ebonon goho- 

Eurchschnitispuncton (a, b, c) rigo viorLo liarmonisolic Ebone 

odor DurchscliniLtssLrahion (a, 0, odor dor zu don droi Strali- 

b, 0) dor viorto harinouisclio Jon gchorigo viortc harmoai- 

Punci odor Stralil is^ oino bo- sclio Strahl d durch oinon bc- 

sLiminlo vierto Ebeno 8 dcs stiiniaLon viorlcn Punct b (lor 

Eboncnbiischols 3 (, iiamliclidio (loradon A, naailioli durch don 

viorto iiannonischo Eboiio zu vierton haraiouischcn Punot 

den droi gogobonon Ebonoii.“ zu don droi gogobonoii Puac- 

toii/* 

Aus dicson Iclztoron Siitzon, vorbunclon mit § 20 , fV, folgt fornor: 

IX* jjSind a, p, 7 irgoiul IX. jjRiad 0, K), C irgond 

(Irci Ebonon oinos EbononbiU droi Ihincto oinor Gcraden A, 

sohols SI, und nimint man in and legt man durch don oinon, 

dor oinon, oLwa in p, irgond otwa durch b, irgond cine Eboac 

oinon Punot b an, zioht aus p, iiimmL in dicser z.woi bolio- 

ihm zwoi beliol)igo Gorado A, bigo ftorado SI, St, an, dio aiit 

A,, dio den zwoi iibrigon Ebo- don zwoi librigtMi Punotcii a, c 

non (/, Y Punctopaaron dio Ebononpaaro a und Y) 

a und c, n, und c, bogognon und Yi bostiminou, iiiid log! 

wordon, und vorbindot dioso durcli dies zwoi Jliirclischnitts- 

Punctopaaro woclis ols 0 ili g Union, in donon dioso Ebenon- 

clurch Gorado (ac,, CUj), so ist paaro sioii wochsolsoitig (aY,, 

dor Ort dos Durohschni Its b 70:,) sclinoidon, oino Ebono, so 

dor lotztcron oino bostimmte goht dioso stots duroli oinon 
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vierto Ebcne S des Ebencn1)U- ))cstimmieii viorteii PiinM C 

sclicls, die niimlicli zu joiicn -dor Geradeii A, dor zii a, b, . 

droi Ebenon die viorto, uiul dor vierto, uiul zwar deiii b 

zwsiv dor p zugeordiiote, liar- zugeorcliiolo , Iiarmoni-^j in 

monisoho Ebeuc Piinci isl/^ 

Alls dicson Satzcii folgort man nach Caimot weitcr: 

X. „IIabon irgeiul zwoi X. „nabca irgoiul /um 

droisoitigc Pyramidon droiseitigo Pyriuiudoii , 

bcCiCa, oincn gomcinschafi- pTTiTa gomoiiiscliaftlk In 

liclieii Korpcrwiiilcol 0, so fin- Griindfliiche p, so fiudon /wi- 
den zwischon ihrcn librigcn schoii ihron librigon Elein*'h^ 

Elcmontcn folgcndo Umstiindc ton folgcndc Umstiindc stall 

sfcati; hoissen die Ebenon, in hoissoii dio Spitzcu dor P\ia- 

denon dio CTriindfUichon aa,aa> midoii a, C, hoisst die dnn li 

CC 1 C 2 liegon, Of, y, licisst dor diesc Spiizon goliondo Geradi 

durch clieso bostimmto Ebo- A, und dor Pnnct, in welcliMm 

nonbiischcl S(, und dio diiroli dicso dor Ebono der Gruiid- 

dio Spitzo b goboiule Ebciio flilcho p bogognot b, so gidii^n 

des letzioren p, so wordon die dio droi Ebciioii, wclche in dois 

]}LU*ohschnittspuucto dor Dia- droi viorflaohigon Korperwin- 

goiialon dor droi Viereoko aajCCu koln a«jYj, ^i^jYiYj 

aajCC 3 , aja.,C,Co) die sich in don diojenigen gogonuborstohondiMi 

Seiienobonen dos Korperwiii- KanLcn gologl worden, in d»‘- 

kels b befindon, in oinor vior- non die ungloichnainigen Ebr- 

Ion Ebonc 8 do’s Ebononbii- non (ly, Yu Yi Yj 

sebeLs SI liegen, und zwar sind a,,, Yi <^ 1 ? Ya ^ 2 ? Vi) 

pj Y» ® harmonischo scJinoidon, diircdi oincn viei tru 

Ebciicii, und cs sind a und Yi PunoL b dor Goraden A, inid 

p und 8 oinandor zugeordnot/^ zwar sind a, b, C, b vicr hui- 

monisoho Puncto/^ 

Weilero Eolgorungon, doron liiov noeli violo mciglich sind, woidui 
gcgGiiwiIrtig uborgangon; im zwoilon Ilcfio worden oinigo davon, bei (b - 
logonheit zwccluniissigor Anwondimg, nacligchoU wcrdcin 

E b e n c 11 bii s c h 0 1 u n 1 0 r s i c li. 

30. Bishcr liofand sich uiitor don Gobildcn, dio bclrachtot wunh'in 
nur cin einzigor Ebenon biiscliol, nun abor sol Ion mohroro zugloioli boruok- 
siehtigl wordcii, imd zwar sollcn sio, aiif iilinliclic Woiso, wio friiher aVw 
andcren Gobildo, auf oinandor bozogon und dio aus diesor Bezieluing out- 
springendon Eigonsoliafloii iinlorsucht worclon. 
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Zwoi El)cnenbuscliol 51, 5(, , dio ciitwedor mit oinor uiid dersoll^eii 
rioradon A, odor mit oincm und dcin&clbon ebciiGii Sirablbuscliel 33 
projcctiviscli siiid (§27,111), sollcn auch iinfcor sich „pL’ojGGtivis( 5 li“ 
heisHon. 

Zufolgo cliosor Erkliiriiiig, mil Bczug auf dio obigcu Siitze (§ 29), 
linden zwisclion don entsprccliendoii Elemontcn projectivischer Eboncii- 
biischol nacb^telioiulc Gesotze statt: 

L Jo vior oiitsprochoiulc Elomenionpaare y.woier projcclivisclior Ebciion- 
biiHcliel SI, S(i, otwa dio Ebcnon a, p, 7 , 8 und a,, 7 ^, 8 j, orfiillon fol- 

gcndo Eodingiingen (§ 29, 1): 

.sin(aY) , sin (a 8 ) iiiu(a, 7 ,) _ SLn(aj 8 ,) 

3 m(P7) • sin(p6) ~ siii(p, 7 j) * sinCP.sj ’ 

s in(ap ) ^ sin (go) sin(aip',) * «iu(«i 8 ,) 

siu^py* 3111 ( 78 ) ~ '“^ 11 ( 7 ^ 5 ,) ’ 

sm(«p) _ sin(a 7 ) _ sln(a,Pt) ^ sin (< 4 , 7 ^) 
sin( 8 p) ■ sm( 87 ) ” sm(8,p,) ’ ‘ 

IE Und umgokohrL: 

„Sind dio Ebcnon zwoier Ebononbiisoho! 9(, SI, so oiiiandor 
onlsprooliond iingonoinjncn, dass zwisohon jo viorPaarcn gleiohc 
Doppolvorlililtnisso s taUfiiidon, wic dio voi’stohondon, woboi die 
Aiifoinandcrfolgo dor Eboneii in bcidoii Ebeiicnbusoheln uotli- 
wondigor Woiso {iboroinsliminond soin muss (§ 10 ), so sind die 
Ebonoubiischcl projoctiviscln" 

Ifi, Fornor folgt: 

„Das ganzo Bystom dor cnisprochondon Eboneiipaaro zweior 
projeclivischer Ebouonbiiscliol isL boslimml, wenn irgond drei 
Paaro gegobcji siiul (§29, Hi); und will man zwei Eboiionbilschcl 
auf oiaandcr projoctiyisoh bozichon, so kuiinen drei Paar ont- 
sprooliondor Ebonon boliebig angonommoii werden/^ 

IV. jjBci zwoi projoctivischon liboiioiibiisoliGln 51, St^ oiit- 
spi'ooliou vior harmojiLsclion Ebcnon dcs oinen aucli vior hanno- 
nisolio Ebonon dos andcrou Eboaonbiisohols (§ 29, IV)P^ 

Y. Es folgt weitor (§ 11, JI); 

„Wonn von mohroron Gobildon — Oorado, oboiio Stralil- 
biischol und Ebononbiisobel — , In irgond oinor Ordiiung go- 
nommon, dor lioiho nach jodos mil dom daranf folgondon pro- 
jocUvisoh ist, so ist jodos mit jodem projoctiyiscli/^ 

VL Da man dio Flachomvinlcel zwoier projoctivischon Ebenoubiischel 
51, 5lj durcb zwoi obeno Stralilbiisclicl 33, 33i darstollon kann (§ 27, II, 3), 
imd da Ictztoio nntor sich projcctivisch (V) sind, woil sio os mil Joiioii, 
und jono unlor sich os sind, so folgt fornor (§ 9, II): 
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„Tii 7 A\ei projoctivischcii EbononbiiscliGln S(, ho find on 
sich im Allgomoincii iiur zwoi entsprecliGiido roclitc riachoji- 
Aviiikcl (<yx), 

Dieso Ebeneupaarc a iind ofi, x uiul x, haboii fcrnor die iuiclitiiohciicl(t 
Eigciithiimlichkoit (§ 12, T): 

tgC*"*)' ■'i) =' ig(Pi 

und 

tg(«T).tg(«,o(,) = ig(pT).)gCP.<i,): 

das hci&Ht: ^Boi zwci projoctivischcn Ebcnonbusclioln % Sf, i«l 
das BroducL aus don TangGiitcn dorAVlnlccl, wclclio irgoiid zwoi 
cntsprociiendo Ebcnen (a mid odor p imd pj mil don iingloioU- 
nainigcn Seitenfliichon (mil a imd x^, odor iiiul x) dor onL^ 
spreolienden rcchton Fliiclionwinkol cinschlicsscn, von unvor- 
audcrlichem AVerth.” 

31. Ill Hinsiolit dor gcgonscitigcn Lago zwoior projoclivisclion libonmi- 
biisclicl Ihidon ahnliclio Eiillc und UmsUindo stall, wio bci don Iriihor bo^ 
[racliteten Gobildon, nnmlioh folgondo: 

L Zwoi projectivisclie Eboiioiibiischol solloii, odor iliro Bngo soil 
j,pGrspGctiYisch‘^ Iioisson, wonn die Durchscliniilsllnion dor ontsiiroolum- 
deii Eboiicnpaarc oinoii obonon Stralilbiischol bildon. Um sich von dor 
Mogliclikeit diosor Lago zu (iberzcugon, denko man sich oiiicn liclichigoii 
obenoii Sirahibilscdiel Si, logo diirch dcsseii Millelpimct 23 irgond zwoi 
(loradc S(, §(, (dio iiicht in dor Eboiio 33 liogon), so siiid din Elxuioii- 
bii.sclicl 5(, in Aiisolunig dor Eboiicnpaaro, wolclio durch doiis(5lb(m 
Slrahl dcs Stralilbiiscliols 33 golicii, projocUviscli (§ 30), und dor ErkUirung 
gciniiss liegen sio porspectiviscli. 

Fcrnor soil dor Slrahl biischol S3, odor dosson Eboiio B, dor ,>por- 
spcctivische Burohschnill^* dor Ebonoubuschcl 31,^ hoisson. Ins- 
bosondere kann dor Slralilbiischol 33 aus oiiioni Sysloni von Barallol- 
slralilon boslohen, und daun sind auch dio Axon ?(, St, donsclbon, also 
auch dor Ebone B, parallel. 

Als ciii wcsontlichor Umsland boi tlor porspoctivischon Lago isl nodi 
dor zu bemorkeii, dass olfonbar zwoi GiilsproclKiudo Ebonoii, oUva e, 
auf oinaiider falloii (§ 9, 11), nilinlioh in derjenigon Ebono, in ^volohor dio 
beidon Axon S(, SI, dor Ebcnoiibiisdiol liogon, Biosor Uiiislancl dionl uin- 
gckehrl als Jlorkmal odor als Bedingung fur dio porspccUvisclio Ijago dor 
beidon Ebcnciibiisohcl; namlidi man orlcoiinl dioso Lago voriiclimUoli an 
folgcndeii zwoi Jlerkmaloii: 

jjZwei projcctivischc Ebcnoiibiischol S(, SI, liogon alloinal per- 
spoolivisoh, wonn entwedor: 

1) irgond zwoi ontsproohondo Eboiion e, e, auf oiiiaudor fallen, 
odor wonn 
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2) (Uo droi Diircli.schiiitfcHlinicn von irf^eiid drci outsprechen- 
den Ebenenpaarcn in cinor uiid dersolbon Ebcne licgon.*^ 

Dio Richtigkoil dicsor Aus.sagon isi duvch liiilfo friilicror »Sai'/c Iciclit 
zu orwciscn. Doim ijn cM’stoii Fallc (1) licgon die A\on 3Ci in dor den 
EbcncnWischoln gGinoiii«oluaftliclien Ebeno eSj, und miissen Ibiglich einaiulor 
in irgend oiiiom runcto 33 schiicidon, odor insbesondoro parallel scin. J 3 fi- 
ll or miiHft fornor dor Durchschiiiti je zwoicr onisprochcndeti Ebon on durch 
don IHuict 33 gohon, 'wcil olToiibar bcido Ebonoii diircli donsclbon golien. 
J/Ogl man nuii durch zwoi solche DarchMclmittG, otwa durch a, d. li. 
dnrcli dio Durchschiiitto dor ontsprecheiidon Uboiioiipaurc a und p iind 
oino Ebcne 11, so ^Yird dicso dcr Ebono sej in eiuoni bestimmton Strahl 
0 0 ^ begognen und dio Rbononbiiscliel 31, in zwei Sirablbiisohcln 23, 
sclinoiden, \Yclche projocliviscli .siiid, und zwar, da sic die droi Strahlen 
a, b, 0 0 ,, als sicli solbst cntsprdchundo Strahlon, gomoLii habon, prpjoc- 
livisch gloicli siud und sicli dooken, so class folglich alio librigon Durch- 
scliniilo enlsprecliondcr Ebononpaarc in dor genanuton Ebeno B Uogeii. 
Sind insbosondoro die Atcou 2(, 3(, parallel, so isL aiicli die Ebeiie B mil 
ihnon parallel. Tm aiidcren b'alle (2) muss dio Ebono, in wolclicr dio drei 
Diirclisclmiltslinion liogon, dio Ebencnbiischol S(, 3t, in zwoi ebouen Biralil- 
biiscboln S3, 23, schnciclon, die projoctivisch glcicli sind und sich dooken, 
woil sio dio drei gcnaniiten Slrulilcn gomoin liaben mul durch dioHolbon 
bostiinint werden, woraus denn folgi, class dio I)iu*(?h8chnUtslimo von jo 
zwoi ontsprochondoii Ebciicn in jone Ebouo BB, fallou muss. 

Sind insbosondoro dio Ebcnoubhsoliol 2(, 91, gloich, d, h., siud jo zwoi 
onlsprochondo Eliichonwinkol dersolbcn oinandcr gloich, so giebt sich tlieso 
Eigonschaft bol dor perspociivisclion Ijago dor Clcbildo durch folgoiide Urn- 
siiiiidc kuiul, niimlich oiiiwodor: 

a) hlilftot dor pcrspeclivischo Durchscliniit B den von den Axon 9(, 
9(j ehigcschlosbonGn Winkol und slohi auf doason Elicno seiik- 
rechl, odor 

b) ist dor porspoctivischo Diirchschniit B unondllch woit cnirernl, so 
(lass je zwoi onlsprochondo Ebonen dor Ebononbiusoliol parallel sind, 

und iimgokohrl, durch jodon diesor Umslfiiido ist dio Oloichlioit dor 
Ebenonbiischol bodingt. Sind im erston l^’aHc (a) insbosondoro dio Axon 
9t, 9(| parallol, so liogon sio auf enlgcgengcsotzton Soiicn dcs perspocti- 
vischen Durchsclmitts B uud sind gloich woit von ilmi ontrornt. 

XL Isl dio Lugo dor Ebononbiiscliel 9(, nichi pcrspcfitiviscli (1), 
so soil sio „schiof“ hoissoii. iJwci projocUvisclie Eboueiibnscbol 91, 9(, 
bofindon sich alloinal in schiofor Lagc, woim entwoder (I): 

1) ihro Axen 9(, St, niclit in cinor Ebeuo liogon, odor 

2) wonn droi Durchschniltslinicn von irgoiicl drei ciilsju'cchendcn 
Ebonoupaaron nicht in cinor Eboue liogon, odor 
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3) wciin ihre Axon in oiiier Eboue liogen, in der aber nichi /Avei 
ontspreclionde Eboiicn (e, ej vereinigt .siiul 

Tin Allgemeinon sind bei dor schiofen Lagc zwcici’ j)rojGcLivusclion 
Ebeaenbiiscliol 3(, 51^ folgeudo zwci Ilauptfallo zu uiitcrKclioidon, niiinlic.h 
eiitwedcr liegoii ihre Axon % 

a) in ciner Ebeno, odor 

b) nicht in oinor Ebeno, 

fm Fallc (a) miisson notbwondigor Woiso die Axen sich in oinnm 
Piincte .solinciden, der S) liois.son mag, iind da jodo Ebeno diircli donsolboii 
gold, so gcht folglicli aucli dio Durchsclmittslinio von jo zwoi onbsproclion- 
den Ebenen dnveh dcnsolbon, rn«bo8onderc kdiinoii dio Axon KamnU don 
genannten Durclisclinittslinioii parallel scin. 

im Eallo (b) golicn die Darchsolinittslinion dor ojitsprochondon lCI)Oiion- 
paare niclit inolir diiroli oinen nnd dojisclbon Punct, wohl abor .s(ihnoi(lot 
jcilo die beidon Axon St,, und alio sind oincm gomoinsamoii (rosolzo 
iintcrworfon, ^volc]les im dritton Kapiiol nalior untorsucht wordon .soil. 

Die Aiifga))o: „Wonn bci zwoi schiofliogendon projocLi visolioii 
Ebononbiischoln clrei l\aar cntsprochondcr Ebonou gogobon siiul, 
andorc ontsproohondo Ebciicnpaare zu findon, odor miL andovoii 
'Worten, die Ebenonbiischol scliiof auf oinaiidor zu projiciron/* 
isl in beidon Fallen (a, b) loichi zu Idscn, niimUcIi (laduroh, (lass man 
Gerade ocler ebene Straldiniscliol zu lliilfc niinint imd solbri auf aluilioho 
Weise verfiihrt, wio in §24, 111, Fni Fallo (b) bodarf man nur mm oin- 
zigon Geraden al>s IJulfsliaio, die niimlicli droi DiirciiscliniUslhiion von ir- 
gciid drei ontsprechoiiden Ebononpaaron sclinoidot (§ 51). 

Fcriicr isfc dio Anfgabo: „Zw{3i soluefUcgondo projocli visoho 
Eboncnbiiscliol in porspcclivisoho l^ago zu bringon;^^ zulblgo dor 
init dev porspcctivischon Lago vorbiindcnoii Umsliindo (!) loiclii zu 
luson. 

IT!. Z^Yoi projoctivisclio Ebenonbiischol konnon ondlich aiudi so li(^g(ni, 
(lass man ihro Lage sowohl fiir porspocti viscli als ,scliiof haUon Icann, 
wonn niimlicli ihre Axen zirsammonfallcn (vorgh § IG). In diosom Vii\U\ 
fmclen ganz ahiilicho (Jmstiindo stall, wio boi zwoi auf oinandor gologtcui 
piojoctivischon Goraden, odor boi zwoi in oinor Ebeno liogondou ooncon- 
Irischon projeclivischen ebonou Slralilbiisclioln (§ 16, III); donn schaeidot 
man z, B. dio gegebenon Eboncnbiiscliol S(, S(j mil irgond oinor Eb(Mio, rto 
entstolieii zwoi obono Strahlbiischol 33, 35,, wolclio die angogobonon lied in- 
gungeii orfiillon. Dalior wordon l)oi don Ebononbiischoln Sf, 31, im All- 
gemoinen zwoi l^aar enlsprcchondo Ebenon auf oinandor falloii, u. s. w, LTnd 
dahor wird man dieso voroinigion cnlsprccliondon Ebonoiipaaro nach § 17 
leicht Ihulen. 
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Slitzc (lurch ZtisammciislelhuifT dey ricbiklo. 


m 


iSiitzo unci Porismon (hircli Z u sain monstel lung piojcctiviscbor Clobilde. 

32. Durch clio bi.sliorigoii Bclraclitimgcn siiul die Fundamontiilsatze 
liber projectivischo Gcradc, obciiG Strahlbiiscliol unci Eboncnbiiscliol im 
llaumo cniwiclceU ivordon. Bio weitcro IBotraclituiig koimto sich nun mil 
vovscliiocloncii Verb! ndini gen inicl ^isaramoiusiclliuigon dor gciiannlGn Go- 
liilclo boscluirtigcn, voboi die gcfundcneii SiiiKO (lurch Wiodorlioluiig iiiul 
Vcrbiiidung zii ziisamincngosGizteron Siitzoii fuhren wiirdon, aul' ahnlichc 
Weiso, «wie im tjrslen KapiLel von § 19 his zu Enclo, Alloiii ich werdo 
inicli liior nur auf oinigo wonigo Vcrbiiuhmgen Imschriinlcoii iind am 
Schlusso in zwoi Aiimorliangeii zwei licilicn vou leichl auszufulivoiKicn 
Bctvaclitungen kurz anclcutcn, 

Don obigon, in § 22 aufgostGllloii Suizon onlsproclion luor folgonde, 
YOU doron llichtigkoLl man sich iniltoLsl vorliorgolicndcr orwiosener Eigon- 


scliaftoii loicht iiborzGiigon wircl. 

L ^Wciin von n Goradou A, 

Ag, . . . A„-i, die cliiroli don- 
aelbon runct gohon (abor sonst 
belieblg liogon), dor liollio nacli 
jedo mil dor daraiif folgoudeii 
projoctivisch ist iind init ilir 
porspoctivisoh liogt, so siiul 
jo zwei projootivisch iiud lie- 
gen pcrspoclivisch/^ 

11. „Wonn drei projociivi- 
Hcho Gcrado A, Ay dnrcli 
clonselbcn Punci gclionj niul 
^Vciindarin droi on tsproclionde 
Puiioio (e, e,,Cy) vorcinigl sindj 
so dass jo zwei 0 ora do per- 
spectivisch llogoii, so licgon 
die dro] Projoctionsixincfco (ffi, 
iluion, paarwoiso 
genommoii, zugohoren, in oinor 
GoracTon 8(, oder so sind sio 
mil oinom bosiimmtou Ebonon- 
biisohol perspccti visoh (§ 27, 
III), d. li. die Ebonon a, p, . * ,, 
■wolcho durch jo drei ontspro- 
gIigiuIo Piincio a, a^, a^; b, b,, 
by; ... dor Goradeii bostimml 


L „Woun von n Ebeneubu- 
schcln ?[, S(,, Stg, ... doron 

Axon in dorsolboii Ebono lie- 
gcii, dor Roiho iiach jedor mil 
doiu clavauf folgondon projoc- 
tiviseb isl und mil ilim per- 
spoclivLS()li liogl, so sind jo 
zwoi projociivisch und liegou 
porspoctiviscli.^^ 

If, „Wonn dio Axcu droior 
projoelivischon Ebononbiiscliol 
5(, in oinor Ebono liogon, 

imd ivotin in diosor droi ciil- 
sprochoudo Ebenon (£,e,,Sy) vor- 
oinigl sind, so dass jc zwoi 
Ebononbiisehol porspoctivisoh 
liogon, HO sclinoidon sich dio 
dr 0 L p 0 r s p 0 0 ii vi s e li 0 n D ur c hr 
scliniUo (E, Bp By), dio ilineii 
ziigolioron, in oinor Goraden 
A, odor so sind sio zugloicli 
mil oinor bestimmton Goradon 
A porspoctiyisch (§ 27, III), d. h. 
dio IBmcto a, b, in wolclion 
jo droi onlsprockcndo Ebonon 
a, a,, (Dty; p, Pp py; . .. dor Ebonon- 
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wordoii, bildeii ciiien Eboiien- biischcl sicli schnoiden, liogon 
biischeJ 9l.“ in einor Goraden A.“ 

UJ. „Woiui vior projcciivi- III. j^Wonn vicr projoctivi- 
sche 0 Grade A, A^, A^^ A 3 sich Ncho Eboncnbuschcl ?l, 
in cinciii l^uncte scliiioiden, dereii Axon in oinor Eboiie 

und wenn alio untcr oi 11 an dor liogon, untov oinandor porspoc- 

pevi<pcctivi«cli sind, so liegen tivisch siiul, so schnoidou sicli 

von don ihnen zugohorigon von dcii i linen zugohdrigen 

soclis Projcctionspuncton vior- sechs porspoctivisclion Diirch- 

inal droi in oinor Goraden, uiul schnitlon viormal droi in oiner 

folglicli liogon alle sechs in Gcradoii, und folglicli scluioi- 

oinor Ebonc, und folglicli lio- don sich alle scclis in cinem 

gen vior ontsprocliende PnncLo, Punote, nnd folglicli solinoidcn 

ctwabjbijbgjl&a, in diosor Eboiio/^ sich vicr ontsprocJhonde Ebc- 

11011, otwa p, pj, P2, p3, ill diosoin 
Piinctc,“ 

IV. jjBowcgon sich nPunote TV. „])rolic]i sich n Ebonoii 

C[j n, , ttii-i nacli der Beihe a, c(|, fVg, . . . a„^i iiach dor Roiho 
in n belioliigon fcstoii Goraden urn n boliebigo fosU Goradc 

A, A,, Ag, ... An^i, die duroh S(, Sfi, Sig, ... die in oinor 

(Icusclbon Piuicb gchou, nnd Ebono liogon, und bewogen 

drolion sich die n — 1 Goraden .sich dio n — i Durclischnitts- 

(a, Uj, Ug a«_9), wclcho durch linion (a, a,, a^, ... hn- 2 ) dor 

die Puiictepaaro aa,, a,ag, •*. Ebcnonpaarc a und a^, und 

gohoii, nach dor Hoiho ... und a„_i, nach dor 

iim n — 1 foste Puiicto (S3, 33,, Roiho in n — 1 fosLon Ebonon 

SBg, ... S3„-2), so clrolU sich die (B, II^, . . . 13n~2), bowogl 

Oorado durch jo zAvoi jenor sich dio Durolisohniilsliiiio von 

Piiiicto (a,«i, ttg...) urn einoii jGZWGijouorEbonon(a,c(j,ag,...) 

foston Punct.^^ in oiner fosten Ebono.^^ 

Das obigo Poiisma tlos Pappm (§ 22) isl als bosoiidoror I'aH in dom 
vorstchonden Satze (TV links) cnthalion, namlich cs cnthali dio EinschWin- 
kung, (lass dio gcgobciion Geradon A, Aj, . . . A„_i in oinor Ebono liogon. 

Es moge liior als Boisjiiol noch folgondo Aufgabc Platz Ihidon, wolcho 
dio ol)ige (§ 25) als bosondcron Pali in sich schliossL: 

V. >,^01111 im liaumo irgond n Gorade A, Aj, Ag, ... An-^t go- 
gobcnsiiul, dio oin schiefos u-Eck (odor n-Seil) hildoii (d. h. jodc 
schnoidci die darauf folgondo und dio lotzto dio orslo), und wenn 
in jodor Ebeiie, die durch zivoi auf oinandor folgondo Gorado bo- 
.stimmt wircl, irgond ein Punct gogobeii ist, also im Ganzon n 
Piiiicte (S3, S3^, SSg, ... 33„.^i), so soli oin andoros (scliiofos) n-Eck 
bosclirioboii werdon, desson Boiton nach dor Roiho durch dioso 
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Ki'hlo Aiimoikuug. 
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Puiic.io {>'cheii, iiiul de.ssoii Eokon nach dcr lleilio in jencii Grci’a- 
dcn liogen. 

Dio Auflosiing dio^ser Aufgabc ist dor obigoji (§ 25) ahnliclij so dass 
jcdor sio olmc Sclnviorigkoit wird ansfiilu'cn koimcii. Foh will niir bo- 
morkciij dass die gegenwartigo AufgHl)c iin Allgeineinoii zwei Aufldsuiigoii 
ziibisst, woil (lio Jlangordming dor gegebenen Elcmonte niclii vcrwcchsclt 
woidon ktiiin. Dioso J^escliriiiikang dor Zalil dor Auilosuiigcn wird aiiT- 
golioboii, wenn die Aufgabe in folgendcr CS-ostalt gegebon wird: 

„Siiid n boliobige El)onen p, pg, und in jcdor 

irgend oiii Piinci, also n runcte S, S3,, 33^, 33n-t, gogebcii, 

so Holleii 11 andero Eboiien a, cc,, «,»„! so gclogt wordon, 

dass sio nach dcrReilio dnroh die 8oiton des diirch jcuo Punote 
bostiminten n-Ecks go lion, und dass die ii Duvcliscliuiiislinion 
dor aufeinandor roJgondon Eboneii in joaon gcgoboiion Ebenon 
liogoii/^ 


E r s 1 0 A n la o v k a a g. 

Von pi'Ojoctivisclioii Gobildon, dio in oinoni Slrah 1 Idiscbol Jm Hauino 

liogon, 

33. Zinn 8clilus.se dicsc.s ICapiioks isi iiocb oiiio liosondoro ZiLsaimnon- 
.stollung von projcctivistdioii Oebildcn, und zwar voa obcuou SU'ah]bu.sch(dn 
luul Ebonoiibiischela milior ins Augo zu fasson, niimlich diejenigo Zusammen- 
.siclluiig, boi wolchor dio gonaiintoii Oebildc .sitinintlioli zii cinoin Stnilil- 
bil.schol im liaiimo golibron (§ 1, V), d. h., boi diosor ZusainmousloJJuug 
liabon alio obonon Slralilbii.sohcl oinen and doii.solbon AliLitdpuaci uiid dto 
Axon allcr Eboncnbiischol gohon durcb dioscpi natnliolusi Piinoi, wolchor 
Mittolpuncl (los Strahlbiiscliols im Haumc lioissL iiiul durcli 3) bozololuiut 
wordon soli. 

LInlor (liosoii IJinsUmdon (indon odbiibar zwisehca jirojcctivisobcn oboiicn 
8l;rabll)(isc]ioIn luid Ebononbiisolioln, dio in dojusolbon iStraldl)Uscliol 35 
liogon, diirchweg alnilioho Heziohungoii sUilL, wic zwisclicii prejocUvisclien 
Ooradon und obonon Strahlbiischoln , dio ia dorsolben Eboiio licgou uiul 
von donon das crslo Kapitol haiidclt. Donii wird dor Slralilbilschol 3) durcli 
irg(jiul oino Ebono, die E lioisson mag, goscliaitloii, so wird jcdor Ebmion- 
biiscliol in oincm obonon Slralilbuschel, jcdor oboiic Stralilbiisclicl in ciuor 
(iomden, und jcdor Strabl in oinom Piinct gcscluuLlon; mm koiinon alio 
dioso (lurch don Diu’clisclnuil orzouglcii Oobilelo ia d(»r Ebono E als por- 
spoctiviscli mil. don ihnon zugohorigoii Gebildon im 8ii'ahlbiischol 35 an- 
go.solien wordon (§ 27, fll), und alsdaan wordon, wcnii irgend zwoi Gobildo 
in dor Ebono E projoctivi.sch sind, auch dio ilmcn enlsprochoadcn riobildc 
im Hb'ahlbuschol 35 projoclivisch soin (§ 30, IV), imd luicli iiiiigekclirl; 

fjtolngr’ji Werko, 1. 2i 
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(liilior wordcji fn.st alle Clesetze, Eigcn.scluifteii , ijchrsiilze, Porismcn, Aiif- 
gabeii II. t>. w., (lie bei projcctivischen (iobiUlen in dor Rboiic E stattfindoii, 
auch aiif filmlichc Woi?>G bei doii ihnen oiitsproeheiulon Gebildoii ini Stralil- 
biiscJicl © slaUliabon, so dass mir ciiizolne bc.sondore liigonsclinfion iind 
Uinsliindo liiorbei einc Aiisiiahme machoii. 

Demnacli wiirden alle Uiitcrsuoluiiigen , die im orsLcii Kapilcl iibor 
(robildc in dor Ebono E durcligofdlirt 'Worden,, aid' oiiLsprccliondo Weiso 
bei don Gebilden im Strahlbirschel S) ausziiiiilu’oii scin; da aber dieso 
Uiitersuelumg im GriiiulG geiionuneii iiiclits wesonilicli Nouos giiLIiigHo, 
woil sie, wie Avir ebon goschon, unmitlelbar aiis dor UnLcrsucluing in der 
Eboiio E abgoloiict, odor auf diosolbe ziiriiclcgefuhrl, wordon kaiin, so wordo 
ioli micli liicr iiiclit liingor damit auriialtoii, indeni es dnrclians iiiclil 
scliwierig ist, boi jcdoni vorkoinmcndon b'alle nacli doii boroits gogobonon 
Andoutnngon sidi zui’oclit zii fiaden. fell will nur iiooh orinuorn, dass 
die Eiguren in dor Ebone E mil don ilinon onis])roeIicnden b'igiiron iin 
Stralilbilschol 3) aiif gowisso Weiso iiberoinstiinincii, d. h., oinoni Vielocic 
in E eiiLsprichl ein gloichnainigor Korporwiidcol in 2), z. Ik deni Drciotilc 
ontspricht eiii droikantigor odor dreiflacliiger Korporwiidcol, dem Vioreck 
enfcspricht oin viork an tiger Kbrpor^vinke], ii. s, w., iind doin Kroiso oni- 
spriolit oin Kogel (zAvoiten Grades). 

Als oin zAvockmnssigos Eeispicl zur Erlaiitcrung dos Gosagion mag 
folgcndc Aiifgabo dionoii: 

jjWgiih zwoi projoclivisclie obene Strablbiisobel 33,, 35y in 
eincm Strahlbiischol 2) porspoctiviseh liegon, so dass zwei oiit- 
sprotdioiide Strahlen e,, vorcinigt siiul (§28), und man doiiki 
.sick clou oineii Strahlbiisehel fest, Avalirond dor andore sicli uin 
don gomoiiischaftliclicn .Strnlil Jicrumbowogt, so ist dio Frago, 
wololio Fliicho durcli dio Projeolionsaxo 91 (d. In Ako dos Eboiion- 
biischels, in wolchem bcide Strahlbusohcl 33^, S3j liegon (§28)) bcscliricj- 
boa Avorde.^^ 

i\Ian donke sicli eino Ebono E, Avolclie zii dem goinoinsGliartliclicn 
Strahlo OjO^ soiikrcclit ist, so Avlrd sie dio oboneii Straldliiiscbel 33,, S3.j 
in zAvoi Goraden A,, Ag scluioidon, dio iintcr sicli porspoclivisch siiul, (wio 
otAm Fig. 7 sie darstollk, Avenn man in dcrsolbon A,, Aj, stati A, A, schroibt) 
und dcr Punct 33, in Avolcliem sie die Projociionsaxo 9t sclincldol^, ist dor 
Projoction.spimct dor Gcraden A,, Ag. Wircl nun dor cine Slrahlbiisclicl, 
otwa SSg, auf die angogobcnc Art boAvegt, so Avird sicli die zugohbrige 
Gcrado A^ in dor Ebono E pm don gemoinscliafUichen DurchsclniittspuncL 
CjCg dor Goradon droheii, mid der Projoctionspunct 35 Avird sicli in ^oinor 
bostiimnton Kroislinio boAvegon, deren Mittelpimct V ist (§ 15); dalior wird 
die Projectionsaxe 9t cino Kogolllaclie 2) ZAVoiten Grades bosclu’oiben, die 
diiroh joneu Krois golit, und zAvar ist cliesor Kegel oin scliiefer, Aveil das 
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aus Schoilol S) aiii' cUo Ebono E des KroLses gobilUe Loth e,o,^ nicht 
doll Mitlolpmict (v) doM Kroiscs triill. „A1ho bestihveibt die Vvo- 
jootionsaxe 5[ oino schiofc Kogeltlacjhc die von jeder EIuiik^ 
wolcliG zu dom goiiicinschafl, lichen iSirahlco^o^ dei' SirablbiiHcho I 
53^, SSjj souhrocht i.st, in eincin Kroijio gcschniUen wird/^ 

Z w e i I e A ii m e r Ic ii ii g. 

Vou projccti vise hen Gol>ildoii auf dor Kugol fhiclio. 

34. Doiikt man sicli oino KiigollliLclic K, dio don SliLiolpunci ® dos 
vorliiii VA\ Clriindc golcgton Strahlbiisehcls iin Uaunio (§ 33) s^iim Mitlol- 
piuict liaL «o Avird diehclbo von den (Icbilden, dio ini S trail Ibiiscliel 3) liogoii, 
wio folgt, gosohnitten : von jedoin Sirab! (a, b, in ciiiciu Punct (a^ t), . . 
von jedoni obouoii Siralillniscbcl S3 in einom llaiiptkrcisc (gi’bsston Kroiso) 
II, dossen Ihincio don Straliloii, uiul dosson Absohnittc (Eogen) don Winkeln 
(low Siratillnischol.s Gniwprcclicn; von cincm Ebonoubusohol §[ in oinoin 
sphariwchen Siralilbiisoliol 33, d. Ii, in cinor iin/dthligoii Mongo von 
llaiiptkreiwon, dio don ElKmon des Ebononbiiscliols, uiul doroii *\Viiil<ol don 
VViiikoIn dor lot/dcvcn cnisprochoii, und dio alio (lurch doiiftelheii Pnnei 
33 (Durchsclnnitspumjt dor Axe S() gohen, welchcr MiLtolpunoL dos spliii- 
rischon Strahlbiischels JioissGii soil. Worden nun irgond zwei Oebildo (ll 
und 33, Oder II uud II,, odor 33 und 35,) auf dor KiigcllIii(3ho K, Avonn 
iliro ontsproolicndcn Gobildo (33 und 91, odor 33 luul 33,, odor 31 und 9f,) 
im Htialilbuschol 5D iirojcciiviscli siiul, obonfalls yrojoctivisoh gonannt, 
so Iblgt mil cliosor Erklaning zngloich, dass die AVCsontliolisLcii projcclivU 
Hchen ]3ozioluingon , wclcho zwLsehon den Gobildon im Strahll>iis(ihGl © 
(odor ZAvisclion don Gobildon in dor Eboiio E (§ 33)) slaitfindou, auch 
zwisoheii den Gobildon auf dor Kng(5l(liiclio K slallhabon mussoii. 

Wie man ]iiGrau»s siohi, sind also dio B(5lraohtungoii auf dor Kugol- 
lliicho K duroliaus nichls eigen tluimlicli Noues, sondcrii sio sliid mir als 
ciiio bosondoro Bcsclminlaing dor Botraclitungoii im Siraldbiischol © aii- 
ziisehon. Uoborhaiipi habou Qntorsiiohiingon auf dor KiigoUliioho soUon 
die Wicliligkoii, dio man ihnon, Ammdgo oinor oborllaolilichou Aiisichl, 
boizulogoii gonoigt ist. Bonn oft lasson sich dLoso]b(5ii aus ontsprooliondon 
Unlorsuoliungoii im Strahlbiisohcl ffl odor in dor Eboiio E abloitoii, und 
vide dorsolbcn licsson sich dann auch auf almllcho Woisc auf andorn 
Icriimino Fliidion libortragon, ' Uobor clio Art und Weiso, Avio im Allgo- 
moinou Opcratioiion (ConstruGlionon) auf dor Kiigolflaoho ausgofiilirt Averden 
kdiinon, Avordo ich spiitor haiidoln. Man Icann luimlicli dio KugellUtelio 
alloin als Oporationsfcld auiiclimon , oder man kaiin dio cnlsprcehondoii 
Operationen iiu Sirahlbiischol ©, odor in irgond oinor Ebonc 15 aiisfuhron, 
imd sodaim auf dio KugeHlacho K nbciirageiu Fiiigo man mil dor Con- 

21 



324 


Von projectivischon (Jobililen aiif doi KiiiJclrtucho. 


U. 

struction aiif dor Kugolfliiclic K an, so licsscn sioli umgelcclirt dio gcfun- 
dciion Resultaio aiif don Stralilbuschcl 3) oder auf die Ebono K iil^crtragoii, 
Welches abor nichi der zweekmassigsto Gang scin mbclito, 

Uebor die Betiacliiung projectiviscJior Gebildo auf dor Kiigciniiclio 
will icli mir noch bomerken, dass iiiir wonigo von deii Eigonschafion, dio 
ini orston Kapitol an projcclivischen GGldldcn in dor Ebonc nacligowicscii 
wordoii, iiioht aucli auf eidsprcchcndc Weise boi jeiioii sich YorOnden; zu 
soldier Ausnahine gohdren z. B. der Parallelismus der Goimlcn, iind ihro 
iinondlioh enifernton Puncto. JDagegen sind die Eigonschaften, wolche aiif 
die projeciivischo Roziehuug gegriindot sind, anf alinliolio Wolso vorliaiidoii, 
wio in dor Ebcne E odor wio im Stralilbiiscliol 2). Demi da ollbiibar die 
Absdniitto (Bogon) eiues Ilaiiptkroises 11 gorado das Maass der ihnen eiiU 
sprcGhendGii (gegoniiber stehendeii) Winkol des ziigoliorigcn obeiion Ktrald- 
biisclicLs S3 sind, und da dio Winkol, wolcho dio Stralilon oincs spharisdieii 
Strahlbilscheks 33 mil oinandor bilden, oftenbar die niiinliolien sind, wclclio 
dio ihnen onlsprcchoiulon Ebenon ini zugclibrigen Rbenonbiischol oin- 
schliessen, so muss folglich auch bei projoctivisohoii fiobildon auf tier 
Kugellliiche Gleiclihoit dor Vorhiiltnisso sLaGlinclcn, wonn dazii boi llaiijit- 
kroison die Sinus dor Bogon, und l)oi Stralilbiisoholn (S3) dio Simis dor 
von dou Siraldon oingoschlossenon Winkol gonommen werdon. Dalior 
folgt z. B.: „da»ss os 1) boi zwoi projeoti visclion Ilaupikroisen II, 
l\ zwoi ontsprochondo Abschnitto (Bogon) giobt, die QiiadraiUon 
sind; 2) dass os bei zwoi projootivisohon spharischon Slralil- 
buscholn S3, 35, zwoi ontsprochondo rochto Winkol giobt; und 
3) dasb os boi cinom Ilauptkroiso 11 und oineni Strahlbusohol 33, 
dio projoctivisch sind, oinon Quadranton und oinon roebton Win- 
kol giol)t, die sich entsprochon; und dass in Hezug auf diose 
oigonthiimliohen Elomonte tiassollic Gesetz stattfindot, wio boi 
projectivischon Stralilbiischoln SL^, 33, in der Ebono (§ i2, I, 8, 8,), 
odor wio boi projoctiviscJion Eboiionbuscliolii S(, §1, (§30, V)“. 
Eornor ist boi projectivischon spluirischon Gebildon perspocti visclio und 
schiefe bago zu iintcrsclicidoa; boi dor orstoren baben zwoi Ilaiijitkreiso 
oiiieii Projoctionspiiiict, und zwoi Simhlbiischol habon oinon porspoc- 
tivischon Diirchschniti Aus dom obigeii Boispiol (§ 33) folgt lilcr 
der naclisiohcndo Salz: „Wonn zwoi projocti vischo Ilauptkroiso II, 
n, pcrspectiviscli liegon, und wonn dor cine fost blcilit, walircnd 
der undovc sieli lun iliren gomoinsohaftlichoii Durchsclini its- 
punct herumbowogt, so bewogt sich dor Projoctioiispnnct in 
oineiii spharischon TCogoIschnitt (d, i. dor Burchschnitt einos Kogols 
zweiton Grades, dcsson Schcitol im Mittclpuncl dor Kiigol liogt, init dor 
Kugciniicho)/^ — IVordon zwoi gloicliartigo projocti vischo spluirischo Go- 
bihlo (II imd 11,, odor S3 nnd 33,) auf oinandor gelegt, so niiden daboi 
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ahtilitjiio Uinstando statt, ma hoi don enl«prccliondcn Rctnichiiiugon in 
§1G untl §31, III; forncr kaim daboi cino ontspvochojide Aiifgaljc goslcllt 
und aLif tiluiliclio oiiifacho \Vei^^c (miltolsC oincs Kl’cIsos oder irgoiul oiiios 
sphiiL’inclieii KogolsohniLtes) goldst wcrdon, wie in §17, wolclio sodaiiii 
cino ebon S'O fmohlbarG Anwondnng fiiidct, wie die leizlcro bci don ihr 
nachfolgcncicn Betradiinugcn ii. h. w. 


Brittes KajritcL 

Erzeuguiig dor tdnion und dor goradlinigon EUtolicii zwoilor 
Ordiiuiig diircli projcclivische Gcbildo. 

35, Boi clcr oliigcn Uniorsucliiing projcclivisohcr Gobildo wurdo boi 
dor Hcliiofon Lage dorsclbeii die nilliero Krforsoluing dor Oosoteo, ^volchon 
bci zAVci Oeradcu A, A^ die Prujcclionssiralilon (§9, 1), boi zwei ol)onon 
8irabll)iischo]n S3, 58, die Diirclischnitlo dor cnlsprccliGiidGii Strahloiipaaro, 
odor (lio duroh onts|n’ccliondo Slralilonpaaro bostimmtou Ehcnoii (wonn S3, 
S3, iin Sirablbiisoliol ® liogon (§ 33)), und hoi zwei Ebenoubuscliolii ?(, 
SI, die DuroluichniUslinioai dor cnlsprooliondon Eliononpaaro (§ 33) untcr- 
worfen sincl, absiclillich vonnioden. DLeso Uiilcrsuclimig soli jolzl nacli- 
golmlt werdciu Sio fulirt, mo man sohon wird, zu den intorcssanlesten 
und fruolitbarslcn Eigonsoliafion dor Linion zwoitor Ordining, odor der so- 
goimnutcn ICogolschnUio, aus denon sieli fast alio andcren Eigonschafion 
dor lot'/icreii in oinoin uinfassondcn 7/Usammcnhango auf cino iiboiTaschond 
oiiifaelic und anschaiilicho AVciso onUviolcoIn lassou; luindicli sic zoigl die 
noihwondigo Enlstoliung dor KcgolscbniUc aus don goomelrisohon Gnind- 
gcbilden, uiul zwar zeigt sio dacUirch zuglcich oiiio solir mcrkwiirdigc 
doppolte Erzoiigung dorsolbon durcli prqjoclivi»soho Gobildo, libenso zoigi 
sio oino doppolto Erzeugung dor goradlinigon Eliichon zwoilcu Gerados, 
d. h. aller dorjonigon Eliiohcn z\Yciton Gorados, in welolion gorado l/inion 
liogon (d. i. ICogol, Dyliader, einluolics Ifypoiboluid, liyporbolischos Para- 
boloid, Ebenoj^paar), 

AVonn man bodenkt, mil wclchom Soliarfsiime dio Maihomatikor in 
iiltcrGr und nouorer Z6it die Kogclschniito orforsolit, uiul wolclic fast zalil- 
loso Mongo von Eigonschafion sio an donselbon enidcokl habon, so ist os 
in dor That aiiffalloud, dass dio vorgonanntcii ICigoiischafton so laiige ver- 
borgon bloibcii konnton, da dock ans ihnen, mo sick zoigeii wird, fast 
alio bokannten Eigonsekaften (nol)Ht violon uoiioii), wio aus oinom Gnsso 
liorvorgchou, ja da sic gloiohsam die innoro Eaiiir dor KogclsclinUlG vor 
unsoren Aiigoii aufsohliosson. Oonu, wonn aiicli Eigeiisckaften bokannt 



326 


Itii /.ougiiibho |)iqjcctivib<*Ji(jr (jobildo. 


;sd. 


sind, die den goiianniou iiaho liogon, ho fiiideii sioh docli inoinoH \ Vinsons 
lotztero nirgonds bosliiumt ausgosproclioii, in koiiicm b'allo ahor wurdo \\m\ 
WichtigkoiL orkannl, die sic durch die gogeiiwartlgo KntwIckoJung, wo sic 
m Fiiudamentalsiitzoii orhobeii werdon, criialton; iibrigoi^s bin ioh auoli 
nicliL cininal diircli jeiic aiif dicso gefiilirt wordon. 

13a dor bier vorgesteckic Zweek die Betraclitung projoctivisclicr flo- 
bildo ist, so diirfen die Kcgelscliniito bier noch nioliL so aiisfiilirlicli uiUor- 
siiclit werden, als es inittelst dor crwahntoji Rigciiscbafiou loiclii goscliolion 
koimto; sondern icii werde inicli bloss aiif oinigo wenigo linLwickolungcjii 
bcsclmiukcn, die entweder aiis dein Gango dor Jlctraclitung jonor Gobiido 
notliwcndig horvorgehon , odor dio zair Erforsclmng dorsolboii in dor I'blgo 
dieiiUcli sind. Spiitor, nach voiloiulotor Duroldiilirung dor ’UiUoL'sucIuing 
projoctivisclior Gobiido sollon alsdaiin die Kcgclscbnitto einor nmlassoiulon 
Untorsiicliung unterworfen wordenj dio sicli auf ihre vororwahnto Erzougiing 
flurch projcctivischo Gobiido griindcn wird, wobci lolzlorc sodann nur als 
untergeordiieie Iliilfsmittol dionoii, iiiid wodurch dio vorsloliondcn Boliaiip- 
tmigoii sollen goroclitfortigt werdon* 


Gogoiisoitigor Diirchschnitt dor Ebono und dor KogoiflUcho, 

36. Znnaebst soil liior cino kiirzo Eoiraohiung dor oigoniliolion Kogob 
hcliuitto, wie sicli dioscllien bciin Kogol dor unmiUolbaron AiiHoluuiung 
darbicton, vorango.schickt und daboi vornohinlich auf oinigo Dinstiindi^, 
die fiir dio syntbotisebo Unlorsuobiing dor.solben soJir wosontlicli sind, aid- 
merksain gomacht werdein Nur muss icli bomorkon, class dioso Eotraoh- 
tang, genau gonommou, dom zweiten Abschnilto (folgondos lloft) ango^ 
liort, wosclbst sic in oincin iimfassendorcii Zusammoiibango ausgofiihrt 
wordeii wird. 

Denkt intin ailc diejonigon Skaliloii a, a.,, a,, . . . oiiios Stnililhii.solifils 
3), wolcho (liircli irgoud oino Kroislinic K golion, wio oLwii in l'’ig. ;U), wo 
das Papior dio Ebone E dcs Kraisbs vorsloilon iind dor Piiiict ® iiljor dor- 
selben liogon soil (§ 34), so lioissl die Fliioho, wolcho von dioson SLralilon 
orfullt Avird, Kcgolfliicho, iind zwar lioissl, sic, weil sio, so wio dor Krois, 
von iigeiid oincr Goradon hoohslons nur in zwoi Ihnicton goscIniiUoii 
Averdeu kann, zufoJgo dicsos Uinstandos , Kogollliioho voin y.Avoiton 
Grade. Weun man sicli dio Slrahlen (odor Ivanloii) niolil dnrdi lien 
Kicis K and durch don Punct S) hogronzl, sondorn violinohr unb()gr()Ui',(, 
vorstellt, so siohl man, class dio TCcgollliicho aus zwoi gloiolion ^I'hoilcu 
SI, 51, bostoiit, dio mil ibron .Spilzcn in dom ihincto ® zusammonslosson, 
so class dioscr „5Iillolpuiict« dos Kegols odor dor KogoKliicho gciianiit 
wircl {Bioi). I'ornor uonnt man jodo Ebone, avoIcIic durcli don iMiUoIiiunot 
93 mid (lurch irgemi oino TangeiUo A dos Kroiscs gohl, 11 orii linings- 
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obonc (boriihroiide Tibonc), woil namlicli imr ciu oiuzigor Sirahl cI< 5L‘ Kcgcl- 
lliiciiG in ilir liogL, iiiimlicli nur clorjoiiigo, wolohor (lui-cli don Jioi'iilirimgH- 
piiiici SS dor gonaiiniou Tuiigeiito golit. Nun iiGiitit-, man foriior clic ])urcl\- 
schnittsflgur, wololic irgond oiiio Ebeiio mit dor Kogelfliiclio bildot, d. li. 
dio Gosammilioil allcr runcte, die sio mil ilu* gcmoia hat, Kegolscliuilt. 
Jias Oomeinftchafllicho und das liosoiulero odor Eigciithumlicko dcr ge- 
sainmlGii SclmiLtc oincs Kegohs liisst sioli boqaom auffasHcii und iibcrselicn, 
wet\n vororsl die SchniUe dcrjoiiigon Ebciicii, ’svolclic durch den MiUol- 
piinct ® golien, iiniorsnclil ^vG^dcll. Eiiio solclio Ehenc kann sioli auf droi 
woHOullicli vorscliiedono Arion ziim Kogol vcrhalfeoii, aiiimlich >vio foigt; 

a) koiii Slralil dor Kogol lUicho iiegt in dor Ebouo, soiidoru alio 
worcleii von ihr iin Jhinclo ® gosclinition; daliiii gohort aho jodo 
Ebono, die don Kreis K ^vodcr sclnioidci nooli l)orulirt. In Boziig 
auf jodo solcho Ebeiic liegen dio boidon Tlicilo M, dcs Kcgols 
auf ontgogongcsotztoii Scitoin 

b) ciu Slrahl dcr KogollUioho liegt in dor Eboiio und alio iibrigoii 
soliuoidot slo iin Ibincto dabin goboron alio sogcnannlou Eo- 
riibrungsobonen dos Kogols d, h. jodo Ebono, wolcho durcli oino 
Tangento dos Kroisos K gologl wird. In bozug auf jodo solcbo 
Ebouo Uegon dio dMioile M, M, dos Kogols auf abwochsoliidon Soiion. 

c) Z-Nvoi Stralilcn dor Kogcdlladio liogou in dor Ebono und alio 
iibrigoii wordon von ilir ini Piinclo S) gcsclinittoii; dabin gohort 
jodo Ebono, dio don Kreis K sebnoidob Jodo solcho Ebouo spalloi 

» joclon Thoil M, Mj dos Kogols in zwoi AbscliiiiliOj (lass anf 
jedor Scito dor Ebono ZAvoi AbsobnilLo liegon, in dcuou zusaminon 
alio Strablon vorkomnion, die von dor Ebono gosohnittoii werdon. 

Da nim jodo aiidcro Ebouo im Ibmmo, dio nitJil durch den 'Miltol- 
pimcL5DgGhl, noihwondigor Woiso mil irgond oinor uiUor don A^orslcliondou 
drei Ablhoilungon bogriflcuon Ebono parallel isi, so Avird sic, cbonso wio 
dio lotzloro, dio Strablon dor Kogol(la(dko ontwodor alio schnoidon, odor 
iiiir oincii, odor mir ZAvei dcrsolbon niclit in dor That schnoidon, son- 
dorn iiRcli ihron nnondlicli ontfornton Puncioii goricliioL sein, d. b. mil 
ihnon parallol soin; dioso bosoiuUu*oii Strablon siiul niimlich diojonigon, 
Avolclio in jonor durcli don lliUolpnncl 3) gohendon Paralloloboiic liegem 
Dalior giebt os folgcndo droi Khisson a’^ou KogoIsoliuiUon: 

r. Jedo Ebono, Avoloho mil irgond cinor uiitor dor obigon Abihoiluiig 
(a) bogrilToiion Ebono parallol ist, schiieidol alio Strablon dor 
Kugcllliicho ill oiKlliclior Enlfornung, und zwar schnoidet sio nur 
oinoii dor boidon Tlieilo JI, dor Kogoldiicbo, so dass also dor 
Durobsclmitt, wio or sioli ilor umnitiolbaroii Anscliauung darstolll, 
oino gosoblossono kniinmo Linio Isl (durch dio oin '’riioil dor 
Ebono ganz begronzt wird). Ein sololior Sebniit, odor oino solcho 
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Liiiio hcisst Ellipse. Dio Gomdon, in wolchon tlio sclinoidpiido 
Ebeno die Beruhnnigsebonoii dcs Kogols schneidet, sind siimmUioli 
Tangciiton dor Ellipse, so dass also lelxtore in jodom ilircr PinicLo 
von ciuer besliininten Geradcn boriihrt wird. Uni, or diosor Kliis.so 
Yon Kcgclschnitlon beJinden sich insbesondoro aiioli Kroiso, wio 
z. B, dor Krois K, von wcichoin die Belraolitung an.sging'; foriier 
golioreii daliin, als Orenzfallo, dio Schnitto dor Ebenon (a), woboi 
uiiinlicli dio Ellipson sich anf don ciiizigen Punct ® rcdiioiron. 

II. Jode Ebeno, dio mit irgend einor uulor (b) bogrifTenon libone 
parallel i.st, schnoidcl mir einon dor boiden Tlioilo l\r, M, dor 
Kcgelllache, und zwar IriEt sio alio Stralilon in ondlicbor EiUfor- 
iimig bis auf deiijenigon, in wolclicm ihro Parallolebono don Kogol 
boriihrt, und uach dossoii unendlich cntfornloin Ptinolo .sio goriolitot 
ist, so dass also dor Schnitt, wio man in dor Vorstolliing siohl,, 
cine gobogono krumme Linio ist, doron bcidc Anno sioh naoh 
dersclbci) Soilo hin ins Unondlichc erstrockon, niiinlich imch doin- 
solben nnondlich ontfernten Punclo hiiistrobon, naoh wolclioin 
joncr besonderc Strahl gerichtet ist. Eiu solohoi- Schnitt hoisst 
Parabol. Dio Durchsoliiuttslinion dor schiioidoiulou Ehono und 
dor Boridirnngsebenou dos Kogols sind Taiigouton dor Parabol, 
so dass also lotztcro in jodom ihror Piiiicto von oiiior bostimmtoii 
Goraden beruhrt wird; jeiio Bcriilirungsobono alter, wohtbo dor 
sclmeidciulon parallel ist, ist naoh oiiior unoiidlioh outfornton 
Tangonto goriolitot, dio niiiulioh dom uueiullich entforiiton Punclo 
dor Parallel ziigoliSrl. 

Dio Schnitte dor untcr (b) bogrifl'onon Ebonon golibron als Gronz- 
fiillo hiorher, niimlich boi ilmon reduciron sich dio Paralioln auf 
dio cinzelneu Stralilon dor Kogelllficho. 

III. Jedo Ebeno, woloho mit irgond oinor imtor dor Abthoiliiiig (c) 
begriffouen Eboiic parallel ist, schnoidot dio mit iJir auf oinnrlei 
Soito liogcudou zwei Absohnitlc dor Kcgellliicho, uiul zwar Kiilnioidot 
sio alio Stralilon dor lotztcron in cudlichor Eutforiumg, aasgo- 
nommoii diojonigoii zwoi, woloho in dor Pariillolobouo lioguii, iiiul 
naoh doren imeiidlich cntfonilon Ihxuctoii sio goriolitot ist, so dass 
also dor Schnitt, wio man siohl, aus zwoi gobogoiioii binion liu- 
stohl, woven boido Armc oinor jodon sioh ins Unoiidliclio or- 
strccken, mid zwar so, dass dio jcdcsmaligon zwoi oinandor sithiof 
gogoniiber liegonden Anno lioidor biincii iiach ontgcgoiigosolzton 
lUchtimgon ahor iiach dcnnsclbon unendlich ontforntoii Puiicto 
hinstrcbcii, imch wolchom niiinlicli oinor von jonon zwoi bosnu- 
doron Stralilon goriolitot ist; boido r,inion hiingon domnaoli duroli 
dioso iniendlioli eiitfornteii Punclo zusanimoii, so dass sio iiiir oitio 
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cinzigo Ivinic ausmachon. Emo Holclio Linio licissi IJypcrbel. 
Jedo JJoruhvungsebeno ties Kogols orzoiigt cine Tangonle dor 
Ilyjierbcl, so class also die lolztero in jedem ihroi* Puiicto von 
ciiior besliminlon Goradoii horiihri wird; diojeiiigon zwei Ebciicn, 
wclclio don Kogel in don gonaniiteii zAvoi besondcron Strahlon bo- 
ridiron, oi'zoiigon diojeiiigon "I'angontoii, dio don uiiGiidlicli ont- 
foriUen Puncton dcr llypcrbcl zAigolidron, dioso Tangonfcoii solbst 
bofinden sick in endlicher Enlfomingj vonnogc ihrer bosoiidcron 
Eigciischaft heissen sic Asymptoiou dor IlyporbciL 

J3io Schnitto dor iinior (o) ciiilialtoiion Ebcnen goheiron als 
Grcnzfallo liiorlior, nainlich die Ilyporbol rcdiicirl sick ckibei auf 
zAVci Gorado, auf zwoi Straklon dcr KogcHUichc. 

Dieses (Ij rr, III) siiid die droi Arl.on von Kogclsolmllton; fiir die 
synUioUscho BcLracktung ^Icrsclboii sind dio Umsiiiiido: ^dass dioEllipso 
k oiiicn, die Parabol oineu und dio Ilyporbol ZAvoi iiiiondlich oni- 
fornto Puncto, und dass nur die Parabol oino unondlioli ont- 
fornto Tangonio hat/* als ciiifacho uiiUrschoidondo Morkmalo 
wok] zii boriicksicktigon. 

Nack dcr obigen Ainnorkung (§ 83) folgl nun, dass, Avonn Eigonsekafton 
ii'gciul oinos Kogolsokniitos aus piojoeliviHchon flobilclon oidspringon, dio- 
Kolhcn alsdaiin aiick auf Giilspi’cchondo AVoise koi dor KogoKlIicko unci also 
ftuoJi boi jodom aiidorcu KcgelsclniitL slailhabou iniisson, ho dass, Avonn 
zi. B, oil! Kcgclsclinitt duicli prujooiivisoho Goblldo orzougt wordon kaiiii, 
claun auck dio Kogoldaclio uiul jodcr andoro KcgolsoliniU aus projccllvi- 
Hclion Gebilclon onispriiigcn muss, und aiudi uingcdcohrL Dahor kann man 
zLir Erforschung solckcr EigouKchafLon in violon Fnlloii sicJi mu‘ an don 
Jvrois, den bekanniesten und oinfaoliston KogelscliiiiLt (ausscr don onviilinion 
Cfroiizfiillon) liaUon, Avololior loielil zu bcliandein isi, wio z. B. in dcr fol- 
gGiidoii Botnicliiiing gcsclichon soli. 


Eizouguiig ilor Kflgolschui U Ci iinct d or Kog o li'hi oho durch pro- 
joclivisoho do hi I do, 

37. Aus (lor Elomonlargoojnctrie hokannio Eigeiisoliafion dos Kroises 
zoigon fasL unmiUelbar die Erzeugiuig dossoJbon durcli projeciivisoko Go- 
bildc, iiiiinlicli avio Ibigt: 

Worden aus irgond zavoi Ikinolon S3, 33, oinor Kroisliuie (Kig. 37) 
nucli alien ilbrigen Ikinclen ct, 1), C, . . ♦ dcM'Solhoii irlirnklen a, b, c, 

£ 1 .^, )>,, Cj, gozogen, so bildcii ‘dieso imicr siok gloicdio Winkol, dio 
paarwoisG iibor donsolbon Bogon stohon, niiinlich es ist Winkol 
(ab) = (a,b,), (at!)==(il^c,), (bo) = (l>,o,), 

Iblglioh sind dio dadurch onlHlohonden Stralilbusohcl S3, S3,, in Ansohung 
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flcr Slrahlciipiiai'o a uiul a,, b iind b, , c uiid c,, projocii vi.soli 

yloicli (§ 13, II). Dcnlvt aian sich clwa don I’lmct a bowcglioh uiul luKsi 
ihii dcm Puncte 35 niihor riickon, bis or ondlicli mil ihiii zusaminonlrifl't, 
wie e, so wird nolhwendigor IVoisc dor oino zugcliorigo SlraUl o don Kroi.s 
Ijoi'idiron; obon so winl fur don Punet b, dor mil 35, zusammonfiillt, cUm' 
eino zugeliorigo Slrahl d, don Krois boridircn, so dass also die don vor- 
oinigten Stralilen e,, d cnlsprecltendon Strahlen o, d, don Krois in 35, S3, 
beriilireuO- I3io Straldbiischcl 33, S3, bofindon sicli dcinuach in scliiofor 
liagc (§ 14) und zwar sind sio, wio man siolit, gloiohliogond"*') 
(§ 13, TJ). 

Sind anderoraoits A, A, (Fig. 38) irgond zwoi Tangonlon oinos Kroi.sos 
9)J, und sind q, r die ihnen parallolon Tangontcn dossolbon, von donoji win 
wochsolscilig in den Pnncton v, q, golroffon worden, so wird, wio loiclit zu 
.selion, die Gerado vq, duroli don MiUcIpuncl 5Jt dos Kroiso-s gcliillfLot, wo 
dass 9Jlv = 3I{q, ist, und os ist dor AKschnilt vb = bq, imd dor Wiiikol 
«/=(/,. Ist fcruor a oino bolicbigo andoro 'I’angonto, dio jono orstoron A, 
A, in denPunctcn a, ft, .scliuoidol, so bloibt, wonu man dioso mil domJliUol- 
pimctSB dos Kroiscs durch dio Goradon SRa, 50?a, vorbiudol, dor Winkol 
n5D?(l, von imvcriindorliclior Grosso, wio auoli die Taugonto a ihro l/!ig(! 
iindorn mag, iiiimlich or (odor soin Noboiiwinkol boi .solchon 'J'angonbm 
wio b) ist bestiindig z=o = nud au-ssordom sind dio Winkol p = j3 
und Y = 7 , dabor sind dio Drciccko n5l3Ia,, av3K, 5!)?q,0,, wogou dor Gloioli- 
Iieit ihrer Winkol, iihnlich, so dass man vormdgo dor zwoi lolzloron hat 
av: = 3Kq, : q,n,, 

odor 

nr.a.q, =9)Ii'.9)Iq, = 3Wv* = 3!Kq:, 

das licisst: das Reclitcok ni’.a,q, xmlcr don Alnstitudon dor Puncto o, a , 
in wclchcn irgond oino Tangcnlo a dio boideai foslon I’angonton A, A 
solincidol, von don iJurchsohnitlon v, q, dor parallolon Tungoiitoji r, q 
hut cine hostiindige Gro.sscf), niiinlich gicicia dom Quudralo iibor 9JJv (xior 
9Jfq,. Darans orkoimt man die projoctivischo Boziolumg dor Tangonton 

') Ihoscs stiuimt aucli dninit iiboroiii, (loss dio Winkol, woloho dio ont.sjaroclioudoa 
.Stiahlenpaai'o a nnd a„ h und l)„ ... an dou Puiicloii a, (i, . . . luilor aiuli liildoii, ulln 
gleieh sind, und zwai gloicli don Winkolii, wolclio dio Schno ct» mil iloii Tangonlon in 
ihicn Endinmctou bildot. 

'*■) Dicsoi Umslaud i.st wosontlicli, donii woim dio niiinliclion .Slialdbiistdiol sicli in 
schiefw Logo bofuidon nnd unglcicliliogond sind, so orzongon sio slaU dos Kreisos, 
wic ohoii, dio glokhsoiligo tlypoibol, wio man xn .soiiior Zeil solion wird. 

‘ ) Denn vormdgo dos Dioiccks a9«n, i.st p-|-Y-j-», = 21t, mul voriniigo dim Vicr- 
ecks atHifl, ist 2pq-2Y-|-«+«, =4R, folglidi ist 2«3 = Kq-«,, uml du so 

1st Ot ^ Cfjf ‘ 

t) Biianchm liat dioson Sntz fiir alio Kogolsclinilto bowiosou (Ahmoiie sm- les 
tlu second ordre, XXVIII. p. 27); spiitorliin (§40, 1) folgt dorsollio immUlolbar, 
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A, Aj, in Aiisohuiig der rimctepjuii’G rt luul a, ^ b imd b^ . . in wololicn 
sio YOU don iibrigcn I'angontou a, b, ... gCHcliiiitlen wci’don (§ 12, 1), so 
class also die lety^fcoron die Projectionsslrahlen siiicl, unci class iiisbosondero 
1 ', q, was sohoii dui’cli ihro Bezeioluning aiigcdoutot ist (§ 9, I), die Parallel- 
sirahlcn siiuL Lfissi man in dor Vorslollung dio TaiigGiilc a sicli so bo- 
wogcn, dass dor Puiict a sich dom Durclisclinittspnncto b dor fostcn Tan- 
gonLon A, Aj niihori, so wire! gleichzoitig seiii ontsprechoiulGr Pmict it, 
dem Beniliruiigspuncte b, dor Tangento A, niilicr riickcsii, unci zwar dor- 
gcstali, das.s, 'svonn sich a mit b voroinigt, claim auch a, mil b, ziisammen- 
fiillt. Ebonso folgt, dass der dem Poruhrungspiinclo t dor Tangento A 
ontsproclioudo Punct c, im gogciisciiigon Durc^lisolmilio dor Tangentcn 
A, A, liogf-). 

Alls tlcii beiiloii vofslolioiuloii Untcrsucliungcn I'olgcn also naclislo- 
hondo Siitzo: 

„lrgond zwei Tangonlcjn (A, „IrgC5nd zwei IHincte S3, SQ, 
A,) eiiios Kroises siiul in An- einos Kroiscs sind dio Mittol- 

soliuiig dor cnlsprocshcnclon puiiotc zwoior projcctivischon 

PuncLopaarc, in welchcn sio Strahlbiiscliol, doron ontspro- 

YOii don tibrigon Tangonien chendo Slrahlon sich in don 

goschnitton werdon, projooti- iibrigon Puncton dor Krois- 

visoli, iiiul zwar enisproclion linio sclineidcn, iind zwar out- 

don in ilirom Ourchsohnitlo spreclic^n don voroinigton Strah- 

voroinigton Piincicn b, ihro len d, o, die wochselscitigon 

wechsolsoi tigon Boriihnings- Tangoiiion d,, o in jenoii Puno- 

punoto b,, ton S3,d^ 

38. Wio bovoits obon bcnicrlcl wordon (§ 36, Endo), folgon luiii aus 
don oljon aurgosioliton Biltzon vom Kreise (§ 37) unmiiielbar onlsproohondo 
Kiitzo vom Kogol zweiion Grades unci (lesson iibrigon Sclmitton. Denn, 
wenn dio Tangonton tlos Kroisos 1C (Idg. 3(5) projcciivisoli sind, so siud 
aueh dio ilmon zugohdrigon obonen Strahlbuscjhol im Stralilbiisclicl S), 
doron Ebonoii don dom Kroiso zugohdrigon ICogol 3) boriilircn, unler sich 
projoctiviscii (§ 33), und wonn die iStrahlbuscliol im Kroisc prqjccLlviscli 
sind, so sind aucli dio ilmon ziigolidrigen Ebonoubiisclicl iin ICogol initor 
sich projoctiviscii, so dass also unmiiielbar nachstehondc Kiitzo folgon; 

r. „In irgend zwei Boriili- 1, „Jrgond zwoi Stralilen 

riingsoboiicn oincs Kogols zwoi- eiiior Kogolfliichc zwoitcii Gra- 
ton Grades bofindon sich zwoi des sind dio Axon zwoior pro- 

'*) Diosor llmstaiul liaiiii aucli ikiraiis bowicsen wovtlon, dass man, woiiii man sich 
dio Gorado tDll) donkt, danu vovmdgo dci rcclitwinkligon , oinandor almlichea Drciccko 
vSOib, vcaJMiat u.vb — vSOi.i^b und daib = qiCi, also auch x is. qiC, = viOJ. woraiis « 
man sioht, das.s c, e, dio obigo Tiodinguiig zwoior ontsprochondon Puncto oifulloiu 
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projectivischc oboiic Slrahl- jocli vischoii Ebononbiischci, 

l)usclicl, dei'cn ontsprccliciidc dcrcn cntsprochondo Ebonon- 

■Stralilonpaaro niimlich in den paaro sicli in den iibrigon 

iibrigen Boriihi’iingsobcncu lie- Strahleu schnoidon, iind ins- 

gon, nnd insbo.sondovc out- bosondcro onlsprochcn den in 

sprochon don im Durehschnitto dor Ei)eue jonor Slralilcn vor- 

jcncrEboneuvoi'oinigtonStrah- oinigton Ebenon (8, Sj) diojoni- 
loii (d, e,) diojonigen Strahlcii gen Ebcnen (S,,s), welcho don 

(d„ e), in wolchon dioselbon Kegel in donselbon bonihron.« 

den Kegel boriilirou.“ 

Und inngckohi't: 

II. „Jodo zwei .scliioflie- IT. „Jodo zwei .scliioflio- 

gendo projoctiviHclio obeno gondc projocti vischo Ebenon- 

Sti-ablbiischcl S3, 23,, die sioh biisolicl 2(, SI,, die sioh in doin- 

in dcm.solbon Slrahlbiisebcl © .solben Etrahl biiscliol © bofiii- 

befinden, orzoiigcn einen Ko- den, erzeugon oinoii Kegel 

gel zweiton GradCiS, dor ihro zwoiton Grades, dor (lurch ihre 

Ebenon boriihrt, d.h., die diircli Axon gohl, d. li., die Duroli- 

die ontsprocliondon Ktrahlcn- schniLtsIinion dor cntsprechon- 

paaro bestinunten Ebenon, den Ebononpaaro, nobsL don 

nebst den Ebenon dor Etrahl- Axon dor ElnMionbiiseliol, sind 

biihclio], sind die gosamniton die gosamniLon .Strahlon nines 

noriihrnngsobonon cines be- beslinuntoii Kegels zwoil,on 

sliminton Kegels zwcil.on Ora- Grades, und zwar wird or in 

des, und zwar boriilirt or die jenen Axon (SI, SI,) von donjn- 

Ebenon dor HlrahliMischol in nigon Ebcnen (8,,c) boriilirl, 

denjenigoii .Strajilcn(d„e), do- doron oiUsjh’o (ilionde in dor 

ren cnlspreclicndo (d, c,) im (lurch dioselbon boslinimton 

Durehschnitto dorselbon ver- Ebono voroinigl sin(l.“ 

oiliigt sin(l,“ 

Da nun zwoi projoctivisclic obeno .Slrahlbtlschol S3, S3,, die in ii-gond 
zwoi Berhlirungsebonon des KegoLs liogen, von oinor boIiebig(sn Ebojio E 
in zwoi piojectivisclien Genulen A, A, goschnitUm wordoii, und da zwoi 
im ICogol liegende projoctivischc Eboiionhiisclicl St, St, von jener l5bono H 
in zwoi projecUvisohon ebenon Strahibiiscludn 23, 23, gcsohnilXou wordon 
(§ :i3), so folgon also weitor, wio obon crwiilint wordon, fur alio Kogol- 
schnilto naclistohendo incrkwiirdigo iSiitzc: 

III. „J 0 (lo zwoi Tangonton HI „Jodo zwoi 1‘uncte S3, 

A, A oinesKogolschnitLos sind S3, cines Kogolsehnittos sind 
in Ansohung (lor Dunclcpaaro, die Jlittclpunclo ■ zwoicr pro- 
ui welchon sio von don iibrigon joclivischon ebenon Stralil- 
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Tangeiiton ge.sclinittoii wcrtloii, 
pro jocti vi«ch , iiiul out- 

spuecheii don in iliroin J)urch- 
schnitto vci'oinigUn Punotcii 
(b, ej ilire Avcclnsolseiiigon Bo- 
ruhning.spunctc (b^, 


biischeJ, dereii ontsprechondo 
Sir allien .sicli in don tibuigon 
Pun oil on doss el bon sclinoidoii, 
mid zwar eiit.sprochen don vcr- 
0 ill! glen S trail! on (d, oj die 
Tangenteii (dj, c) in don gegen- 
soitigoii Mittolpunclion 


Uiid umgekelirt: 


IV, „Jcdo zwei in ciner 
Rhone scluofliegonde projooli- 
visoho (iorado A, A, ovzougou 
oiuon Kegclsoliniit, dor sio bo- 
beruhi’L, d. In, siound alio iliro 
RrojootionHstrahlon sind dio 
gosammten Tangcnieii einos 
bos Li mm ten Kogolsohuittos, 
und zwar horiihrt (Ucsov die 
Geradon in donjonigon Puno- 
Lon cloron ontspreohciHlo 

(Cp b) in ihroin Dii rcluscihni tie 
VGi'cinigt sind.^‘ 


IV. jjJcdo zwoi in cinov 
Ebono schicflicgoiido projecii- 
visohe (obono) S Iraki biisohol 
10, S3, ovzougou oiiion Kogel- 
schuitt, dor durch iliro Miltcl- 
punclio golitj d. In, dioso und 
dio Ouvchsclnii tto dor onL- 
sprochoiideii Sirahlo npaaro 
sind (lie gosammioii l^incto 
oinos hofitimmten TCogelschiiit- 
tos, und zwar wird diosov in 
Jonon AlUtolpuiioLoii von den- 
jenigou Stralilon (o, d,) boriilirt, 
doron onttSiiroohondo (e,,d) vor- 
oiiiigL siiul,^^ 


Rs (larf kaiun orwahni, wovdon, class ziilbige dor obigon zweilon An- 
movkung (§ 34), boi pvojoclivisolum (tobildou auT dor [uigidllacho otiL- 
H[)r(5clien(lo Siilzc .sLattliiulcn, 

39. Die soobon aiilgostelUcn noiion Siitzo iibor den Kogol zwoilon 
OmdoH Lind desson ScliniUo (§ siinl fiir dio LIniorsueliung clioscr Ri- 
guron wicIitigcT als alio Inslior bokunuton »Sii(,ze iibor diosolbon, donn sio 
Hind dio eigontlichen wahroii KimdamcjiUalsatzo, woil sio Jiiimlich so uni- 
fassond sind, class last alio iibrigcjii liigonschafloji jouor Figuroii aiif dio 
Iciolitosto nnd Iclarslo AVciso nus ilmon folgon, und woil aiicli dio Moiliode, 
nacli dor sio daraiis liorgcleUiOt werdon, jodo biskerigo Bolraoliiiingswoiso 
an ICinfacldioit und BecjUGinUGiikoit fiborlrilVt. AViowolil icii mir vorboliallo, 
cIlo gciiianntcn Figiiron orst spatorkin aii.sliikrlioli zn uiitor.siiclioii, so kaim 
ick dooli nickt uinliin, hicr suJioii oinigo dor naebsten Rolgorungcn aus 
jonor l[aupt(j[iiollo zu ziohou, dio ziir BosUitigiing dor (jbeii uusgosproclionon 
llokaiiptuiig als oino kloino Ik'olio dionoii jndgoii. 

Was niiinlicli don woiteren Fortgang dor gogonwnrtigon lloiracldiing 
botrifl't, so soli nun zuniiolmt nock auf (dingo bosoncloro Unistiiiido uiul 
Gronziallo dor erwaliiiton Siilzo aufinorksuin gomaolit worcloii; und sodanii 
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sollen etnige woscntliclio Eigeiiscliuftcn der Ifeg(»ls(^l)iiitte (sowio don lu^g^ds), 
(lie zum Bcluifo «|jiUGror UiitGi'siiclumgon iiber proJoctivi^scJii^ (lobildn iHgiumIj 
aiicli oinigG J^oiismon aiis densclboii in Idirzon And(uUungGii rnl- 
wirkclt werdcn. Nacligolionds soil zimi oigontlichen lUuiptgogGii.slando zii> 
riickgcKelir^ mid vavuv die Erzcugnisso projooiivisolioi' (i(‘bil<l<^ dio ini 
Raiimo bcliebig liegeii, niitcrsuclil: wcrden. 


H e s 0 11 (1 0 I 0 F it I 1 

40. Bei don obigon Saizon (§ 3H, 11 iiud IV) isL >divnrdors(, ikkjIi 
anziigebon, wclclie vonschiodonc (iosklloii dio crziuigimi l*4giiron luthiMi 
koniioii; worun zu crkcmnon, zu wclclier Klasso (§ 3()) dor diin^h zwoi 
projooiivischG (jcliildo crzouglo Kegel sclm ill golioro, mid oh dundi iliosidfion 
zwoi Gobilde, jo naolidoni sio aiidors liogen, oin Kogid.sdhiiill aiidoror Arl 
erzoiigl werde? Fiir eiuigo Kallo folgl dio Autworl aiir die, so k’nigoii uii- 
inittelbar aus vorangegangonon Biitzcii, lur dio iibrigoii wini sio s|)iih*r 
Iblgcii. Fo]gciule*s b’lsst sich niimlich in Boziohung aiiT tlioso kVugiMi itii^ 
in it lei bar angeben. 

L J)a zwei projoclivisoli ahnliclie Oorado A, A^ oiiUMi unoiidlioli (ml- 
fernten Projoclionsstrald haboiij iind iimgolcobrl diosolixm iilitilii^li siiui, 
wojiii ilire iincndlich cnlforntcii Punclo siob eiitsproolion, odt^r woiin sio 
einoii iinondlicli cntfoniton IVojootionsHlralil liaben (§ 13, I), mid da vmi 
den KegolscliniLten nur dio I\arabcl cino imondlicli oiiilbi'Jilo 4bingoiHo Iml 
(§ 30, II), so folgt also (§ 38, IV); 

„IJass zwoi in cinor Ebeno soliicfliogendc ]irojooU visoli alui- 
liclio Geradc A, A, oine Parabol orzcngcn.“ ITnd unigokidirl: 

„I)ass je zwoi Tangouton oiiior Parabol von alien iiiirigon 
Taiigonten dorselbcn projociivisoli iilinlicli gGsoliuiLlon W(U’don.“ 

l)er letztorc Satz ist, mil aiidoron Worlen ausgosi>i'Oolioii, allgoinolii 
bokaiint, ])a bci zwei projocliviscli ahnlichon Gonulon koine Pantlbd- 
stralilen slattflndcii (§13,1), so folgt forner; „])ass you don niolil nii- 
ondlich cntfcrntGii Tangoiilen eiuor Parabol koine zwoi |)arall<il 
sc in koiincu/^ (Dio micndlicli ontfernto Tangonto kaim aln mil Jodor 
aiidoren parallel angoselien wordeii.) 

Zwei boliebigo projectivischo Goradoii A, A^, dies niebt Klinlioli 
sind, koimeii also nio cine Parabol orzciigon, wolil alior Iconnen dio niiin- 
liclion zwei Gcratlon sowobl Ellipscn als IJyporlioln oi’zougon, jo mudi- 
dem dio in ibrem Durclischnitlo voroiniglon PiinoLo (b, c,) heseliullbn 
siiul, welclicr Uinslaiid spiiler in Erwiigung gozogou wordon soil, Dm* 
Winkel, den die Gcraden miter sioh bildon, liai dcninacli iiuf die Art dos 
Kcgelsclmitlos koinen Einflnss, sondom nur aiif dcsson Ixmondero Goslall, 
^0 z. B. giobt es oin System von Pimotopaaron, die so boscliallbn sind,' 
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(lass, wonn oins flersolbon iin Durclisclniitle dor Cromtlen voroinif^t ist, als- 
(laiiii (lio lotzlorcn iiiilor ciuom liesLiinintcn AVinkol amon Kreis crzoiigon. 
AYcuden insbcsondonj die Durchscliiiitle v, 1 ]^ der ]\aralIelstrabloii, (LI), 
die Ibinele, doron cnlsprochcndc C\ uncndlich oiitronil sind, im JJurcli- 
schiiitto der (roraden voroinigt, so ist doi* Kogolsclmitt olfeiihar oiue Jly- 
l^jeidjcl iind die Uoriidcn siiid die Asymptotoii dorsolljcii (§ rH>, III und §38, 
IV); da])cr folgeii uiunittelbar die botaiuitcn EigcDsoliaftcn der llyporbol: 
„]}ass das Reehieck iinLcr den Abschnitioii Vft, , oder vO, 
wolehe eino boliebige Tangeiitc a, odor b, ... von den 
Asyniplotoii (A, A^) al)SGlinoidGL, oino bcstiiiulige Grosso liaL 
(§ J2);“ „dass daliev aiich (tor Iiilialt des Droiccks vna,, welches 
die 'rangeiilc mil den Asyinpiotcn oinscbiiossl, censiaiii isi/^ imd 
andore Kigonscliafton inebr, die spider vollsiiindig aidgoziiblt -wordon sollea, 

JJa die Geradeii A, A^ iin gegenwiirllgon Fallo (wo sie iiieliL iihnbcli 
sind) l^amllolsiralilon r, (| babcii, so folgl also: 

„I)aH« sowolil b(M der Ellipse als bei der llyperbol dio 1'an- 
genlen paarwcis(i ]>arallol siiuR^^). 

lliorbei folgl aucli niimitlelbar der obon (§37) in dor Note orwiilinlo 
Saiz von Brhmchoiiy in Ho/aig auf die Durcliscbnitto v, q, dev J^arallcl- 
slrahlon, wio loichL vax sebon. 

]5eobaclUol> man dio Geraden A, A,, wiibi'cad sio ullinalig aiis dev 
scliioibn ill dio porspecLivischo Lage iibergolioii , so sioht man, dass dcM’ 
KegelsebiiiU ziileL/d in diejonigo Gorado (co,) liborgeliL, wololic don (nit- 
siobondon Projoctionspinict S3 mil dem Durchsoliiultc (ec^) dor Goradon 
vcrbindcl, und zwar geht dio Elli])so in das clurcli dio Rnnolo ((icj, 35 
bogronzLo Stuck, dio llyporbol in dio boiden ilbrigcn (imondlichon) Slilcko, 
inul (lie Parabol, bci wclclior dor Projooiioiispiiimt 33 sicli his IJiioiidlicluj 
oiitfornL (§ 13, [), in die oino Tliilllo (lor durcli don Vuncl (ce^) gcthoilteii 
Ooratbui (ooj iibov. 

jr. So wio boi zwoi projcclivisclioti obonen Stralilbuscliolii 33, SSj, dio 
in oinor Ebone concoiiliisch liegon, ontwedor zwei, odor iiiir oin, odor 
gar koiii Vaar ontsprociioiidc Straldcii sich voroiiiigcn (§ L6, tl), gloiclior- 
massen werdon, woim dio Stvaldbiiscliol beliobig liogon, ontwedor zwoi, 
odor iiur oin, odor gar Icoiii Raar ontsproebondo Slrahlon paraRol sein; 
ilonn liissl man, von joner Jjago aiusgehond, don oinon Stralilbiischol sicli 
so bowogon, (lass sicli jcclor SirabI sicli solbst parallel b( 5 Wogt, so hat man 
(lie lotztorc Lago, und dio zuvor voroiniglen cntsprccliciicicn Siraliloiipaaro 
wordon sodann parallel soin. Sind abor zwoi eiilsprocbcndo Sirabloii 
pavallol, so zoigl dies an, dass dor orzoiiglo Kcgolsclmiti cincn unondlicli 


’'0 Dioso Kigonsebaft folgi aucli loiclit axis doi obigoii Boti a clitiing cle.s Kegels (§3())5 
wio man iiii zwoi ton Abscliniito solion winl. 
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entfei’ntcn Piinci liabo, iiach welchem sig gcriclitoi fiind, daiior kbiuion cHo- 
selbon zwei Stralilbiiscliel im AllgomeiiiGn Kogolschidttu von alien drei 
Aiden erzougoii, jo naclidom sio gegon eiiiander gGriclitoi hind (§ 36 und 
§ 16, II), und zwar, wie foIgL: 

a) „Z\vei gloichliogende projectivifiohe cbouo Stralill)iKsc]icl 
33, S3j konnon Ellipsoii, Parabola, odor Ilyperboln orzoiigcn, jo 
aachdem sio gogcii oinaiidor gorichtot sind, namlioh iniiorhaJb 
eino.s bostimmten Spiolraiimcs erzeiigcn sic nur Ellipscn, an 
don bcidon Qrenzon dosselbcn, also in zwoi bestiinmlon liicii- 
tuiigen, wo die Strahlon g, g,, odor h, h, parallel sind (§ JO, JI), 
crzftugon sio Parabola, mid j on s cits dioser flronzon orzougen 
sio mil' Hyporbolii/^ Und 

b) ,,Sind die Siralilbiischcl iiiigloicliliogond, so orzougon sio 
tuir nyperbo]n.“ 

l)a, im Fallc die Slralilbiisohcl oino Ilypcrbol orzougon, dio zwoi Pnar 
parallcler oiitsprooliondor Siralilon notliwondigor Woiso don Asymptoion pn^ 
rail cl soil! iniissoii, well sio mil, dio son nach dons cl bon uiiondlicli ontferntou 
J^iijctoa gonclilct sind, mid da die Ilyporbol glciohsoiLig lioissi,, woim 
die Asymptoton zii olnandcr I'ochlwinklig sind, so IblgL also: „I)ass diij 
Slrahlbusclicl in boidon vorstohondon Fallon (a, b) oino gloicli- 
seitigo Ilyporbol erzougen, woiin man sio so gogon oinamlor 
riolitct, dass dio Sohonkel (s inul Sj, t und I-,) dor oiUspreoliciuloi) 
roolitcn Wiiilvol (§1), If) iiarallol sindd^ , 

8iml insbosondoro dio SI.raldbuscliol 33, S3, gloioh, so orzougon m 
iin b'allo (a) oiiion TvrGis(§ 37) imd ini l'\aIlo (b) oino gloIchsoiLigo Ilyporbol 
liUSht mail dio boliobigon iSiralilbiischol S3, 33, alliniilig in porspoiv 
Uvisclm lii^go iiborgelicMi, uiimlioli dadiiroli, dass zwoi parallolo onLsprooiuiiulo 
Sirahleii an! cinandor lallon, welolios also nur von dor bypoidiolisolion und 
parabolischen bago aus gosoliolion Icann, so sioliL man, dass dor ICogoIsolniiLl 
ziilotzt in zwoi bosiimniio Gerado iiborgidit, wovou dio oino dor onlslolieiulo 
jinrspoelivischc DiirchscliniU A, und dio andcro dor gonioiiisoliaftlioho (diiroli 
boiclo Mitiolpunclo S3, 33, goliondo) Rirald 3333, isl. Hoi doi* pambolisclieii 
i^ago wordon dieso zwoi Goradon parallol 

l/iisst man dio Hl-raldluischol 33, S3, in conoonirisclio lago (iborgolioii, 
so gohi dio Ilyporbol in zwoi und dio Parabol in olnc Gerado iiber, 
nitmlieli in diejenigon Goradon, in wololion onLsprceliondo SLrahloii zii- 
saminon fallen, dagogon ziold sioli dio Ellipse in don gomoinsclnillliolioii 
MiUelpinici (S3 S3,) dor Btralilbusohol zusammon. 

Til. Hoim Kegel im Allgomoinon finden koine so wosontlich vor- 
scliiodonc Klasson statL, wio boi soinon GelniiGon (§ 36), wold abor bei 
oinem besondoron Eallo dosselbcn, er kann iiilinlich, wio folgi, in Grmiz- 
Jallc iilitM'golien und hesondoro Gostali erlialten. 



10 


del’ Kei>elsdiiiiUe iiud ilei Ko^ellludioii^ liosoiuleio Fiillc. 




Dor voi) zwci prqjcotiYischcn Eboncn])usclichi 5(, odor oboncii 
Strahllnisdiolii S3, SS^ erzciigtc Kcgol (§ 3<S, II) iiiidcrt notliwciuligGr 
soiuo Gcsialt, jc nachdoin die Gebiklo so odor audcrs gcgon cinEimler go- 
vicliiGi sind, or baiin runcler odor plainer wcrdoii, und wcnii ijis))osniKlero 
dio Gobildc in pcrspectivisclic Lago koinmeii, so gold dor Ivogcl in fob 
goiid(5 Grcnzfallo xd)er: bei dcii EbeiiGnbiuscholn §(, 51, in z’svoi E])Gnoii, 
wovon dio oinc dor porspectivisdio DurdisdiniU 33 (§31) dcrsclbcn iiiul 
dio andero dio diirdi beido Axeii 31, S(, gelieiulo Ebeno (eej) ist (in wcl- 
dioi' lolzloron zwci ont.sprcchcnde Elomciito e, e, voroiiiigt siiid), und boi 
don Stralill)iisdioln 25, 23, in diojenigo Ebono, wddio durdi die Ib’ujoc- 
lioiiHaxo A dcrsclboii iukI diiroh dio DiirdisdiiiittHlinio (eo,) der Ebcjion 
33 , 33, gdit. 

Liissl man dio niimliobon zwoi Ebononbiischcl SI, 3(, ilirc Lago all- 
malig so undoni, bis ibro Axeii 8(, 51, parallel sind, so iniisscii iiotb- 
wendiger AVoiso allc Strablon dos Kcgols mil densclben parallel 
WGi'don, so dass sidi soin ^litlolpunci S) ins UnciKlliobo cntfeniL In 
dicsem bosoiuloron Eallo lioisst die erzeugio Figur iiidit mobr Kcgol, son- 
dorn „Cy]iiulGr*‘, iind zwar (Cylinder zwoitou Grades, Boi diosor 
bosondoren Ijago dor Eboiioiibiischcl SI, S(, kbniion, cbonso wie boi zwoi 
projodivisdion obonen Sirahlbiisdmln 33, 23, in oiiicr Eboiie (JI), onhvodor 
zwoi odor nnr oin odor gar koin I^aar cntsprcoliondo Ebonon pai’allol 
soin (§3J, III), mid dabor kann dio Cyliuderllaclio oiihvodor zwoi odor 
nur oiiion odor gar koin on unendlioh ontforuion Slrabl habeii, wodurch 
sicli (Iroi TClasson von Oylindern von oiniindor unterseboidon, die nach dor 
Hoihe hyporboHsebo, parabolisebo und olliptisohe Cylinder lieisscn, 
Dio l^odingungcn, untcr welohon dio Ebcnenbuscliol don oinen Oder don 
aiideron diosor droi Cylinder orzeugen, sind dcii obigon, untcr wolclieii dio 
oboiion SLralilbiischoI S3, 33, don oiuen odor andoren dor droi Kegclsclinilto 
orzougcn (IT), ganz iilnilicb, Dios gilt ancli von dom bosondoren Eallo, 
woiiu die Eliononbiisohol 81, 5(, glcich sind, in wolclioin Fallo sio iiam- 
licli ontwodcr don sogonannlon goradon, odor dcii gleicbseUIg Jiypor* 
bolisclien Cylinder orzongeii, 

AVird dor Cylindor von irgoiicl oinor Ebono E gosclinitten, so wordeii 
dio ilni orzoiigondon Eboiicnbiisclicl 51, 51, in zwei cbcnoii Strablbiisclioln 
S3, S3, goscliniUcn, dio sick iioiliwendigcr AVoiso in IIinsiohL parallolor 
onlsprocliondor Stralileu in gloicliom Fallc bclindon, als dio Elioncnbii solid 
51, 5C, in Ilinsidii parallolor ontsprochendor Ebcncii (woil parallolo Ebcjion 
von jodor andoron Ebeno in parallolon Goraden goschniUon wordon), dalior 
kaim dio Ebono E don orsten (;ylindor nur in oinor llyperbol, don zweiton 
luir in oinor l^arabol mid. den driLLon nnr in oincr Ellipse schiieidcii 
(II). AVird dio schnoidoiulc Ebono E don Stralileu dor Cylindorlliiclio odor 
don Axon S(, 5(, ])aralle], so gobt dor Schnitfc in zwei solcho Strablon 

Stoinor'« Worke, I 22 
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E)'zeuguisf,c piojeclivisclioi CtpIuIiIc. 


•11. 


liber, dalioi’ folgt: „dass z^Yci parallele (rorado aLs (Ironzrall su- 
wohl YOU der Ilyporbel, als auch von der J^irabci, odor von 
dev Ellipse aiizusohen .sind.“ 

Ancloi’crsoits kaiin dor Cjlinclcr inir durcb solcdio bosoiidcu’o elxna' 
Stralilbiischel S3, S5i orzoiigt werden, die aiis panillolen Sirablni l)osiolieiK 
Es fnulet bei ilineii Aeliidichcs stati, wic oben boi don Cioradoii A, (I). 

Dev von zwei projectivisclicn Ebcnonbiisebclii 5(, §(,, odoi* von zwoi 
projoctivisclicn obenon Stvahlbusclieln S3, S3, (<lcm) SU’ablot^ [)iirall(d siiid) 
crzougto Cylinder geht, woim die (iobildo in povspecUvischo l^ago golaugon, 
ini ersteii Ealle in z-woi imd im undcren Fulle in oino Plbotus ul)(‘r, anl^ 
dioselbe Weise wie oben dor ICegol, 


Riiiige Eigoiisch afton dor Koft'olsclnnll o. 


41, Wie bereits oben evwahiit (§ 39), sollcn luin oiiiige bcniuo'kiMis- 
Avorthe Siilzc ubev die KcgelschiiiUo aiis don obigcni Kiindainonialsal.zini 
(§ 38, III, IV) in godriingter Kiivzo entwickoli wordoiu 

L Da die projoetivischo Deziohung z^Yoior Ooradon A, A, b(»stininil. 
ist, sobald irgend dvei Paar ontsprocliondo Punolo odor ivgc'ud dnd pj*o- 
jeolioiissfcrahlcn a, b, c gcgeboii siiid, imd da oljonso dio pvojoelivisrlie 
Bczioluing z^veior fitvahlbiischol 33, S3, duroli dvoi onLsproelu'iulo Sirnhb'n. 
paavo a xuid a,, b und b,, o uml Cj, odor durcb doron Dundiscluiilin Ot 
b, c, besiiinnit isl (§ 10, p), so lolgon uinnililolbar naclisl.olKnulo Satzo 
(§‘5B, [V): 


„ Dll veil irgoiul funf Tan- 
gciUcii (A, A,, a, b, c) ist cin 
ICcgelsclinitt licstimnit, d, li. 
fiiuf boliobige Ocradc in oinor 
Ebone kdnnen allcmal voii 
einein, abor nur von oincin 
cinzigen Kcgclschnill boruliri 
werdcu/^ 


„l)uroli irgond riinr Puncl.o 
(B, 58, , a, D, c) ill oinor hllioiio 
isl, oin Koji^ol.soliiiiM, l)(‘.s(,iiii ini., 
(I. Ii. fiinf boliobigo Piinol,(! in 
oinor lOboiio liofi-on iillonuil in 
ciuoiti, abor nur in oinoiii oiii- 
'/-ipfon KogolHcliniU.*' 


T)ieso Siilzo flndon iminor sUiU, die gogobonon fiinr Rioinonlo iniigon 
cine gegciisGitige Lagc liabon, ivolclic man will, wonii niinilioli aiudi dio 
Crrcnzfiillo, in wolcho dor Kcgol.scimiU iiborgolion kanii (§40, I, II), <ro- 
statlot worden; nur in dom oimiigeii Rallo, wo von don /'iinr gi'gobonon 
Govadeu sich vier in oinoin runctc schnoidon, odor von don J'iinl' gogoboiion 
1 uncten vior in oinor Gcradou Hegon, ist dor KogoLsohnitl, niohl, volllmminoii 
bostimint. Wio boi jodom vorgolegton Ifallo dio Gostalt odor Ar(, dos 
Kegcisolmittos leiclit m orforachen isl, wird spiltor gozoigl. 

'I’lingonlon odoi' 

irgond funf I uncle oincs Kogolsclniillos gogolion sind, alsdann boliobigo 
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"Rinij^o Eii^oiisehaf to 11 doi Kci^olscliuitto. 


;^30 


riiidoro Taiigonton odor holicbif^o aiuloro Vimclo dossolbon aiittolst dos 
Liiieiils allcin zu (iiKlcu suk1« 

ITl. Naoh § IS folgt: 

L „ class diirch irg end oiiieii 1. ,jdass irgend oiiic Gc- 

Puiict hi dcr Ebcne ciiiosKegol- rado in dor liboiic cinos Kcgol- 

soJiniitcs im Allgomoiiiicn iiiid sehniUes den letzlorcn im All- 

liuclisLens nur zwoi Taiigenicii genioiiiGn und hoclistous iiur 

des letztoroii gelioii. JShiiiilich in zwoi Puiioleii scliiieidct. 

Gs gehen zwci oder nur eiiic jMamlicli die geiuiniite Gerado 

odor gar kciiie Tangcnte diirch kanii don KcgoUscJniiLt onL- 

4lcn geiiannten Ihinci, jc nacli- wodor in zwei IhiiicLen schiioi- 

clem dcrscn)G aiisserlialb, odor don odor nur in cincm Piiiict 

in odor innerliaJb des Kegel- (-reffoiij d, li, iliii bovii!u‘on, 

scliniUos liogL“ otlorhiin gar nioht bogcgiion.‘* 

Diosc liigoasoliafi dor Kegel sclinilto bewirkt, dass diesolbon ,,Jjinicii 
dor zwoiton IClassG^' und jJ/nuGJi dor z^YGiUn Ord uung“ goimnni 
werden. Diosolbcn Eigcnscliafien lasson sich aiieli, nultelsl, ties Kogols 
(§ 36)^ vom Kreise horluiicii. 

Es folgt forncr (§ 18): 

2. „da,ss und wio in an, wonn 2, dass und wio man, wenn 

funf Taiigontcn oinos Kegel- fiinf Puiieto oinuH Kogolsolinit- 

selinittcH gogebon sind, olinc tes gogobon sincl, olme dass or 

dass or solbst gozeifllinci vor- solbsL gozeichiiet vorliogl, die 

liogt, die diircli irgond oinon in irgond oinor Cloradon lie- 

Ihinet goliendon Tangenien gondon Vunoto doHSolboii bloss 

dessolbeu bloss durch Jliilfo diircli lUilfo dos liinoals findon 

dos hiiioals ziohon Iconno, so- kdiine, sobald in dovsolben 

bald in dorsolbon Ebone ir- Eboiio irgond oin Krois (odor 

gcud oin Krois (odor sonstigor sonsUgor Kegelseliiiih) go- 

Kogolschni It) gogobon isl/^ goboii ist/^ , ♦ 

42. I. J)a dureli fiinf Elomontc oin Kogolscliniti bosiimmt ist (§ 41, 
I), so iniisson zwischeu sechs Elcmouton dcssolbon jioGiwoiidigor Weiso 
bcstimintc llozioliungoii staUlinden; dieso Jlozichniigou siiid zum Tlioil in 
§24, 1 Giitlialton und lasson sink iiior, 'vvio folgt, libortragoii (§38, IV): 

1. „Bci jodem cinom Kogcl- 1, „Boi jodom oinoin Ko- 

schnitto umschriolioncn Socks- golschnUlo oingosoliriobonon 

seit (d. li. dossen So i ton Tan- Soclisook (d, h. desson Hokon 

gcuieii dos Kogolsclinittos im KogoLscliiiitto liogon) liogen 

sind) Ireffon die drei Haiipt- die drei Diirchsclinilispuiicto 

Gertjonm nonnt oino Ciirvo, an walcho von irgond oinoin Pnneto aus liiichstoiis 
11 Tang on ton gohen, eino Curve dor Klasso. 


22 ** 
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Ki /.oiiftnisM) piojccUvisclioj Oobildo. 




(liagonalcn, welcho namlicli dcr cinandor gogonuhcrsio- 

die gcgonuborstolionden Eclccn hciuion Scitonpaare allemal 

vorhiadea, in Irgoiid oiaom in irgond t»inor Ooradon/^ 
Piincto zinsaminon/^ 

Und inngolcolirt: 

2 , ,,Treffen die drei Hanpt- 2. jjliiogon die droi Dnrcli- 
diugonalca oiao« 8ocIis,‘4cit« .scliuilxU dor gcgonuborsl,clioii> 

in irgond eiiiein l^unctc zu- don Soitenpaaro oinos Soclis- 

saaimcn, so wordea seine Soi- ocks in irgond oiner Oera{!on^ 

ton von irgond oinom bcstiaim- so liogon soiiio Eckon in irgond 

tea Kcgolsclinitlo boriihrt" oinom Kogclschnitte.“ 

Don Salz rcclits (1) hat Pascal ') iind don links Brmnehon zuorsi 
bokanni geaiaclit. Pascal niianto das botrefTeado Scchsock ^yllLwagraminuni 
Qnysiicim,^^ In oiacr Abhaudlung, die vcrloroji gcgangoii isl, soli or einc* 
vollstiindige Dohaadhing dor Kcgclschnitto aiif scincu Satz gogriindot Juiboin 
Spiiter ^vnrdG dor Prtsr;«/scho Satz vorjiolnnlicli von Afac-Laivrin^ Roberf 
Simson und Carnot bowicson, und fiueh Schwab thoilt donsolbon, ini An^ 
hango zu Enklidcs Datuy insbesojiclore vom Kreiso mil. Soit lirUmchon 
seiiion Satz ontdockt hat, orkaiintc man bosondors die Wichtigkoit dor 
boidon Siitzo fiir die Botrachtimg dor Kcgclsohiiitto, und doshalb warden 
sio in iionorcr ZoiL so haiifig and verschiedonartig bowio.son, wio nnr soltoii 
goonietrischoa Siitzon glciclio Aiifmerksamkoit zu Tlicil ward. Namontlioh 
ImbeusiclHlamit (licfranzosischonMathoiaatikcr Gergonnoy Poncolety Cliaslesy 
Sturm y Bohillier n. a. m., dcr belgische Dandelm und die doiitscdion 
Moebius and Plikkev boschaftigt. Dio gogouwartigo Abloitung dor Siitzo 
bcloucliiot sio von eiuor ncucji Soito, sio zeigt, class diosolbon jucht die 
oigentliohe Gruncllago fiir die Untorsucluiag dor Kogelschiutto siad, sondorn 
(lass sie violmchr, mit vielon andcroii Eigoiisohafton zugloioh, aiis oiner 
innfasseadcrcn Qiiolle, niiinlich aus dor Bezioluihg projoctivisclior frobikle, 
schr loiclit und klar horvoi'gohcn. Eine wosontlioho VorvolLstmuligung dor 
beidon Siitzo Jiabcich znorst bokannfc gomacht im XViTL Baudo dor Amiales 
(le Mathmatiques^^^y^ dicsolbo soil auch hier woitor union (ini Anhaiigc) 
wiedorum zuin BowGise vorgolegt werdeii. 

Dio fruhoroii Safczo (§ 23, III) siud ala Grcnzfiillo dor vor.stohoiidon 
anziischcn, wio man Icicht bomorkon wird (§ 40), 

Die oben stehoiidoii Siilzo (1, 2) konnoii aacli auf cino andoro Art 
aufgefasst und aiisgo.sproohon wordon, and zwar so, dass statt dos jodoa- 
maligon Scchsccks zwei Droiockc botraclitoi wordon, wolcJio durcli dic- 

'*) In soinom £ssat sur Iss Coniques, 

Im XUI. Iloft dcs Journal do I'Ecole PolyiccimuiitB^ 

Cf, S. 221 cliosDi' Aiisgabo. 
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selbeii HGciis Elemonlo bestimmt siud, uiimlicli ytati do.s uiiischvieboiion 
Siiolisock.s diojonigen zwei Dreiockc, wovon das eiiio dlo er.sie^ dritte iiml 
finiRcj iind das andoio {|io zwoiio, vkrto und sochsto Ecko dcs Seoliscoks 
zu kjokon hat, und stall dos oiiigcscdu’iebGUOii Soch seeks dicjoiiigon '/woi 
Droiocko, voii den on das cino die Grst(5, drill e iind fimric. und das and ore 


die zwoito, vicrlo und soehsle Seilo 
11 ins in hi 1 an ion die SiilzOj ^vic folgt; 

3. ,,Trcfren dio droi Oora- 
(1(511, wclchc dio Jickcii zwoior 
in oilier Ebono liogondcn Droi- 
Gcko, in irg(5nd oinor Ordming 
paarwoiso gonoin men, verbin- 
doll, in irgoiid oinoin pLuicto 
zusammen, so w(5rdoii dio 
ii brig on sochs (loradon, wclclio 
die Eckon dos cl non D re locks 
mil donon dcs anclcrcn ver- 
bindon, allcina] von irgend 
oiiiom Kogolsclinillo l)orulu't/‘ 
Und auch lungekohrU 


dcssolbeii zu Soiton hat. la dieser 

3. „lii(^gon die droi Pune to. 
In Avolchoii die 8oiion z wo lor 
in oilier Ebono liogondon Droi- 
scilo, in irgeiid oinor Ordiuing 
paarwoisc gciiommon, slcli 
scluiGidon, in irgend einor 
Cloraden, so llogon die ilhrigon 
sochs J^unolc, in wolcdi(5n die 
Soilon (los chioH Droisoils die 
dos andoi'cni scluioidon, aUcinal 
ill irgend otnomKogolschnilLo/^ 
Und auch umgckohri. 


IK A^ormogo dor SchUissbomorlaiiigon in don Siitzon (§38, TV) jblgi, 
dass, wio boi dor oingoii Aufgabo (§ 24, JJI, b, [}) boi zwoi scbieriiegoiKlcn 
projoctivischen Oobildon (A, A, odor 93, 93,) dio don voroiniglou Eleinonioii 
(b, C| odor (1, 0 ,) ontsprcchondoii Eloiiioiilo (b,, c odor d,, e) gofundon 
wordon, diircli dassolbo Vorfalii'on aiichl 


„wenn fiinf boliobige Tan- 
gonlon einos Kcgolsclniittos 
gegobon sind, dio Boriihrungs- 
ininclc dorsolbcn nur mil Iliilfo 
dos Linoals gofundon wordon 
k 01111011.“ 


„woiui fiinf hoUobigc Puncte 
einos Kegelsclmilios gegobon 
sind, dio TangonUn in den- 
solbcn auT mil lliilfc dos Ki- 
noals gofundon wordon kdn- 
noin“ 


Es sind darin zugloich dio nachslohondoii bclcannlon Slitzo enlhalloii: 


„Boi jodoin oiiiom ICogol- 
sclinitlo innschriobunon Eiiiif- 
ock treffon die Oiagonalcn, 
wolclio irgoiid zwoi Eckon- 
paaro vorbindon, und dio Go- 
rado, wolcho die jodosmaligo 
filnfio Ecko mil doni Roriih- 
riuigspuncto dor gogoiiiibor- 
slohondon Soito verb iiulot, 


„]ioi jo deal oil! Gin ICogol- 
schni Uo oingoscliriobenon 
Eiinfecko liogeii dio Diircli- 
schiuitspiinoto irgoiid zwoler 
Soitonpaaro and dor Durch- 
schni tispiiiicl, wolchoii dio jo- 
dosnialigc funflc Soito mil 
dor Tangcnlo in dor gogon- 
iibers lehoadon Ecko bildol, 



1-^2 Kj zLHiy ulhho i)iojocliYif.choi (fol)il<l«. 1 ^'* 

oinander in irgcnd eiiiGin allomal in irg’oud oi tinr Uora^ 
riincte.“ (lojid 

TIT. Dio Siitzo in §24, 11 lassen sioli hior, iniL findorcni 
wie folgi, Aviedorliolen (§ 38, IV): 


1. ,,13ei alien oinoin Kogcl- 
schnitte umschviebonen Vior- 
soiteii, bci wolchoii ein Paar 
gcgeuuberstelicndc Soifcon in 
irgcnd zwoi fcstcn Tang on ton 
dcssclbcii sicli bofindcn, liogL 
dor Durclisclinittspunct dor 
Gcradeu, welcho durch dio 
gogonubcrstchondon Ecken go- 
hen (Diagonalcn), in oiiior uad 
dcryclbGii bostiinmton Gora- 
deii, die namlich durch dio 
Deruhrungspuncle jcucr zwoi 
fobton Tangenton goht/^ 


1, „Dol aJl(‘ii oiiHuu l{og(d- 
Hclini Uo oingOHohriobniion Vio r- 
(jokon, l)('i wohdioii da.s oino 
Paar gogoniil)or.H tnhonf! i\ ICuluui 
in irgoiul zwoi Dnsl.oii iMninfnji 
dossolbon sioli bofiinhin, golil 
dio Goi‘a<lo, W(Gobo dia Durtsh- 
scIinittspunoUj dor g(»/[*'onul)or- 
Htolioiuloii S<u ton viwUi iid(»| , 
(lurch oinon iind donHisl bon bo- 
stnainton PuikjL, dtn' hujnl((!|i 
in (l<ui '/II jonon fostoii IMimcIjmi 
golKM’igoii Tangenton lr(^gt (ihr 
l)urohs(jlitH tiMspiiiKJt ihL)/* 


Diese allgomoin bokannton Kiitzo wordon kiir/or, wio iblgt, mirfgo 
sproclieii: 


2. „Boi jodem oiiicm Kogol- 
schiiitto umKchricbono]) Vtor- 
»seii go hen dio beiden Diago- 
iialen und dio Gorado, wclcho 
(lie Beriihruag.spuncic zwoior 
gogGniiborstehcndor Sci ton 
Ycrbindet, durch oinon unci 
denselhen Punct.“ 


2. „M(U jodoin oiiioni Kogol- 
scshni tto oiiig('S(di riobono u Vior- 
oeko liogon din DiuMdisohnillH- 
pu ti c to (1 0 r g 0 gcuiii b o r h I o li o n - 
cloji MoiLon und dcjr Dnrcli- 
s chili tt (lor Tang on ton in /wiG 
gogonhlxu'HtolHUHlon K(? kcxi in 
oinor Gorad(ni.“ 


Oder fur das vollstaudigo Viorsoit, w(d(!lios dundi irgcnid vior Tan- 
gonten eiiics ICogoLschiiittos gohildot wird, und fiii' das vollsj/indign Vioa- 
ock, TOlchos (lurch irgoiid vicr Puiiclo oinos ICogolschnllti's lM^stilnlnt wini, 
da jedos drei einfacjie Yicrocko (odor ViorsoibO oiithiilt (§ 1!)), Ibigoii duriiiis 
niimittelbar uadis tohondo EigoiivSdiafton : 

3. „WordGii irgcnd vior Tangontoii oiiios IC ogolsidni i 
als oiu vollstandigos Viorsoit und ihro vior noriilirunghpnnclo 
als eiiKVolJstancligGs Viorook angosohoii, sind otwa A, A , A,, 
A, (Ixg. 39) die vior Taiigonteu und a, 0^ 0,, o, dio vior noruh- 
ruiigspiincto, so fiudet zwisolion donsolbon Iblgondo Mo/io- 
hiiiig statt; 


Die drei Diagoiialoii bg, cf, 
he dos vollstliiidigen Yiersoits 


Dio droi l)ur<diH(dinitlo Ij, 
idor gogonubcrstohondiui »Sol- 
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falloii mit den drei Goraden ten dcs vollstiiiuligcn Vierccks 
woIcUo die Diuxh" fallen mil don di-oi Diuxli- 

schniUc j:, \)^ j dor gogoiuilicr- sclinitiou dot' Diagoiialcn 

H Leliondon Soi ton doii Yoll«tiin- doH vollstaiuligoii Vicr.seiis 

digen Vierccks vorbiiiden, zii- zusammen," 
sainmen.“ 

Zufolgo diosoH Satzes Icann man also, mo man siclii, sehr loicld 
mittelsi dos Lineals: 

4, „woiin irgond vier Tan- 4, „\venn irgoiul vioi 

goiitcn A, A,, A^, Ag eines Kegel- Piincto n, Aj, (tg ciiies Kogol- 

sclinittos niul dor ‘Berxihriings- sclinitlcs uiul dio Tangonio in 

puiicL oinor clcvHelboii, otwa a, eiiiem dersolhen, GL^Yu A, gc- 
gogoben stud, dio Boriilinings- goben sind, dio Taiigoiiloii A,, 
pnnote Ci, Cg, Og dor drei iibri- Ag, Ag in don droi iibrigen 

gen Taiigonlen findon,” Dcnn Puuctcn fiiidcn/^ Bonn durcli 
diircli die vier Tangcnten sind die dio viov nind die Gcradon 

rimcie t), 5 gegebon, duvoh dioso \)3 bcstiinmt, diiroli dioso 

unci durcli a worden die iStrahlcn iind durcli A sind dio Puiictc b, C, 

cl, c, 1) bestimmi, wolcho durcli dio b gogobeii, wclolio in don gcsuchion 

gosuchtoii Punclo a^, a, gclioiu Tangoiitcn A^, A^, A, liogoin 

IV, Dio Satze in II iind III, nobsfc violon aiidoron Satzcii, kann man, 
win os cinigo franzdsischo Mafcliomatilcor gcllian liaboii, dadurch aus don 
tiiitzen in I ableiton, dass man von don jodosinaligon soolis Eloinoiitoti 
ties Kogolscbnittos allniillig oin odor zwoi Puar in s, w. sicli voroinigon 
liisst, Auf dio.se Weiso folgon z. IL , woim man iu i, 3 dio bcidon Drci- 
ecko (sowohl links als rcclits) sicli allmalig so verandoni liissl, dass dio 
iSoilon dos einon znloizt don Kegclschiiitl boriihron, woboi danii nolhwon- 
diger AVeiso die Ecken dos auderon iu dio Boriibrungsjnmcio dcr Scilon 
dos ersloron zu licgon kominon, uiunillollmL’ nuclislolionde bokamito Siiizc ; 

1. „Bci jodem oinoin Kogol- 1. ,^Boi jcjdom oinom Ko- 

sell ni tie nmsclirioboiien Droi- gelsclinilto oingoschrioboiicn 

soil Iroffon dio droi Goraden, Droiccko liogon die droi 

wolcho dio Eckon mil den Bo- Puiicto, in wolclion die Sciion 

r (iliviingspnncloii dor gogen- von doii Tangonlon in don 

iiborsloliendon Soiion vorbin- gogciuiboi\slohondon Eckon go- 

ilon, in irgond oincin Piuicte ficlinilton werclon, in irgond 

zusammon,** oinor Gcradon/^ 

XJnd lungckoliii; 

2, „Zie]il man aus don 2, „Sclinoidoi man die 

Eckon oinos Dreiocks durcli Soiloii oinos Droiccks durch 

irgond oinoii Punct droi Go- irgond cine Gorado, so sind 





piojoctWischoi GobiMo. 


ado, M) be«Gj^noii dioso don dio droi Go radon, woiclio dio 

^e^onitlKM-stohoHdL'ii Soitoii in l)iirchschni Lio niit don 

iroi .solclion Punctoii, in wol- liborstolioiuhMi l!)<ikon vorl)in- 
hou sio von iri^oiul oinoin bo- don, Tangonton irgon<l (Gnos 

tinimtcn KogolscUni tio bo- bosUmmten, doiu l)roioolv<‘ inn* 

ulu't wcrdoiL*^ solirichonon Kogolsolniiid.cjs,^‘ ^ 

Man >sie]it, wio man vcnnugo diosor Sii(/,o sohr loiclil,: 

:i. ,,wenn irgond droi Tan- 3, „\yann irgiMid droj 

onton oines Kegolsohn i Uos Piincto oines Kogolsohni Unvs 

nd (lio Boruliriings|ninot(i und dio Tang(‘nUin hi zwoi<Mt 

woior dor^olbcn gogohon sind, dorscibon gogobon sind, diu 

don Hoinilirungspiinct dor drit- Tuiigonlio Im driUon riiidon 

ton I'iiidon kaiind^ kann/^ 

Dio Yorstclunidcn SiiizG sind vielor Folgoriiiigon fitbig, di(^ abor gogcni* 
\^artig nielli ausgofiilirl wordon diirion; .spiitor soil oiu Tliidl <lavon onl* 
wickolt Worden. Ehic giosso Roilio von Satzon, mil doaon sio in n(‘zio* 
liinig stcliGii, habo icli im orsten und zwolion llofio des XJX. Ibiiidos din’ 
Amtales (k ^f(dhematiques bclcannl gomaohl^O* 

43» I. Andoro llozicluingcn zwisolion soclis gloiohnainigon l^loluonl,(in 
oines KGgGlscliniltGs (§42, 1) griinden sich auf die Gloiclihoii dor l)n|)|>(d* 
vcriiiiUnissc bei projocti vise lion Gobildon und laiUon, wio Iblgi (§ l(), cr 
and § 38, 111): 

1. „J3ei ivgciid sochs Tan- 1. ,J]oi irgond soclis iMinn-. 

gonten oinos KogoLschniilo.s ton oinos Kogols(5lui i Lies Ik?. 

wordon je zwei von dcu jodos- stiinmon jo zwoi mil don vior 
maligcn vicr iibrigon «o go- iibrigon solclio Strahloii, das« 
sclinitteii, dass dio Doppolvor- dio DQppolvorlialiniHHo dor Hi- 
hiilinisso aus (Ion Absclinitten niisso dor dazwiscihon liog(Mi- 
gleioh siiid/* Oder don Winicol gloioh sind/^ Odor 

Jrgond vier fesfco Tan- „lrgond vior foHio PiuKjio 

genten oines Kegclschnii tos oinos Kogolsclini ti(5H hostiin- 

Hchnoiden alio iibrigon Tan- mon init jodeiu andoro n J^inc to 

gonton dosscibon nach eiuem dossolbon vior Siraiihuu donou 

und (iGinsclboii DoppolverhalU oin und dasnolbo Doppolvor- 

haUuiss zukomini/^ 

Und umgckcliri: 

2, „Allo moglichon Gora- 2, „ Alio mdgliclion I^hhjLo, 

dcii, welclie von irgond vior wolcho mil. Irgond vior rostoii 

foston Goradoii ua(3li oinom Punoton vior solcilio Hiruiiloii 

und^en^clboii Doppolvorhali- bostimmon, donon oin gogo* 

Cf. S. 189 — 210 diosor Ausgabc. 
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uiss |fOHcliiiitt(Mi wordcn, sind, 
riumml den vier fcritoii Gora- 
(loii, Taufipciiion irgoiul oiiics 
host! mm ton Kogolsoliiii Ltos/^ 


l>enos hoppolvovlialtniss zu- 
knmmt, liogcii in irgeiul oiiioin^ 
clurch dlo vioi* f os ton Puiioio 
goluMulcn Kcgol soli ni ill “ 


Dio Siilzc links sinil^ iintor anderei' Form nhgoiassi, bolcaniit. 

Dlo viol(5ii Folgoruiigon, clEo sich aiis don vuihL(di(MHlon Saizon ziohon 
lasscn, miksson hior iikorgangon ^vc‘^d(*n; nur dor uucdi.sloliondo bosondciv 
i*’a]l sol) gogcnwiii^ig in llidmolii gozogon wordctn 

JL Wojui Iku dtm vorigon Hiiizon dio orwiilndoii Dopindvorhiilinissc 
don bcsondoroj) Worl.li = t ]uil)on> so dass also dio jodesimtligon l>o- 
ircirondon vior Flomcnto harmonisoli siiul (§ 12, IJ), so huiion dio SiUzo 
inshosoudoro, wio Iblgt: 


I. „Solinoidon vior Tan- 
go n Lon oiuos KogotsolinUios 
irgond oino riinl'to harmonisch, 
so sohnoidon sio aiich jodo 
an (loro Tangcuto doss ol ben 
obonso.“ 


I ^Dostiiuinoii vior I’uncio 
oinos Kogols(!hnillos in it ir- 
gond oincm fiiiifion liarmo- 
nischc Siralilon, so sio 

mil jodem and or on JMinoic 
dossolbon oiii Gleicdics/* 


Und uingokohrt: 


2. „Allo Goradon, wolohe 
von irgciid vior fesion Gcrn- 
don harm oni sell goschniiton 
wordon, bcriihron oinon bo- 
siimintGn Kogolschnitt, wol- 
ehor auob von jenen fosion 
Ooradon boriilirt Avird.” 


2 . „Allo Piuicto, wclclio 
mil irgciid vior fosten Piiiie- 
ton vior liarinonisolic Stralilon 
bostiniincn, liogoii iii oinom 
bosiimmlon Kogclsohnitt, dor 
durcli jonc feston Puneto goliL/^ 


Dio vior foston 'raiigonton sol Ion in Ilozug auf don botroiVoiubn Kogol- 
Hcdmitl „vicr harmouischo Tang(niioiP‘, und umgolcohrt soil dor Koged- 
solmiit in JWmg aid* das dnrch jono gobildcio Viorsoii ^dcr oingo- 
sehriobono liarmonischc Kogc]sclniiLt‘‘ gonannt worden. Ebon so 
sollon andorerscits die vior fcstoji 1 hi note in Ilozug auf don zugehdrigen 
Kogolschniit „vior hurmonisclio Puneto, “ uiid iimgckchrt dor Kogol- 
holmitt ill 13eziig aiii das durcli die Puneto bosLiinmto Vioroek „dcr iim- 
schriobono harmonisclio Kogolsehnitt‘‘ hoissoii. tJin dioso Eigen- 
seliaXtcn vollstandig aiifziildaroii, niiisson liicr nooli folgeiido Bofcraclilungon 
liinzugcfilgt worden, 

ISind A, A,, A^, (Fig. 40) irgond vior jiarmonisoho Ihiiigouton 
cinos Kegelschiiittos, und ist A, oino beliobigo fiiiifto Tangciilo dossolbon, 
so siiid also dio vior Jhiiietc I), I, f, (, in Avolehon sio von jo non gostdiiiitten 
Avird, liarmoniscli. Nun sind z. P. A und A^ in Ansolmng dor Puneto, 
in Avolelion sio von den iibrigoa Tangonicn gosclinitteii worden, projoc- 






livisch, and sjwar ontspricht dom Puuclo f) in dor 13onihrung.s])iuicd a 
in A (§38, ni), so dnss also don vior Piincion 1), I, f, I in Aj dlo vior 
Punclc a, C, b in A entsprcchoii ; folglicli siiul aiicli <lio vior lolzloron 
Pimclo harmonisch. flleiclios folgt lur die drci iibrigon TiMigonion A,, 
Aj, A3. Wcim abcr sowohl c, b, ft, b aLs c, e, a.., fl liarmoiiiscli sincl, 
so iniksen die drei Goradcii be, ftftj, bg eiiiandor in oinom inul tiomsolbon 
Piiuotc f trellen (§ 12 imd § 14). Aus glcichon Ciriindoii liogon di<5 13o- 
riilirungspiinctc ft^, ft^ dor sicli zugcordnoicii luirmonischon 'raiigoiitcii A^, 
A3 mil dcin DurohscliniUo c dor bcidon ubrigen A, A^ in oinor Ciorad(‘n Cft^a.^. 

Sind audorerscilfi S3, 33^, 35^, (Pig, 41) irgcjid vior liarnioniscljo 
Puncto in oinom KogoLsohnille, iind ist 33, oin bcliol)igor lihiRor Ibiind 
dc.sselben, so siud also die vior Stralilon li, i, k, 1 harmonisch, iind da 
die Strahihiiscliel 33, nnd S3 in Aiisolmng dor Slrahloji h, i, k, 1 iind n, 
b, c, tl, wo uamlich a dio Taiigonte iin Miltelptinclo 33 isl, projoctiviscdi 
sind (§38, III), so sind folglicli aiich dio vior Slrahlcii a, b, c, d bur- 
inunisch. Gloiohos lindot fiir die dici iibrigcn Puncio S3,, SS.^, 33., sliill. 
Wciiii abcr so wold c, b, a, d als c, 0, g liarmoniscli sind, so im'is.son 
die droi Piincto 33,, C, SSg in oinor (ioradon Itogon (§ 12 und 14), Aus 
illinlichon firiinden miissen dio Tangcnioii a,, in don zwoi .si(di zu~ 
gcorilnctcn harmonischon Ihmcton 33,, 33a durcdi dio zwoi iil)i‘igi'ii 

(zugoordneten) Puncto S3, 33y bestimmton Goradoii c in (dnoiu Puncto f 
ziisammenlrehGn. 

Aus diesor BotrachLiing lliesst Polgondos: 

3. „Irgend vior harmoni- 3. „[rgond vior JiarjuD- 
sclio Tangenton oinos Kcg(3l- uisclic l^iinclo oiuos Kogol- 

schniltcs liabon solclio Bezio- schnitlos lial)on soloho Bozin- 

hung zii cinandcr, dass a) dor luiiig zii (unand(M', dass a) di(^ 
Boriiliningspiinot oinor jodon Tangoulo in jodom zu don droi 

zu don droiPiinctcn, in wclclien Strahlon, wolcho nr mil don 

sio von den droi hbrigen go- droi librigen bo.sliniint, dor* 
schnitton wird, dor viorlo har- viorlo liarmonisclio Klrahl isl, 

monischc Puuct i,st, und zwar und zwar domjonigen zugo- 

domjonigon zugoordiicl, in ordnoL, wololinr (lurch dim, 

wclchcni die Jodosmaligo Tan- doiu jcdosmal igon PiukjIo zii- 

gonto von dor ihr zugoordnoton goordiioUni PiuujL golil; und 

gcschnifctoii wird; und dass dass (?) die Tangciiilon in jn 

p) die Boru]irung.spiniolG jtj zwoi zugoorduolon Pujiclnii 

zwoior zugoordnoton Tangon- und dio Gorado, wolcho din 

ton und dor Durclischnitt dor zwoi tibrlgon lUuicto vorbin- 

zwoi iibrigon Tangenton in dot, durch oiiinii Piuu^t gohon,“ 

oilier Goradou liegon,“ Und Und umgckohrt; 7) „ Krfullon vior 

iimgokelirt : 7) „Erfullon vior iUiiioto oinos Kogolsclmitlos 
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Vd, 

TaiigoiUon eiucH Kogolschiut- ciiio clcr zwui Jledi ngungon (</), 

tes oiiiG del-' Bodiiiguiigcn (p), so siiul sio }iarmoiiiscli.“ 

C^)> CP)> s 0 s ind s i G h ar m 0 11 1 s c li. ” Dahor folgt woitcr (7 links) : 0) ,, H ass 

Diilior foJgi weiior (7 reolils): 0) vior Tangenton oincs Kegol- 

„clasB vier hannonisoho Tan- schiiittcs, die ihn in vior har- 

gonion oinos KcgGlschnittcs moniscl}cn Puiicton horuhren, 

(Uosoii ill vior harmonischon cljoii[‘alls harinoiusch sind.“ 

Puncien buruhron.*^ 

Mittolst diosor Eigoiischallen lasson sicli nachstclioiido Anfgabcn solir 
leicht Idscii: 

4. >,PiG oincm gogobenon 4« ))l)io cinoin gegobenon 

Viersoi t eiiigosclirioboiicn droi Viorock iiinschricboncii droi 

h arm onischcu Kogolschnitto liarm onischon rCogcIschniUc 

zu fiiiden, d. h. diePimclc an- zii fiiidon^ cl. li. die Tangenton 

zugoboii, ill wolchon sic die anzugobon, von wolchen sio 

gogobenon Geraden boriihren/^ in den gogobenon Ibinpteii bo- 

riilirli "nv or cl on." 

J)a niimlich die Heiloii dos gegobonon Anerscits, cbva A, A^, A^, 
(Fig. 42), auf dvoi vcrscliiodono Aricn cinandor zugoordnei ivordou kdnnon 
(§ 4)5 iiilmlicli ontwedor a) A uiid^Aj, Ag und A 3 , Oder li) A uiid 
unci A 3 , odor c) A und A^, Aj inul A^, ho giebt os aiicli droi oingo- 
Hcbricbono hannoiiisclic KogolscliniLLc, deren Poriihrungspunclo unmittolbar, 
wic folgi, goldiidoii vvordon. Sind jr, Ij, § dio Durchsebnitto dor dred Dia- 
gonal en des Viorsoils, so miisscii, iin Fallc (a) die Poriihningspiincio i, ij 
cinerseits init g (3, p), und aiidcrorsoits mil J (§42, Ifl) in oiiior Gcra- 
den liegon, folglich rnusson sio in dor (ioradcii liegon. Pbenso sind 
die ZAvci iibrigon Poriihrungspunclo ig duvoli dio Gorado bj gegolnm. 
Aus gdojehon Griindciii sind im Fallo (b) dio boidoii l*aar Horiihrungspiiiicio 
Cl und Oo, a, uikI a, inittolsl dor Goraclon fl), cl) gegeben; und obonso 
wcrdoii ini Fallo (c) dio goHuolilcn zwei Paar Boriiliruiigsjmnoio () mid I),, 
luid r)g bloHs diiroli Zielion dor Goradon CJ, bj golinidon. — Andoror- 
scils, cL li. boi dor Aiifgabo reolilH, werdon dio gosucliton Taiigonton diiroli 
oil! oiilsprooliondos Vorlahron gofiinclen, was Jodor loicliL wird ausfiiliron 
kdimon. 

5. „Zuirgoud droi gogcho- f). „Zuirgen(l droi gegobo- 

n Gil Tangenton cinos Kegel- non Punolon oinesKogolsclinit- 
scliniltoH dio vierto harnio- los don vicrlon liarmonisolion 
nisclie zu liiulon." zii J*indon." 

Es clarf kaum , erinnort werdon, dass dio Aiiflosiiiig dicsor Anfgabcn 
iininiitelbar axis (3, p) foigt. Jed or Anfgabc Icoininon, vorinogo dor vor- 
sohiedGiion Zuordiuingon, droi AufloHiiiigoii zu. 
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Sci w'ie 7 Ai YAvoi fenton Pniiclnn Tj, I in oinor (i(’JnMloii |o) 

(luzahlige Paaie von zuftoonlnolen liarmonisclion J’linofvii 1,1 in()|r|ic|j 

ni), obeiiM) siiid also auc-li m /avo( fetnti 'raii^onliui A, A, 

1‘iiios Kogdsoliuiiios iiiizahiigcs J^mre von zugoui'dnoton liarnuniiMtiicii Tnji- 
{•eiilcn A,, A,, inoglioh, unci es muss (ziifolgo p) ihv Durrlisoltiiill j 
(‘inps joflon dor lolzloren J^aaro in dor Ooradon rtO^ lioj^ou, wuirhn iInitIj 
die* licnihrinigspunole jcuos fo.slon Tango]doit|)uur(‘s .gold., inul din vm - 
M* 1 iiedoiK'n Paaro Poj'uhmngspundc dor.solhmi iniissoii in (MM’fidiHi 
liogon, welcdie siunmilich durdi don DiirohsolmiU. c dor (nslmi Tiingnfdnrj 
gohon Andnrorsoits folgi Eiilsprocliondcs. DaluJi* Inlgnu w(d(ni' rundi- 
stoiioiidc 8 atze; 


0. „In Ucziig auf irgend 
zwoi Tangonton A, Aj oiiios 
Kogolscliniltos giol)l; os un- 
zahJigo zugeordnoto harmoni- 
sclic Tangoiitenpaaro, iifimlioh 
jocle YA\Qi Tangontoji (A^,AJ, 
cloreii J}iirclisohiiit,l (f) in dcr- 
jenigGu Ooraclcn an^ Hogl, 
wolcho (lurch dio IBoriiliriings- 
puncte jonor zwoi goht, sind 
oil! solchos Paar/^ 

Diosc Satz (3 geslaiton vorsoliiodono 
TJieilo urnfasseiKloror Siilzc, 


(), j, hi Hnzug aul’ irgoinJ 
zwoi PuikjLo Si, (‘inns Kognl- 
sclinitlo.s ginl)t (ts uji /Ji lil 
zugoor tl II c) (.(\ lui nir o ii is «; |j 
Punciojinarc^ , iiiinilicli jndt' 
zw(u Pun do din in 

oiiior ri(3radon (Q liogiui, wnj- 
oho (lurch do:n Durnli.Sidiiii 1 1 
dor tangoiitoii in Jciion \*unv - 
ton golil, sind uiii snlohc^s 
Paar/‘ 


Umlcoliriingnn, woven (ohiigo, nis 
im idichsloii Paragrupli rolgcii'^'). 


Hai nioniscJio Polo inul G or ado in liozng aiif oltKUi K ogolsr li n i 1 (. 

44. Alls vorliorgohondcn Siilzon foigt loiohl, oiiio inoiiwiinligc l■:iglln- 
•scliafL (!cr Kegelschnitlc, die fiir maiicliorloillntdi-siKiliiihgon .siilir frutilil'hiu 
and lu uDueror ZoH, soit Uontje sic in Aimgung gcdirnclil,, iiitl, gnloin 
liifolgo bemitzt wordoi. ist. ])iis \Vo.s(!iU]i«hsl« davnii .sdll Iii„r kniv, uii- 
gedcutet werdon. 


, vior Tuiigcudiui oinos Kngof- 

sc iiu tos uiK n, C[^J a.,, ihro PoriilmingspuiKjio , ho Ifoninion ticiii \'irfc'’ 
sen AA,A A, und clem Vierccif a(i.n,a,, .uKscr ,ln„ in .|a, f|i, ;j an- 
«egc )cucn Boziel.nngcn , auch nodi die in § i!0, J uiisgcnprodioncn l■;i,nn.. 
sehaften zu, woiiadi untor aiidoroii ,.11 die vior Hl-nililcii ^n, ib. la , tr 
Dio« SW,l„u j,„|„ 


1)111 climp^™'* ®“****'*®'‘ sio bosoiiilolo I'iillo, dio stiulor, hoi irntiir.surlmiig dor (•(uijijirii(,iH 
bmcl n cssordeiKogolschmUo, in Botmoht kommoii, ni.mlici, ,i„u, wiiil iiniicn ilivi dir 

I’unde imfdi ihrn“z..lT'”'X^"''^" vior liini.iiM.isrt,,. 

ilmon zugolmvigon Tangonim vior Imnnonisolu, Tang.u.lon doss.ilhon si, id. 



Polo nnd (.iciadi? in liczn|> aiil einoii Ke9[clrtcliiiit1. 


li. 


:u\) 


.scliiioideii (§8, [|), so class sowohl dio vior Punoto rt, V, j:, Cl, 1), 
rtjj, It, als l), U, als rty, y hamionisGli siiid. Vcnno^x^ dicsor 

Puiicio siiid fcnier sowohl die vior Stnihlcii frt,, fl), fa^, fl3, als ca^ 
cjt’ liarmoiiisch. Da zu clou di'ci Piinrion a, a^, li niir cin einzig(‘r, 
dciu u zugcordiietor, vicrtor harmoiiisclior Pnuct t) mdglicli ist, so muss 
also, wonn dor KegcOschiiitt lUibsi cion I'angenLon A, unci dcr freradon 
CU fost blolbon, die Dcriihriingsschiie a^C[^ dor Taiigc^nkut Aj, slots 
durcli clonHolbon foston Piincl 1) gohon, wo man auch don IKirohscIniiU 
f dor Taiigoiiton auf dor foslon fSoradon cu anneliinen mag; aiis iihnliclicn 
fiidiiKlon muss, wenn der Kcgclsobnitt nebst den Taugenten A, A3 mul 
dor Gonidon br font bloibon, die Oorado a, a,, welcbe die Doruhnmgs|niucte 
doi‘ 'I'angciiion A^, A^ vorbiiidei, iminorliiii durcli den feslcn Jhinct jr geben, 
wo man auch den Durohsclmill c diosor Taiigonteu liliigs der fesion frora- 
(bni bv liinriickeii mag. Wird necli beinorki, class (ziifolgc § 415, 1[> B, (3) 
die Oertade be durcli die Reruhrungs][)inic4c 1), i] dor sicli in j: sclinoidcn- 
don Tangcnteii ,vq golit (dies wilrclo <aucli folgon, wciin man die droi 
Pimcto c, a,, Ojj allmalig mil p odor q zusammonftillon llosse), so folgon 
zusainmongonommcn nachstohondo Siiizc : 


I. „l)roht si oh oine Oeratle 
(ajClj odor die oinon Kogcl- 
sohnitt scliiioidcl, uni irgend 
oinon (in ilir liogondoii) fosLcn 
Ptinot (l) odor y), a) so Lst der 
Ort dosjoiiigou Piincios (D odor 
§), wolchcr zu (Ion z wei Durch- 
scbnilLspiincicn (a^, Oder cip 
a^) uiul doin fosten Puncio der 
vierLo, nnd zwar dem lotzte- 
ron zugcordneto, harm onis die 
Puiiot ist, oino bosliinmtc Cr(5- 
rado (y odor x); nnd p) in diesor 
Goradon bewegi sicli ziigloioli 
dor DurchscliniLt (f odor e) dor- 
jenigen zwei TangoiUon (A,, 
A3 Oder A^5 A^), durcli dor on 
DoruIiningspuncLc jeno be- 
wogUche sohnoidonde Gorado 
goli L“ 


L „Dowogt sicdi oin Pund 
(f odor c) iu oinor fesliOii Gcra- 
(lon (y odor x) in dor Ebono 
eiiioft KogolsoliniltoSt a) so 
gchl (liojonigo Gorado (v Oder 
s),. wclolic zu don zwoi diircili 
den PiiiHit gohciulon Tangon- 
teii (Aj, A3 odor Aj, AJ iincl dor 
fosten Geradcu die vierto, der 
le IzLeroii ziigcordnoU, liariuo- 
iiischo Gorado(Stralil) ist, durcli^ 
oinon bostimmtcii Punet (\) 
odor y); iiml p) um diosou Pund 
drohl sich zugloicb diejonigo 
dorado (a^aa odor (tiOg), wcloho 
dui’ch die IJorulirungspimdc^ 
(a^y ttg odor aJ clcr jedosma- 
ligen zwoi TaiigcuUn gohL“ 


Vennogo diosor morkwiirdigoii gogoiiseitigcii Jiozioluing dcs Pimotos ij 
odor y nnd dor Goradon y oder x im Vorluiliiiiss zuai Kegolsclniitt (a) 
soil in dor Eolge die Gorado „clic Ilarinoiiischc dos Piinctos^^, und 



Kizoiigiiissc pi'ojoclivi.scluM' J !■ 

dor Puuct „der liarinonischc Pol dor Go rad on iti Hoynip^ nul cl»'ii 
Kogolsdmitt hoisseiiO. Man sioht, dass, jo naohdo]ii dor Piimd iini<»r liul I., 

wkM), odor aiissorhall), wic J*, dos TfogolsolinilloH liogl, s(dno 

iiische dom Ivogolschmtt gar nichl. hogognot, Avio y, odor ihn sohiioiih^l . 
wio X, iind zwar ilin in don Periihrniigs]ninolon p, q dor diurji don \'nm t 
gcdtonden Tangoiilon solmoidot, wio hcrcil.s nhon hoim^rlvlr wordon; -.n 
dass also „der J)nrchschniU irgciid zwoior Tangontm] v\ur^ 
Kogcisclinittos dcr harmonischo Pol dor diiroh dio Ilorii li run?': ^ 
puiicte gelieudon Gcraden isi;” dass also z, P* dio llannonivrlh' 
dos Punctos e, r dio Ilarmoiiisolu; dos Piindos f, o di(^ llartnonih<!lio iU'*» 
Punctos c, u, s. AA. isl. Domnmdi geld (lie Ilanuoidsolio joilos Pinn-lo*. 
(f^c, y, ...) dor fxoradoii y durdi don hannonisothoii Pol dia- 
Gleiclios lindeL aiicli bei dor Goradon x stall, nanditdi idtdd. iiur dio ]|iii 
inoiiischeii dor ausserlialb dcs Kogelsclinilfos liogcMuion Punoto c, b, * , , 
soiidom auch die der iiinerluilb liegoiidon, Avio olwa, <5, golion dnroli ilon 
Pol y, dcim da dio vior Pmieto a,, iS, 0^,, y Imrinoniscdi siiid, so lio)»l r 
in dor Harmonischon s des J^metos Dalior Ibigt (was zuin Tlndl, luif 
andoroii 'Worten ausgosprochon, ini vorstohondon Salzo (I, fJ) oiitliiilloji is*}: 


[L „Uio harmonischon l^ole 
aller Goradon, dio diircli irgond 
oiiion Jhincl (\) odor y) golion, 
in Peziig auf cinon Ivcgol- 
s(dinitt, liegon in oinor ho- 
st im mien Goradon (y odor \), 
uamlich in dor Harmonischon 
jones Punctos.” 


IP »l)i(' irartnonisiGuni nl 
lor l^inolo, dio In irgond oiinM 
Goradon (j oihv x) hi 

Hoziig aiir<Hnnn Kogol.sodini M , 
gohoa (lurch (dnoti hcsli inni i pm 
P une 10) ()(l(‘r y), naitilicli thnrb 
don harnion isiUnMi Pol joitPii 
Go rad cm” 


Odor Iviirzor: 


„Gohl oiiiG Gcrado durcli 
irgond einon Puuct, so golil 
(lie llarnionisclio dcs Ictztoroii 
(lurch ihrcnharmonisclion ]*ol” 


„lji(‘gl oil] PiiiKtt ill irgond 
oinor Gora,(l(»Ji, so lic'gt doi |*nl 
dor loUl(U‘(Ui in soiiior IImi ium 
nisclicm” 


Man wircl beincrkon, dass Boidos im (inindn mir (liii tind 
Satz isl. bi dor Folgc solloii irgond zwoi sniolio (ionidn, vnn dinmii ji-tli. 
diirch don liarmonischcn Pol dcr andorou gohl,, „/,\v«i y.iigoo iMln'.. I .. 
li anno n is oho fToradc“ odor solilochUdii „'/woi KiigtMH’dnolo Ihir 
moaisciio," mid iihnlidior Woiso sollou iliro I'oJo „'/,\voi y.iino„,'.i no ( ,. 
Iiarmonischc Pole" lioissoii. Es sind also sowolil y mid x, als x iiinl /. 
.^znndy, u. s, w. zwoi zugoordiieto Harmonise, Ito, iind sowolil ,v uiid iji' 

■)Die finnzobisclicii MatI.enmtikor noiinou si,, gowllmli.’!! sehhuihllili, 
luul Pole, 



41r. ITarmoniscliu Polo iind Goratlc in auf cinoii Kogclschiult. rif)! 

y iind 1) iind ii. s, w. zwoi zugoordneto liurmonische Polo. Portior 
Hollen Jo droi Gcraile, von donen jcdo diircli die harmonisolion Pole dor 
7A\Q>\ ijbrifyon ft'olii, wic z. B. x, y, z odor x, e, s, „drGi ziigeordnolrO 
ITarni onisebo”, nnd obeiiso jc droi Piiiicto, von dciioii jcclor dor 
sohniti dor irannonisclicn dor zwoi iihrigTii ist, Avio z. B. jr, 1), J oder 
C, ,»droi zii geo rd note li armoiiisolio Polo“ goiiaiiiiL werdon, Dio 
Durehsclniiito droior zngeordnoioii Jfarmonisdion siiul^ wic man siold., zu- 
gleich droi zugcordnelo havinoiiis(*lio Pole, inul aiicli uingekolirU 

])<a die drei Gomden x, y, z, sowio die drei Punoto y, t), ^ soxvold 
durcli diis Yollsliindige Viorseit AA^ A^jA^, als diircli da^; vollstandigo Vior- 
eck bostimiiil- werden, so folgon iiimiiU(‘lbur imchstolioiHle Siitzo: 

riL „Alle oinoin vollstaii" III. „Allc oinciii (volUldin- 

digen Viersoit AAjA^A^ eingo- digen) Viorocdi uni- 

schricbeneii KegolschnittG hii- scbricbonoii Kogelschiiitte ba- 

1)011 goineiiischaftlicb drei zii- l)eii gemoiiisoluifllicb droi zn- 

gcordneie Hannonische nnd gcorduoto harinonische Pole 

drei zugcordnote harmonisolie iind droi zugcordiicto Ifarnio- 

Pole, nfimlicdi dio droi l)ia> nischo, namlicli die droi Durcb- 

gonalen x, y, z dcs Vierseiis sobniiio dor gcgeiuibci\sichon- 

uiid ihre DiirohschniUo y, X- Seitoii iiiul die durcli sie 

bos till! m Lon (J craden/^ 

ISlacdi (loni fosLgosiellton Plano davf dieso frucIiLbaro Potrachtuiig gogon- 
wariig iiicliL writer entwickolt werden; luir folgoiide Aiifgabeii, dio niitiolsL 
des Jjineals sohr loicht zn Itison siiul, incigon liiov nocb Plalz fiiulcn: 

TV, »Dic llarmonischo ir- IV, „Don hannoniselicii Pol 

gend eines gegebonon Pune- oinor gegebonon Goradon io 

tes in Uoziig aul* oinon gego- Hezug auf oiiion gegobcMUMi 

benen TCogclscliniti zu findon/^ K o golscluiitt zu findoii.^^ 

Ps soi otwa y oder \) dcr gogehono l^ancL (links). Man zicho (lurch 
donsolbon irg(^iul zwei don TCogolschnitL sclmoidcndo Goradon d, o odor 
c, f, Yorbiiido dio jcdosmaligen vior Durcliscimittc a, rt^, Cl.j, paarwoiso 
diivch zwei Paar Goradon b iiiid g, c iiiid f, odor b mid g, d mid so 
liogon die Diircbsohnittc j, 1} odor jr diosor Goradonpuai-e, ziifolgo dor 
oboii angogebonon Bczieliungen, in dor gesnobion [larmonisolion x odor y, 
welolio also gofuiulon isi. Auf dieso Weiso siiolio man, iiin dio Aufgalu} 
rcclits zu Idson, zu irgencl zwei Puncton dor gcgobcneii Goradon dio Ibir- 
moiiisolioii, so isi (lor DurGbscliniti dor lotzteron dor vcrlangto Pol (II). 

V. „An GLiioii (gczoichnot vorliogcndoii) ICogoIsclmitt niitlolst 
dos Lineals TangoiiLcii zu ziolKiii, ”dio (lurch oiaieu, aussorhalb 
dossolbcn liogoiidon, gogobonon Punct y goliou. 



Ki/.oui^ijis^.o project IV iM'lR'i' (lohilde 




ITi. 


]\nm siiclio, nacli (fV) links, die [rarinonis(jho x <los ja:c^>:ol)ouoii 
iiiul voi'liindo die Puucle )), q, in avoIcIkmi sio <lein Kei^okeliniMo Ixn 
mii dem gogcbonoii Pmicto diiroli (iomde, so sind dieso dii' wr- 
liM listen Tangenteii (ziilblgo dor oben .slehondon 1 kd. rue b Lung). 

45. Die vorhin (§44) onUvickelleii Siiizc libor luii’ninniselio (lc‘nidi‘ 
und Pole sind die FuiidainontalsiUzc von einc'v solir friieliLburon goonudri-' 
sohon Unlevsnclumg, die in dor noiicsion Zeil von (Viin'/bsi.scluui Mailn*-^ 
matikorn inii grossem Erfolgo ungowandL und ausgobildoL )vordon. M\ 
muss mir vorbohaltoUj spiitor aid' diosen (Logons land zuriiidc/ukonunoii (iiu 
viorLon Absebnitto), wo alsdunn nicid all<‘in grosso Poilum von Hiii/,on uiid 
niorkwiirdigen Eigcnscliafton cntwiokoU wordoii, sondern aucli das oigonl- 
lichc Wosen des Gogenstandos griiiullichor luid uinfassoudm^ ontliidlL wiu’- 
den wil’d. Deiin in der That wird sich zeigen, dass wodor das Yorspv 
liondo (^\as hicr nur boiliiidig oiitwidcoU wurdo), noidi die ArL und \\bdsi‘, 
wie dor Gogonstand hislior von Andcren boliaiulolL wordon, (il)(U' diointiero 
Natiir und dio eigontliche Redouinug diosor EigensoluirLoii gohiirigo Aus- 
kunft giebl, sondern duss viclinolir dicsor Gogonsf.and, win <m‘ l)is()<M' mil- 
gefassL und orkannt wordeii, niir ein Thoil oinos' umrussondoron (lanxen 
ist, wovon dor anderc Thoil, dor init joiioiu in sidir iiaher lhr/i(duing slcdii, 
unter andorer Gestalt liingst allgenioin bolcannt war, und <lass ondlich din 
gemeinschafilicho Urqnollo bcidor Thoilo uius oinor o igouLlunn licJinii 
Verliiiulung iirojeotivisclior Gcbildo iniLspriiigt’''), 

Urn hicr nnr an oinein Poispiolo die fruoliLbare Anwmnlung doj' ijn 
Vorhergohendon aufgostoIlLcn Eigonscharton dor hannonisohon (ierailoii nnd 
Pule zu zoigon, soil oin von Bncmclion gofuiulcnov inorkwiinligi'r Salz tiluu' 
Kogelschiulle ’ ') diiroh diosolben bowioson wordon, Dor SaLz wird durnh 
folgcndo Aiifgabc hcrbeigofulirt: 


„Wonn in oinor El)ono sioli 
irgond zayoi KogclschnilLo K, 
Kj bofinden, wclchom Gesotz 
sind dann dio don Tangenton 
des ciiieiiKj, in Roziohung auf 
den andcron K, eiiis pro chon- 
den harinonisclion Polo untor- 
worfen^^‘^ ‘^") 


„VV(uin iJi oinor ICbono sioli 
irgond zwoi KogiH sohniiLo 
Ki befiiMlon, wolelioin (i(jHoL/. 
sind danii dio don Punctoii dos 
oiuon Kp in Roziohuiig aul' dujii 
andcren K, ouLKprochoiulon II 
mo n i sc h on u n L o r w o r I'on?*^ 


) Daduich wild imlor andemi mioh ilki iiiorkwiiidlgc KigousclififL von socks inim-luri 
m cincv Goiadoii, dio von DiSmujucf, ,>Involiitiou« goimniU wnnlo, nnd riiit iler siili 
iiach ihm voischicdcno Mathomatikov tieschiiffigl liubnn, auf oiuo sokr oinluchn niul lie- 
Aicdigondo Woi^e aufgoklait woidon, 

) Ouhxzr X. dxi Jourxutl de VKqqIq Polyi(ichnx(n{G, 

"'*) Woim ill (lor Ebono oinos KoftolsclmUtos iiiohrovo (liMJulo (uti.r Piinclu uijw.. 
nommen woiden, tlw in Ansohunt; ilircr KofioiisoltiKou iiiiKo ir^wul ((inom li(Miiiuii|,.it 



lf>. Tlai nioiiificlie Palo iiu<l Goiade in auf eiiiou Kc^olschiiiii. Bf))] 

EfcJ soion a, b, c, cl, f irgeiid scclis Tangontcn clo.s Kogolschnittes 
Kj, untl a, 6, C, by f dio ilmcn cnlspucchondoii liarmonisclicii J^lo. l)aN 
Sochs'scit abodof Iiat die Eigenschaft, das« die clrci Biagoiialcii, wolclio 
dio gegoiuiborslolioiKloii Ecken vorl)indonj ciiiaiulor in kgond cinom Punctc 
tveJron (§42^1,1), dahor mnsscii die droi Durchsclmitto dcr gogcniibor- 
steh(?iiden iSoilon dcs jSoclisocks aBcbcf in cinor Gcraclcn liegon, woil sio 
die liarmoiiiiHclion Pole jciicr Diugonalcii sincl (§ 44, JI); folglicli muss das 
^^eclisock abebef irgond eiiicm KegelschniUo cingosclu'icben scin (§42, 
r, 2); und da djosor Kcgolsoluiitt dnrcli irgond fiinf Piiiicto, chva clurcli 
a, B, c, b, e, bostinuni ist (§ 41, I), so isi er folglioh dcr OrL der liarmo- 
nischeii Polo dcr Tangenlcn dcs KogGlselmitlos Kj , well jede boliobigo 
niulorc Tangontc stati joncr seclistcn f gonoiumon wordcii kaim. biisst 
in ail die bewogliolio Tangonlo f allmiilig mit oiuor dor foslon, ctwa mil, 
ii, zusammonlallon, so Avird sicb dor Jliii'clischnitl, hoidor Iknigoiden niit 
(loni lieriihuLingspuncliO a, dor fosfeii Tangonlo a woinigoii, mid daun 
miusson auch iliro Pole f, a smli vc'rcinigon, imcl also die SocanLo af dos 
Kogelsclinittos in dio Tangonto a, im Puncio a fiborgolioji, imd /war 
muss diosD l^angonto a, dio llannonisclie joiios Bcriilirmigsiumofes rtj soin. 
Also folgoii nacjhslolKmclo Sal/o: 

„Wonit ill oinor Ebeno sicsli irgond zwoi Kogolscdiiiitlo K, K, 
liciuidcn, so liogoii die don M’angonLen a, b, c, ties j^weileiiKj, 
ill Bozieliung aui don orsten K, onl,sproohoiidon liariuoiiiselion 
Polo a, 1)> C, . . . in irgend einom bcsiiiuinUii driticn Kegolscliaiii 
Ky, uiul os bon'ibron dio don JHiiiclon a,, Bp Cp dcs /.weiioii 
1C, onlsproohondon ItarinonicSclion a,, b,, ... eiiion iind don- 

selbon clriLten KogolsohnitL Ky, und Kwar dorgoslaJl, dass jodor 
'rangonlo a und ilirom Borilliningspuneics flj dos /.weilen Koged- 
seiiniUos 1C, oin bostininitor IMineL a und tlcssen zugohdrigo 
Tangonlo a, iin drlLlon Kogolsohni (,i, ICj, cnlspricliL^ 

IVoforn dor zwoilo KogolHohnill K, iiiolit (odor woiiigsLons niolil 
gaiiz) von dam orsLon TC ’oingcsehlosscm wird, folgt aiis dicsom Hiitzo 
venneigo § 44, nnniittolbar dor an fangs orwiilmlo Salz dos Brkinchony 
luimlicli: 

„BG'\vGgoii sicli zwei veriliidor liolie Taugonloii oinos Kegel- 
soliniiUs K bo: 


Gosot//o imtcnvorfon sind, so kann gefragt ivouloa, wolchoin Gosofza clio ilnion in llC" 
zng* aiif don Kogolsclinitl ontsprocliondon Imnnonischoii l^olo odor Ooradon inilonvdifoii 
scion, Und cino iilinliclio Piago Icniin anfgoworfon wordon, in Bozug auf cino k'luclic^ 
zwoiiou Grados* iin Iluumo. Dio aus diosoii Eragon oiil.Hpringondo Untcisiiclniiig lialioii 
(lie franzosischen Mallioinatikor „7Vi<forf« dcs polaircs rdniprofjnas^^ goiiannt. 
Dfis allgonioino Oosotz, wolclics diesor Uulorsucinmg znliimHlo liogt, hal amdi Moelnm 
(liaryccntrischm* (kviciil, § ^87) auf sohr goschitklc Woiso bowioson, 

Stohidt'd WuLJkO, J 
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Ki zciie^msse piojectivlsclmr tiohiltlo. 


EO. 

<la.ss (Ho dorado (lurch ihro class ihr Duro-lisohnHt irffond 

llcriiltruiigspiiiicli' slots irgend cinoii //Woil(!ii Kogc'lscliiii (. (. Kj 

(‘iiioii zwcitcii Kogolschni tt K| durcliliiiilt, so luuilliit dH' (lO" 

horiihrl., so durohliiiift ihr radc diircJi ihro Roriihiiiiigr.s- 

Durohschiiitl irgond einoii puuc.to slots irgn-nd ciiuuMl ri (.- 

dritUn Kogclschnitt I(j“ ■*'). ton KogolscHinitt Ka“ '). 

Z (1 s a ni in 0 n g 0 s 0 1 5! 1 0 r 0 S ii 1 7. o ii a tl 1* « r i s ni o ii . 

46. Durch Zasairimoiistolluiig odor Vcrhitulung |irojootivis(thoi- (loliililc 
(dorado uud chene Strahllnisohol) g(‘langl nnni, tnit Iho'iioksiclitigiiiig ili*r 

Erzeugung dor Kcgelschnittc (lurch sin ({} .18, HI, IV), zu zalilroiclioii itiiu'h- 

wiirdigcii Siitzon uud Eoiismon, woven, gonuiss dor ohigon li’osisicdlutig 
(§ .39), beispielsweise hier oinige ontwickolt werdon sollon. 

1. Sind in oinor Ebeno irgond zwoi dorado A, A, (b’ig. '15) por- 
spoctivMi, unci ist S3„ ihr Projoctioaspuncl, und .sind si<> (ornor mil irgond 
zwei >StrahIbiischoln 33, S3, pcrsiioctivisch, niimlioli A init 3.3, inid A, init 
33|, so sind dioso Strahibiiscliol 33, 33, iintor sioh jirojoctivisoli (<j II, III), 
und eracugon Iblglich (§38, IV) oinon Kogolsc.hniti, d. Ii. die Durclisoliiiillo 
Uj, bj, ... ihror ciiLsprcchcndon SLrahIcn, also insl)o.sond(M’o iiuoh <lnr 
Durchschnitt ee, dor Goraclcn A, A,, woil in iinn zwc'i oiifsprooliotKli' 
Strahicn e, o, .sich IrelTen, liogen in irgond oinotn Kogolschni tt, dor I'orliui 
durch [i833,] bozoichnet werdon soli. — Mind andororsoits 33, 33, (h'ig. d l) 
iigencl Kwei porspectivischo Strahibiiscliol; ist A„ ihr ponspootivisohor Hiiroli- 
.sohnitt, und sind .sie fernor mit irgond zwoi Ooraclon A, A, porspootivisoli, 
so sind (lie.sG (inter sich projoctivlsch und orzougon also irgond oinon Kc'gn]- 
schnitt [AA,]. llioraus gchen unmittolbar folgcnido l)ol{annl.o Siitzo liorvoi-: 

„Bcwogon sich die Eokon „l)rohon sich dio Soilon a, 
a, n,, ilj eines vcriindorlichon a,, aj oinos vorandorlio!H*ti 

dreiecks fln,na (Fig. 44) in droi Droiocks fln,«a (Fig. 45) uin droi 

belicbigon fo.ston Croradon A, boliohigo I'osto JHiiuito ,33, 3.3,, 

A„ Aj, unci gohen zwoi Soilon 33,, und bowogoii sich zw'ni 

a, a, dosselbou slots (lurch ir- Ecken «, a, dossolhou in irgond 

gond zwoi lestc Puncto 33, 33,, zwoi i'osUm Horaclon A, A,, sn 

so horiihrl die drilto Soilo a^ durohliiiift dio drillo Ecko n. 

bcstiiiidig irgend cinon bo- irgond oinon hosli mmlon Ko- 

*) Mittolat (liesoi .Siitzo kaim von folgondon zwoi Aurguhoii: 

„Die goniflinscliaftlichon Tan- goii)(uiiHc,li«flli(;|ion I'tni.-I 

gonton zweior gogobonoii Kogol- zwoior gogohounu Kogolscljuill.- 
schmtto 55U XU fin (ion** 

jede aiif die aiidcre 7Airuckgof»lii't woidoii. 
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stinimtcn Kogolso'hnitL [AA,], gclschnitl [33^i], in wolcliom 

cicr nainlich aucli die hoi don namlicli auch dio boidcii or s ton 

oi'sUren Goradon A, A, iicbsl Punctc 33» 93, iiobsl, doin ])ur<‘h- 

cl or Geradon co, durch die .sclniitle CC, der fost(Mi Goradon 

fosioii PuncU S3» S3, zu Tnii- A, A, liogen.'^ 

getitcn liaL“ 

Und iimgokcIu'L; 

^Bowogt Hich oinc 8cilo a^ „13cwogt sich cine Ecke 

eiiies voraiidorlichon I)roiook*s einOH voraiidcrliciion Dreiooks 

nOja, aLs TangeiiLc cino8 rcston (UX,aj, in ij'gcnd oiiiom festoii 

KogolHchniitos [AA,], und dro- KcgolHcJiuittc [33®,], ^viihrniul 

hen sich die zxvoi iibrigon 8ei- dio zwei iibrigon Eckon a, ci, 

ion a, a, inn irgontl zwei fonic irgond zwoi fosio Gera(ieii A, 

l^nictc 33, in eincr Tan- A,, doron Dureluscliiiiil cc, im 

gouio dossolbon, iiiid bcAvogen Kcgclschniti liogt, durchlaii- 

sich die dicsen Scilon gegon- fen, und drolion sich die clio- 

iibei'liogondon Eckeii a, a, dos son Eckeii gogciiiiborliogciuleu 

Droiocks in irgend zwoi aiulo- Soiion a, a, inn irgond zwbi 

roll fostoii Tangenion A, A, dos l'o>siG runcte 33, S3, des Kogol- 

KogolscbniUos, so durchliiiift scliiiitios, so golii die di'iiio 

(lie driilo Eclcc a^, irgend cine Soiic a^ sicis diircli, irgond 

boHiimintc Gerado Ag/^ Ebonso oinoii bofiiimmioii Piinoi 33,,/^ 

kanii jedo dor zwei Goraden A, A,, Ebonso kaim jedor dor zwei J^incie 

sowie jedor dor zwoi Puncto 33, 33,, sowio jodo dor zxvoi GcM'a- 

als Eolgo dor jcdesmaligcn iiinf dou A, A, ids Eolge dor jodosma- 

iibrigon Gobildo gesotzt werdon. ligon iunf iibrigon Gobilde gcscjtzl 

wordon. 

LI. Sind irgond vicr Goliildo A, A„ S3, 33^ (Eig. 40) iintov cinandor 
projoctivisch, und zwar liogen sowold A xiiul 33, als A, und 33, pcrspoc- 
fivlscli, dagogon sowohl A imd A,, ala ® imd 93, soliiof, so dasa also die 
zwoi lolztorcn Paare irgend zwoi KogclsoliniUo [AAJ, [23®,] erzougon, so 
folgon in Ansohung dor ontsprccliendon Elomonio, wio oiwa a, <1,; a, a, 
und dor durch cUosc orzeugton ag, Oy, iinmiltelbar naclistehcnde Siitze: 

J. „l)rohoii sicli zwoi Soi- 1. „]3owGgcn sioli zwoi ]*Jckoii 
ton a, a, oinoa verandorliclion 0,0, oinos vorandorlichoii Droi- 

Droiocks 00,0^ lun irgend zwoi ocka in irgond zwoi fesLon 

fosto Punotc -B, oincs fcaton Tangonten A, A, oinos fosLoii 
Kcgolscliiiittos walirond Kogolschni ttos [AA,], walirciid 

dio ilinon gegonuborliogondon dio ihncii gogoiuibcrlicgcndon 
Eckon a,, a in irgond zwoi SoiIgii a,, a sioh um irgond 
Loaton Geradon A,, A aich ho- zwoi I'oste PuncU ®,, 33 dre- 

23"' 
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■\vegeii iind dio dritto Ecko lien und die drittc Seito 
don Kegolsclinitt diirchliiuft^ stcts den Kogelsehnitt he- 

so bowogt Hicb die dritte Soito riihri, so durchlauffc die drilto 

als Tangonto irgond oinos Ecke irgeiid cinoii andorGii 

bcstimintcn Kegelscliii ittc« bostimmt on Kegolschniit 

[AAj], der nainlicli aiicli jono [S333i]) clcr niiinlioh allemal 

Kwci festcn Croraden boriiliri." durch jciie zwoi feston Pinicle 

gcht/^ 

Dio Abfassimg dor iibrigon Siitzc, wo niimlicli, stall wio hicr aid dio 
Kogolschiiitlo [S333J, [AA,], iimgekolirt auf ciiis dor Gobildo A, A^, 33, S3, 
gcsolilosson wil’d, iiborlassc icli dom Loser. 

Dio bcidon Kegelscliaitto [AAJ, [3333,] Inibon oino oigenthiimliche 
Bc/acluuig zu oinaiidor, die siclu so laugo [AAJ gnnz odor ziiin Tlioil 
iiuicrl)alb [3333,] licgl, diiroli folgcude morkwiirdigo Eigoiiscliaft kiindgiubt, 
GcJaiigt iiiniilioli dor bowogto PiincL ([,, in die Dnrohschnitlo , c^, Cj 
dor Geradcii A, A, und dos Kogclscbnittcs [3333J, so veroinigen sicli 
offenbar sowoJil die Straliion b, und b^, als c, und Cg, als d und cl,, als 
0 niid 0 ,, so dass also jodos dor zwoi Drciocko bgCg33 dom Kcgeb 

scliiiitto [3333 J cingoschriebon uuci doin Kogolsolinitlo [AAJ’ uinsoliriobon 
ist. Da duveh diosc zwoi Drciocko und durcli dcii oiiicii odor don and(*ron 
dor boiden Kogolsdinitto die oboa angcgeboiion jirojoctiviscdion Bozicdiungcm 
dcr Gobildo A, A,, 33, S3, bostiminl sind, wio man loioiii bomorkon wird, 
so folgeii also nachslolicndo bckaniito Salzc; 

2. „Siiul zwei Drciocko 2. „Sind zwoi Droicckc 
bgCg33,, bgCg^U oincm Kegel- b,.Cg33,, bgCgSB oiiiom KogoD 

schniitc [35S9J oingosoliriobon, schnittofAAJ umschriol)on, so 

so sind sio zugloicli irgond sind sic ziigloicli irgond oinom 

oiiiom ancleroii KogcIschniUo andoron KogoIsohniUo [333BJ 

[AAJ umschricbem^ oingoscliritiben.” 

Und fornor folgl: 

3. yllabon zwoi Kogclsciinitte [AAJ, [33 33,] soloho Lago, 
dass irgond oin Droiock dom ciiion iimsclirioben und zugloicli 
dom andoron oingoschriol)oii werdon kann, so lasson siob iin- 
zahligo andcro DroLocko untor donsolhon Dodiiigungen ho- 

sclireibou (iiamlicli jodor Puncl dos Kogolscluiiltcs [33 33J, dor nicht 
iiincrlialb des Kcgolsdiniltos [AAJ liogl, kana Ecko ciiiios soldion Droi- 
Gcks soin).“ 

III, Bowois dor Anfldsung in § 17, JL Das boi diosor Anf- 
Ibsutig, dio sich auf oino dor fruchtbarsion Aufgabon bozioliL, angcnvancUo 
sehr bc3C[iicmc Vorfahron, griiiidot sich auf folgondo Vorbindiing. Ilaheii 
inimlicli die vier Gobildo A, A,, 33, 33,, aiissor den vorhiji angegobenon 



46 . 


Zu:)ammeugesctyAoio Siitzo uud Poiif>mou. 


B57 


prujccUviHclion Bczioliiuigen, iiocli solclie hosoiulero La^o zu oiiiaiider, 
(lass A iiiid Aj aiif ciimudor unci 58 luid concontrisch licjgon, wic in 
Fig. 23, und gelit irgond eiu Kcgclsclmiti duroli dcii gomcinsoliaftlicjlion 
Mittelpimcjt (S3S3^) dor Siralilbiisclicl, wolclicr die Strahlon dor Ictzioroii 
in p, 7 , . . <yj 5 p,, Yj, . . . sclmeulet, so worden, weim man otwa a 
und Of, als Miitolpiinctc zwoier Stralilbiischcl «, a, annimmt, sowohl die 
Siralilbiisclicl a nnd S3, in Ansoluing dor Strahlon ag, c^, ... und a,, 
b,, c,, als dio Sirahlbiisohol a, mid S3 in Ansoluing der Strahlon 
ag, bg, Cj, ... und a, b, c, . . . projcclivisch soin (§ 38, III), dahor siiid 
auoh dio Stralilbiisclicl a und «, in Ansoluuig dor* Strahlon a^, bg, ... 
und a^, bg, Og, ... projoctivisoh (§11, HI), imd zwar, da zwei onl- 
sprochendo Siralilou a^, a^ veroinigt siiid, liogon sio porspcctiviscli , so 
(lass also dio Goracle odor A^ ihr pevspectivisclior Durclisclmitt ist. 
Durcli jodoii Punct dor Gcradcn A^ sind dcmiiach irgond /nvoi ontsprochondo 
Stralilcn dor Siralilbiischel a, a, bcsiimint, wio z. B. (lurch pg dio Strahlon 
bg, bg, 1111(1 (lurch dio Piincto p,, p, in welclioii dioso Strahlon dcm KogcP 
sohniUo begognen, sind ’svioderum zwoi cuLsprochondo Sirahlon b„ b dor 
Slrahlbiischol 58|, 35 bosiimml; (labor ist Idar, dass dicj auf dioso Art vou 
don Piinctoii e, x, in wolchcn dio Gorado Ag vom Kogolschniiio gotrolTou 
wird, abliiingigoii ontsprcchcndGii Strahlonpaarc o und o,, It und k, dor 
Strahlbuscliol 33 imd 33, noilnvondigor Woiso auf (3inand(ir falloii miisson, 
und (lass dahor aiich in don Piuioten, in Avtjlolion dioso Sirahlon don auf 
oinaiidor liogonden Goradcn A, A, bogognon, ciitsprcjchoiido Punctopaarc 
e und Cj, f uud f, (lor lotzioron voreinigi sind, avus boi dor obigon AiiP- 
losuiig angonommon Avurdo. 

Wenii man ansiati dos KogolscjlinilicSj dor (lurch dcii gomoinsohafi- 
lichon Miitolpunct (3333,) dor Sirahlbiischol S3, 33, gold, oinon aiidoron 
Kogolscbniit zu lliilfo niilimo, dor dio auf cinandor liogonden Gcradoa A, 
A, bcriihrto, so Aviirdc man den BcAVcis lur dio cnigegongosotzLo Aiifldsiing 
orhalion, Avolclicr oboii (§ 17, II, ])) Erwahnuug goschah, Bio Ausriihrung 
wird (lorn Loser liborlasson. 

IV. AVird aiissor don obon (11) vorausgosolzlon Hozioluingon dor vior 
G(ibil(l(i A, A,, 33, 33,, dass sio mimlich uiitor cinandor projoctivisoh soion, 
und soAvohl A und 33, als A, und 33, porspeciivisch liogoii, nun nocb 
angonommon, os sollen ontAvedor dio Goradoii A, A, gloich soin, auf 
oinaiidor liogon und gloichliogciid soin, Avio otwa in Fig. 48 , odor os 
sollon die Sirahlbilscliel 33, 33, gloich soin, concciitrisch liogon und gloich- 
llogond soin, Avio otwa in I’^ig, 47, so folgou iiiimitiolbar iiachsiolionclo ha- 
kannto Saizo: 

jjBloibt (lor AVinkol(aa,) an „Bloibi dio Griiiidliiiio aa, 
dor Spiizo oinos voranderU- cinos Yoraiulorlichon Brcjiooks 
Gallon Broisoits aa^a^ (Fig. 47) (lrt,cia (Fig.v48) dor Grossci nach 
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cl«i‘ Crrosao iiacli bostaiuUg, bcstiindig, al)Oi* hcwagi sie 

abcr (h-'clit or sich iim scinou sich in irgnnd cintjv rcntou 

foston Schciiclpuiiot (S5S,), fiorailcn (AA,), wahrond die 

wiilirejul dio zwei iibrigcn zwei librigon Soitcn a, sioli 

Eckeii a, (los Droiocks ir^ urn zwci fesie riincto SB, 5Bj 
goiitl 5 cwoi fosio (reraden A, Aj drolioii, so durchlaufl die 

diircJilaiifeii, so bewogi sicli Spitzo dos Droiocks chion 

dio GruudUnio als Tan- bosLimmlen Kogol solini it 
gciiU irgend ciiiofi bcstiinmtcn [3323^], dor iiaineiitllcli (lurch 

Kogolschnitios [AAJ, dor aiioli die zwei fosloii PuuoU gebt/^ 

die zwoi festoii Goraden bo- Tsl sowohl bb, als cc^ gloicli dor 

riihri/^ 1 st sowohl dc^r Winkol bcstiuuligcn GrimdUnio aa^, so sind 

(ddj als (ee^) doin bostandigeu d, o, dio don Pimcton 33, 35, z«- 

Wukel (aa^) gloicli, so sind b, e, gohdrigon Tangonton dos Kegol- 

diejcnigeii runcto, in wolcheii die scimittos (§ 38, IV). Da dio nii- 

Goradou A, A, vom Kogolschniltc ondlicli ontferutoii Punclc dor Gom- 

bcvuhrt \vm\m (§ 38, IV). Spitter deii A, A^ oiiiandor (jjitspi’cclieii 

wird sicli zoigen, dass dor raiict (§16> HT^)) so muss uothweiiclig 

(2323i) allomal Broimpuiuit dos Ko- (AA,) Asymptolo dos Kogelsclinit** 

gelsohnitfcos ist**). tos, imd folglicli muss diosor ciiio 

■ Ilyporbol soin; u. s. w. 

V, Sind vior Gorade A, A^, Ag, untor oinandor projoctivisch, 

uiul Huid vsowold A iind als imd gloicli, und liogon sowohl dio 

orstoro]!, als dio letztoren aiif oinandor und sind gloichliogond (wi(i otwa 
in Fig. 49), und bofindon sich A iiud A, in p 6 rspoctivischor, dagog( 3 n so- 
wolil A und Ag, als A^ und A.^, als Ag imd A 3 in sohiofor Lago, wonaoli 
also joiio oincii Projoctionspiinct S3 luibon und dio lok/ctoren droi Kogol- 
sclinitte [AA^], [A,AJ, [A^Agj orzougou; — und sind audororsoils von 
vior projGctivi.sc]ion Slrahlbiisclieln S3, SS^, SSg, SBg (Fig. 50) sowohl S3 

imd S 3 j, als 33, und 33^ gloioli, oonoontrisoli und gleic^liliogond, und boliii- 


*) Liisst mail dio eino (jomdo, otwa A^, sich ontfomon, bis sio ziilotzfc in iinciid- 
lichoi PciJio gcdacht wild, so siolit man, dass alsdaiiu dio Strahloii aj, ag panillol wot- 
don, und inithin doi Winkol (aag) auch hosthiidig wird, wcim (a a,) cs ist; da nbor in 
diescin Pallo dci Kogclschnitt [AAi], vormogo dor uiiondlicli onlforiiton Tangento A,, 
cinoPaiabel soin mass (§30), so iliosst claiaiis dor folgondo boknnnto Satz; „Bowogt 
sich (lor Schoitolrt oinos bostundigon Winkols(aaj) in oinor fostoii Goia- 
doii A, wkhroiid dor oino soin or Sclicttkol a sich iim oiiion f os ton Punct 

(Ircht, so bowogt sich dor and or 0 Schonkol ag als Tang 011 to oinor 
bestimnitoii Parabol, wo I oho aiich jono fosto 0 ora do bon'iJirt (uiid don 
festoiiPnnct ziim Bieuninmct hat).“ — Andororsoils (rochts) entstobt obonfalls oin oigoii- 
thiinilichor besoiidoior Fall, wonn man dou oiiion Punct, otwa 53i, sicli iiPs Piioudliclio 
oiitionion liisst, Audi Jumnoii bior dio Ucradon A, A, iihiilicli angcnonitnon woidon, 
wodnrch doi obigo Satz wosoiitljch voraiulcri wird, 
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flen sicli S3 iind S3, in porspcctivisclicr, dagogcjn soAvohl S3 und 23^^, sils 
S3, und 33y, ills S3y luid S33 in scluofcr Lago, woiuioh also jcne eiiioii per- 
speclivisclion Durcliscliuitt A liabon, und tlio letzteron clroi Kogolselinitito 
ei'zougeii miissen, so ergoben sicli aus dicsor Zusammcnstclliuig unmittolbar 
folgendc ziim Tlicil bolcaimte Siitzo: 

„Bloibon z^Yoi gegonuber- „Bleibcii zwei gegoniiber- 

stohonde Soiton an^, a,Ci 3 oiiics stohende Winbol (uaj, 

vorandorlichon volLstiindigou einos voraadorlichoii vollstaii- 

Vierocks aa,aaa 3 (Fig. 49) dor digon Viersoits (Fig. 50) 

Grosso nacli l)cstandig, al)or dcr Grosso nacli bosLandig, 

bowogon sio sicli in irgond abor drohoii sio sicli inu iliro 

zwei foston Goradon (AAJ, fosUn Schoitolpiincto (SSSS^), 

(A^Aj), Avalircnd oino drittc (SBjSSg), wiiliroiid oino drilto 

Soito aOj sich um irgond Eckc (aa,) sicli in irgond oincr 

oiiion foston Punct 33 drelii, foston Goradon A bowogi, so 

so bowegen sicli die droi iibri- diirchlaufou ’dio droi iibrigon 
gen Soilen a^rtg als Eckon (aaa), (a^a^), (a^a^) irgond 

Taugenton droicr Kogol- droi Kogclschnitto [SSSJg], 

sohiiiUo [AAJ, [AjAJ, [A 3 A 3 ], [33,33,], ^voYon jodor 

woYon jodor jono zwoi foston durcli jono zwoi foston Punoto 

Goradon boruhrt.“'^) golit/^’^) 

47. Von dor grossen Mongo von Vorbiudungen projectivisclior Gora- 
don und obenor Strahlbiischcl soli hior nuv nocli folgciido Vcrbinclung 
Platz llndon, welclio zu solchcu ziisaimnengosetzteu Siitzon (odor Porisinen) 
imd Aufgabon fnlirl, die nach dor Art, yuo man dorgloichoii Siitze und 
Aufgaben boi dor bislior gewdlinliclion Darstcllungsweiso 7 Ai wiirdigon pflegt, 
loicht fiir bodoutendor und sclnviorigor gohallon wordon diirfton, als sio 
os nacli Maassgabo dor gogenwartigon Entwickolung in dor That sind, 

Es soion ill oiner Ebeno n boliebigo projoGtivischc Gorado A, A,, 
A,, . . . A,i-~i gogobeii, wovon jc zwoi sicli in schiofor Lago befindon 
(inithin jo zwei eiiion KogoLschnilt orzoiigoii), so erzoiigoii sic iin Ganzoii 
J^ii(n — i) Kogolschnitto, imcl zwar wird durcli jo oiiio Roilio ontsproohon- 
cior Punoto, wio otwa diirch a, a,* a,, ... (In-i, oin vollstaiidigos ii-Eck 
besLimmt, von dossen -^-11(11—1) Scitcii (§ 19 ) jodo cinoii von jonon Kogol- 


') Don Satz rechts (wonn iiiimlich nur ctoi Kogolsclniiit [3^j3b] bonicksichtigi wird) 
liat Nctoton 7-iir Erzougung odor Bcsclircibiing dor Kegolscbiiitto angowandt (Princip. 
phiL naU viaih,)^ und Mac^Laurin benntzlo ilm in soinoi ovgnnisclicn Crooinetiio, 

Dio obigon Sutzo sind nbiigons, wio man bomoikon wild, nm bcsoiidoro Filllo von 
donjonigon Satzen, dio statlfindon, wonn einoi soils A und Ai, mid andororsoits 33 mid 
513, nidit poispoctivisch, sondern schiof liogeu, wo alsdaim dio Scito a a, sich als Tan- 
gonto oiuos dio Goiadon A, A, boiiiluoiidon Kegolschnillcs bowegon, mul aiidoi soils dio 
Ecko (ani) oiiion diucli dio Pimcto % S, gohondon Kegolscbnitt durchlaiifon muss. 
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scliinllmi hcriihrL Diirch ii— 1 der geimmitcn ICogGlHolinittc, dio zusaininon 
von alien Goradon abliiingon, etwa diirch die KogeLscliiiiito [AAJ, [A^AJ^ 
[A. A .], ... [A„_2A„„j], d. li. diirch die ii—l Kogclschniitc, avoIcIio, wciin 
man die Gcraden in cine Reihe geordnot hat, von don uiiiniitolbar aiii oin- 
aiidor folgondon Goraden aldiiingGii, ist ollcnbar nmgekeliri die project! vlhclio 
Bezicluing dor Goradon, iind sind somil aiicli allc u))rigon KogolsclnuiLo 
bestimmt. — D<a andororsoit^ Enlsprochendes stattniidot, so folgon also 
naohstclioiide umfassondo Satze; 

I. „Wonn ill oinor Ebeno 


hich n boliobige fosto Gorado 
A, A,, Ag, ... An^i bofindon, 
von denen, • dor Roihe nach 
gciiommoii, jo zwoi iinmittol- 
bar auf oinandor folgondo 
von irgond oiiiom bcliobigon 
fostcii Kogolschriiite boviihrl 
wordou, so dass also im Gan- 
ZGJi n— 1 Kogolschnitio [AAJ, 
[A,AJ, ... [A„_- 3 An.-i] vorhan- 
don sind, und wonn oin 
vorlindorliclics vollstiindigos 
ii-Eck aa,n^,...an~i sich so bo-- 
wogl, dass seine Eckon a, (t^, 
Ha, ... fln-i dor lioilio nach 
joiio feston Goradon durclilau- 
fon, wlihrond diojonigon n— 1 
Sciten dossolbon, wolcho die 
nach dor Ordnung iiniuiltolbar 
aiif oinandor folgondon Eckon 
vorbiiulon, also dio Soitonrta,, 
n^a^, nyOg, ... au.^3an.~i sidi bo- 
ziolilich als Tangonton um jono 
fc.ston ICogolsohnitto horumbo- 
wcgeii, so bowogon sick dio 
|(n~l)(n— 2) ubrigen fcloiton 
als Taiigoateii iiiii ebon so 
violo Kogolschnitto, von do- 
non Jodor insbesondoro diojo- 
nigon zwoi fostoii Goradon bo- 
riiliri, wolclic von don End- 
piincton (lor zugoliorigon Soiio 
durchlaiifon wordon," 


I. „Wonn in oiiior Ebono 
sicli 11 boliebigo fosfco Piinclo 
S3, S3,, SSg, ... S3ti~i bofindon, 
von dciion, der Roilio nach 
goiioinmon, jo zwoi unmittol- 
bar auf oinandor folgdiido 
in irgoiul oiiiem boliobigon 
feston Kogolsohnitto liogoii, 
so dass also im Ganzoii n — 1 
Kogolschiutto [33S3,], [S3,S3J, ... 
[33,1-9 S3,, -i] V 0 r li IX n (1 0 u si ii d , 
iiiul wonn oil! vcraiidor- 
liclios vollstiindigOH ii - 8oit 
aajaj), ... a„^i sloli so bowogt, 
dass soiiie Seiton a, a^, a._j, ... a„-,i 
dor Roiho nach sicJi um jono 
fostoii Puucto drolion, wahroiid 
diojonigon n — 1 Eckon dossol- 
bon, ill wolchon sich dio nach 
dor Ordiutng uiimUtolbar auf 
oinandor folgondon Soiton 
schuoidoii, also dio Eckon a a,, 
a^a^, ajjaa, ... nach dor 

Ordnung beziolUich jono fostoii 
Kogolschnitio (lurclilaufoii, so 
durchhuifon dio ^(n - J)(n— 2) 
{ibrigon Eckon dos n~ Soils 
ebon so violo vorschiodoiio 
Kogolschnitto, von wolchon 
jodor iiisbosondoro durcji dio- 
joiiigon zwoi fostoii Piinoto 
goht, iim wolcho sich dio zwoi 
Soiton, die sich in dor zugohii- 
rigon Eoko sclinoidoii, drolion/^ 



‘i'?- Z^usainiauiii'cscl^tcic Satzo iind Voiisaiuu. 3i)i 

Zli dor gvos«en Mciigo l)esonclGror Fallo, wclclic in don vorsLolicnden 
Hdlxcn onthalton sind, iiiid die iiamoiillLch dadiiroh onttitelieii ^ (lass man 
dcii Crobildon A, A,, ... odor 33, , S5,, ... cEgoiitliiimliolic Lago 

/Ail<oiTimcn liisst, odor sio als gloich, odor dio ei\stor(!ii als iilinUch an- 
nimint, n. s. w., golioron z. B. auch folgonde, wo nihnlicli angcnommon 
wird, YOU den Gobildou A, A, , ... An_j, odor S3, 33, , ... S3j,_i bcfhKl(3n 
na(ih tier lioiho, jo zwoi unniitlcilbar aiif oiiianckr folgciulo in poi- 

voroiiifaohcn sich die obigen Siilze 


sjiGctivisolier Lago, Jn diesom Fallc 
aiif folgondo bckaniitc Satzo; 

TI. jjDiirclilaufou die Eckou 

Cl,, ... (\n-i cincs vcv- 
a n (I orli cJion vollslitiuligon 
n-Eolcs iiacli dor Hoiho n 1)0- 
liobigo fefito Goradc A,, A^, . . , 
die in einov Ebonc lie- 
gon, wiihroiul n— i Sciicn dcs- 
«cl)>eii, dio irgciid cinoin oin- 
raclicn u-Eclc aiigGliorcu, aus 
wolchon das vollslandigo be- 
atchl, otwa dio Soiten aa,, 
(t,a 2 , . .. On— eCtji-i, «i<^b nm ebon 
so vide bdiobigo fostodbinctc 
33^ SS,, ... 33n-i diudtcn, so bo- 
wogon sich dio -^(n — l)(n — 2) 
librigcn Sciion, oinzoln go- 
no in in on, als 3' an gen ten um 
ebon so vide lCcg(5lachni ttc, 
von don on jedor diojciiigon 
zwoi fosten Ooradon l)oriilirl, 
wolcho, dio zwoi Edeen, die in 
dor ziigohbvig( 3 n 8eito liegcii, 
durohlaufon.“ Anf dio gcjnannlcn 
n — 1 8oilon aa,, aa_., . . . an-:iCi„-i 
lionnlo man fernor den nolHjnstohuii- 
doii Satz anwonden, wodurcli dor 
diossoiiigo 8atz iiocli ausgodoliiilcr 
wiirdo, 


il. „])rohcii sicli die Sciion 
a, aj, a_,, ... an_i oines vor- 
iuidorlichoii veil fiiiiiidi gen 
n-Seiis nacli dcr Keiho um n 
boliebige i'osto Biuicie 23, SSj, 
SSg, ... S3n-i, dio hi oinoi’Eljono 
liegon, wiihrond n— i Eckon 
do.ssolboii, die irgoiid (jinoin 
oinfaclion u - Eck aiigolidron, 
ans welcliou clas voUstiindigo 
bostclii, otwa dio Eckon aa^ 
a,a.j, a„_i>a„_i, oben ho auo 1(’ 

boliebige fostc <rorado A, 
A,, An_‘j dnrckliuifon, so 

durcblaufon dio ^(n — l)(n — 2) 
iibrigon Eiikon, oinzoln geiioin- 
nien, cine gloiclic Anzahl be- 
stimmtor K(3gdHdinitte , von 
doiion niimlicliL jedor diircli die- 
jenigen zwoi fcsfccn Piinci(^ 
goht, um wddio sicli die zwcii 
8(iiloii, dio sicli in dor ziige- 
htirigen Eoko "sclinoidon, dre- 
licn.^^ Alii* die gonaniitcn ii — 1 
Eeken ua,, a^a^, ... a„„ 2 a„_j kuniiio 
man Ibriior don nobonstohonden 8aLz 
auwoiidon, wodnreh dor diassciligo 
Satz iiooli vollstiiiidigcr wiirdo. 


Dor Salz links wurdc ziionst von limikenridge bewicsoii**); inn dio 
EiTiiidung Ginos Thoilos diosc.s Satzos slrUt or sicli mil Mac-Laurin (Pliil. 
I'riins.). 


'*) lOxercilatio goonieirica do dosci iptioiic lincanim cmvariun, 
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Das»s 1111(1 imviofcm clio oliigoii Slitzc (§ 22, II) wiocloriiin besoiidcrc 
I'iillo cler vorstolieiulon Siitzo sInd, wird man loichi walirnohmon. 

Jlio folgoiidcn zwoi Aulgabeii Hind aiif iiliuliche WgIho iimfnsHGiicI, wio 
dio oijon stoliciidon Satzo (f).: 


III. „Werdon von don Sci- 
ton A, Aj, ... A„„i oiiics bclio- 
bigiiji n-Ecks jc zwci unmittol- 
bar aiif einander folgcndo von 
irgcnd einein Kogelschiiitto 
boriihrt, welclios im Ganzen 
a Kogolscliiiilto [AAJ, [AiAJ, ... 
[An_iA] sind, so soil eiii an- 
dores n-Eck bcscliriobou wor- 
deii, dosson Eckon a, Cl,, ... Ciu^i, 
nacli der Roilio, in don Soiton 
jonos 11 “ Eoks liogon, iind 
dosson Soiicn ao,, OjAg, ... an-ifl, 
nach dor Reibe, jono Kcgol- 
scliiiiitc beruhrcn.^ 


III. „LiogGn von don Eckon 
SS, 33,, ... S3,i-^z Gincs boliobi- 
gon n-Eoks jo zwoi uiimittol- 
bar auf oinaiider folgondo in 
irgond cincm Kegoscjlinitto, 
welches im Ganzon n Kogol- 
schnUio [3333,], [S3, SSJ, ... 
[33n_iS3] sind, so soli oiii an- 
doros n-Eck bcschriobGii wor- 
don, dosson Soiton a, a,, ... an_i, 
uacli dor Roilio, durcli die 
Eckon joncs ii - Ecks gclion, 
und dosson Eckon aa,, a,a^, , . . 
a,i_ia, nach dor Roilio, injoiion 
Kogolschniltoii liogon. “ 

loicht goldst 
ang{5- 
hborhisson 
von 


Dio Mitlol, diirch wclcho die vorliogondcii Aiifgaben 
wordoii, .sind in dom Bishorigen ontliaUcu und bcrcils molufach 
wamlt, so (lass ich dio Aiilldsnng dcin Loser zur Solbstilbung 
darf. Dio friihorc Aiilgabo in § 25 i.sl iibrigons cin bosoiidoror Rail 
jedor dor zwoi vorstohonden Aufgaben. 


A n m 0 r Ic u ri g. 

48. Es ist Iasi iiborfliissig, nochinals zu orinnorn, das.s dio von § 41 
an bis hiorhor durcligcfiihrioii Boirachiiingon, donon projoctivischo (lobildo 
(Gorado iiiul ebeno Stralilbiiscliol) in dor Ebono zur Orundlago dicntoii, 
ani onlsprcchondo Woiso boi projoctivischon Gobildon (obono Slrahlbiisclicl 
und Ebonoiibiischol) im Strahlbiischel im Raiiino sialtliabon, ja (lass dio 
Rcsiiliatc jciiov Coirachtiingeii, sogloich auf dio lolziorou Gobildo iibor. 
tragoii wordon koimon, wenn man namlicli, wio boroits obcii angegobon 
wordon (§33 mid Endo §36), ubor<all; Sirahl, obonor S irahlbiiscliol, 
Ebonoiibiischol, n-kaiitigcr Kdrpcrwinkol, ii-soitigor Kbrporwinkol* 
Kcgol(zwoilcii Grades) bczichlich statt: I'unci, Gorado, oboiior Sirahl- 
biischol, n-Eck, n^Soit, Kcgolschnitt soizi. — Eboiiso iiiulon clio 
Ilctrachtiingon auf cnlsprochoude Woiso auf dor RiigoUlacho statt, und e.s 
Li.ssoii sicli (lie genannton RoHullato alinlichorweisc auf diosolbo iibortraffcn 
(§ 34 und § 38). 



Ki/ouj'iiisso })iojL‘djvisehc» (roliilde, wolchi* im Raiuno heliobig liogisn. 
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Erzoiigiiif^so ]}i ojocti Y ischor (-iol>il(lo iin Riiumo, 

49. Es iat nun nocli zu uiilorsiiclicn (§ 39), was fiir Figuroii <liircli 
(lie Giitsprochendon Elomenlcnpaare irgend zwoier projcciLviKelioii Gcbildc, 
die aicli wodcr in dcraolbon Ebeno, nocli in d{3mHclbGii Straiilbiisctiol, son- 
dern bcliobig im Rauine bofindon, orzougt wordon. Bio droi Arton von 
Ciebildon, Gorade, obono Straldbiiscliol mid Ebcnonbusohcl, gobon in dioacr 
llinsicht, Avonn aio paarwoiso g( 3 noinjnen worden, folgciido sochs Fiillcs; 

1) oiiiG Qorade A und ein Ebononbiischol 

2) vAVCii eboue Stralilbiisclicl 33, S3,, 

3) oin Ebenonbiisclml §t und cin oboncr Straliltiiiscliel SS, 

4) ein ebenor Slrablbiischel S3 und ciiio Gorado A, 

5) YAvoi Gorade A, A, und 

6) zwei Ebononbiiscliol SI, S(,« 

Von dicsen soclis Fiillcn Hind dor fiinfic und soehslc ungloich wich- 
Ligor und folgonvoiclior, als die vicr ilbrigcn; lotzloro ftollcn dabor zuerst 
besoitigt werdoii. 

I. Liegon /Avoi projcctivisclio Gobildo, eino Gorade A uiid ein Ebonon- 
biiscliol SI, bcliobig im Rauino, d, h. bofindon sie sicli in sclucfor Lago, 
so findot kein unmiiiolliaros Erzeugniss durcli ibro onispi’ccbcndon Elo- 
jiiontenpaai’e statt. Ein mittiilbares Erzoiigniss wirct unleii im Anhango 
gGgebon (§ 60, 26). 

IT. Idogon zwei projcotivisclic obono Stvalilbiischcl 33, S3, bcliobig im 
Raume, so gebon sie ebonfalls koin luimitlolbarcs Erzeugniss, wold aber 
findot bei ilmon dor folgondo Umsland staU: 

jjLogtinaii von irgciul oincm boliobig angonominoncn Punclo 
® aus Gorado, wolclio dio enlsprecboiulGn Stralileiipaaro a und 
a,, b und b,, o und c,, dor Strahlbiiscliol 33, SS, sobnoidon, so 
liogon alio dioso Goradon in einer Kogolfliicbc 3)^^^ zweiton Orados.“ 

Dioscr Satz griindet sioli axif don friiboron (§ 38, Jf, reebts), Donn 
donkt man sich zwoi Ebononbuschel 31, St„ deren Axcri durcb don Punol 
S) gobon, und wolclio mit den gegolioncn obenon SlralilbuscliGln S3, 33, 
por.spGotivisGU sind, so wordon diosellion imlor sich projociiviscb scin, imd 
mithin wordon dio Diircb.sclmiLtc dor ontsprocliondon Ebononpaarc a und a,, 
P nnd pj, y und y,, . . ziifolge dos angcfiihrton Saizos, in ciner Kogeb 
llilehc liogon, und da dioso DurclischniLLG oFcnbar die goiiannton, durcb 
don ibmet S gclcgton Gcradeii sind, so folgl daraiis die Kiclitigkoit dos 
vorstobondon Saizos. 

fll. Liogon zwoi projectivisclio Ocbilde 3(, 33 — oin Ebeiionbiischol 
und oin obonor Slrablbnschol — boliobig im Raiuno, „so liogen offon- 
bar dio Puncto, in welchen dio ontsprocliondeii Elomentonpaaro 
« und a, p und b, y und o, . . . sich sohiioidcn, in irgend oinom 



Kizcugnisso projoctivificljer Gobiklo. 
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Kegelscliiiitt.'^ Doim die EI)ono des Stnililbuscliols S3 HcliiioLdot (lo!i 
Ehonenljiischel S( in einem cboiion Sb-ahlbil^chcl ^volchor iniL doiii 

81rahlbuschGl S3 projcctivisch ist xmd mil; ilim don gGnaiiiiioji ICogolschiiilL 
ej'zeiigt. 

IV. Liegeii zwei prqjoctivisoho Ocbildc A, 33 — oiuo Oomde uiid 
cin cl)Giicr Htrahllni.scliol — boliebig im Rauino, so wire! durxdi Jo zwoi 
oatspiechondc Elemento dersolbcn eine Ehono Imstimiiit, d. li. durcli jcnbin 
PiiiiGt a, bj c, ... dor Geradon A luid durcli don ilun enlsprocliondon 
Slrahl a, b, c, . . . dcs StralillniHchel« S3 gold ciiio bostinunio Ebono, mid 
es fnigtsich, wclolicm Gc.selz diosc Ebonon insgcsamint uiilorworibii .soicai? 
Diose Frago kaim loiclit durcli friilierc Satzo lioanlwortot wordoii, z. i). 
wic folgi. 

Deiilct man .sich cinen Stralilbiischol 33,, wcichor mit doin goguixnion 
33 conceiitriscli und mit dor Geradon A por.spcctiviscli isl, .so wircl also 
dorholbo mit 33 projoctiviscli soin, imd die Ebonon, wolcho clurch dio onU 
slircchenden Stralilonpaarc dor iieideii *Stralill)([schoI 33, 33, gohon, wtsrdon 
onbnbar die vorgenannton, zu untcrsuchoudoii Ebcncii soiii. Nutt woi'don 
allc dietie Ebonon, zufolge §38, II, von oinoin Kogol zwoiloii Grades 
borfihrt, imd zwar fiiidot dabci dor liosondoro Uni.sland Hiatt, dawn dio 
Ebonon dor Htralilbiisohcl 33 , 33, vom Kogol in donjonigoii zwei iStiabloii 
bornlirt werdon, doroii eiitsprocliondo in ihrom Diirclischnitto voroiiugL Hind. 
Dahor wordoii aiicli dio GobiJdo A, 33 vom, Kogcl in donjoiiigon EIoiimnUMi 
beriihrt, doreii enlsprochondo in ilirom gogon.soitigon Durohscliiiillo zn- 
siunmontreiron, d. li. trifft dio Gorado A don Blrahl d duH HtruhlbuHoliolH 
23, und xvird sio von domselbcn im Vunoto c gotrollbn, so wird hio vom 
Kegel im Fimcto b und dio Ebono dos StralilbiLschoLs wird von dcmisolbon 
im Strahlo o bonihrt. Domgoinass folgt der nucli.sLolioiido Watz: 

„13ofindGn «icli oino Gorado A und oin oboiior fcJ trahl bfisolMsI 
S3, die projccfciviscli sind, im Ruumo in bcliobigor Ixigo, so Im- 
riilircn dio Ebonon, wolcho durch iliro ontHjn'coJiondon Htu- 
mentoiipaaro bo.slimmt wordon, irgciul oino Kogoiriaclio zwoitou 
(irade.s, doren Miltolpuiicl (Sclioi tol) mi t dem Mittol |)uno t 33 das 
StraJilliiLschcls zusammcnfullt, und wolcho dio Gorado A uihI die 
Ebeno dos StrahlbiischoLs 33 in doiijonigon Elomon ton b, o bo-' 
rulirt, deron entsprccliondo d, c (im gogonsoitigon Durolisobititlo 
dor Gebilde) sich troffen/^ 

Boi diesom Satzo konneii folgondo zwoi bosoiuloro Fiillo ointmlon. 

1) Dio Gorado A kaim don ftUttolpiinct dcs Strahlhiischol.s S3 troflon, iluuii 
reducirt sich dor gonannto Kogol auf dio Gorado A, d. h. In diosoiii h'allo 
hilden dio gonannlen boruliroiidcn Ebonon ciu EboiionbiiscJioI, doHson 
A ist, 2) Dor Slrahlbitschcl S3 kann aus oiiioni Wystom parallolor iSi.raliloti 
bestcheu; danii Iriti an dio S to lie do.s Kogol s oin Gylindor. 



50. 
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50. You don obigcn scchs Pallcii m\A nun noch die zwoi wichtigstcn 
unterftuchou (§ 49, 5, 6), niimlich cs ist noch zu imtcusuchon, wclcheii 
Grosotzon bei zwoi projcctivisclicn Ooradon A, Aj, dio im l^aume bolicbig 
iiojgcn, die siimintliclion Projoctions&tralilcn, uiul bci zwoi projcctivischon, 
im Raumo beliebig liogoiidcn Ebononbiisclielii §1, 3t, die IJurchschnitts- 
liiiicn rlcr ciilsproclionden Ebenenpaarc imtcrworfcu siiid, d. h. wolcho 
Figuron durch sie erzougt werden, iind wolcho bemorkenswcrtlie Unihljiiidc 
clabcl stailfindon. Naolx dor Art, wie vorhin dio vier librigen Fidlc be- 
traclitot warden, lasscii sicli hbor dio gogonwartigen Fiillo vorliiufig fol- 
goiiflo Eigcnschafton aiigebcn. 

Bodndcii sicli zwoi projoctivischo Gorado A, A, in bolioljiger Lago 
iin Kauino, so wird jeder bcliebige Puiiot 3) mit alien ihroii Projcctions- 
Ktralilcn oin SysLom yon Ebonen bostinimon , wolclie die gesammicii Eo- 
riilii‘Lingsobonoii oincs Kcgols zweiion Grades siiul. Donu denki man 
Hioh zwoi cbone Strahlbiischol 53, S3,, doren MittolpuncLe in S) liegcii, iind 
w^olcliG mil don gegebonon Ooradon A, A, pcrspcctivisoli sind, so sind dic- 
RolboJi untor sich projociivisch (§ 11, III) and orzengon (znfolgo § 38, II) deii 
goiiiinuton Kogol, woil on’onI)ar die Ebonen, wolcho durcli dio cntspi’oclioudcii 
Slrahlonpaarc dor Slrahlbiischcl 33, S5, gohen, clicsclbon sind, wic diejenigon, 
welclic durch don ViincL 3) and (lurch die cntsprochondcu Puuctojiaarc 
(odor dio PrqjooUonsslrahlon) dor Geradcn A, A, bcjstiinini worden, wo- 
lior donn dio llichligkoil dor oben ausgcsproclioncn bodiauptiing crhellfe. 

Bofindon sicli andororsoits zwoi projociivis(’,ho Ebeiicnbuschol S(, St, 
ill boliobigcu’ schiefor Tiago im llaiimc, so wird irgend oino Eboiie E die 
gosaminicn l)nrcIiS(jhnittslinion ihror cnlsprcohondon Eboiionpaavo in dhmn 
KogoLsehnitto schnoidon, d. h. die Ihmcto, in wclchon <lio Ebono allou jenon 
Diii’chschnitlsliinon bogognoi, bildon irgend oinen Kogcischnitt. Denn dio 
Ebcne R sclinoidoL die gogobenon Ebononl)iisc5he! St, St, in zwoi ebonen 
Sti'ahlbiiscboln S3, S3,, wolcho projociivisch sind (well St iind St, es sind), 
uiid wolcho also (ziifolgc § 38, IV) oiiion Kegelseliuitt orzcugeii, dor 
ofleubar dor vorgoiiaiinto Kegolschniti isL 

Doinnach folgl also zuvordorst: 

^Wonn zwoi projoctivischo „Wcnn zwcii projoctivischo 

Geradc A, A, im Rauine belie- Ebcnenbiisclio! St, St, im Raumo 

b ig 1 logon, HO sind die Ebonen, bolicbig liogon, so wird dio 

WLilclio irgend oin boliobig an- Figur (Fliiche), ivolche (lurch 

go iioininenor Punct 3) mil alien dio gesammlcn Durchsclinitls- 

ihron [bmjecjlioiisslrahlon be- linicn ihrer entsprochendoii 

siimmt, die gcsammtoii Re- Ebenenpaaro bestimmt ivird, 

r ii hriingsobonen einos Kogcls von jcjdor beliobigeii Ebono E 

zwoi ton Grades, wclchcr jenon in irgend oiiiein KegoLscdinitlo 

Piinet zum M i Liolpiincl hal.*^ gesohniltoin" 
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51. Uin die bo^^onnono Untersuchung (§ 50) nacli iliruin ganzen LFm- 
faiige (lurclizuniliroiij dieiio folgojide Bofracliiung, diircli weld to dor OogoiN 
stand vollstiindig und Iclar dargcstellt wird. 

J. Sind zwoi ticradc A, A, mil oiuoni und dcnisclboii Ebenoiibiiscltol 
(wclcher ziir Zwookiniissigkoit fiir dio gcgcinvartigo Betraclituiig durch 
A.., Htatt dnrcli 51^,, wio bisJior, bezciclinot -wordcii sol]) porspcctiviscli 
(§ 28, JII), so siiid sio iintev sicli prqjcctiviscli, iind wenn sic oinaiider 
nioJit sclinciden, so wird man ilii’o Lago als eine IjoUebigG scliiofo iaigo 
im lianmo ansehen Icoiinon. Da die ontsprecliGiidoii Ibmotopaaro a und a,, 
bniul b,, c inid c, u. s. w. dor ficradon A, Ajj in dcti Ebenon p,, 
u. s. ’sv. des Ebcnenbiisuhcls Ajj liogcn, so innsson aucli ilivo Prqjociiojis- 
htrahlon cc, ii. s. w., odor a, b, c, . . . in dioson Eboiicn licgoii; 

daher schneidon alio Ib’ojoctionsstrahlGn a, b, c, ... dio Axo A^, so 
dass also dicsolben ciii System von Cloradcii Inldoii, wovon jodo die droi 
Goradon A, A,, A^ sdmeideL — Sind andorersoits zAvci Ebonenbiisohol 
A, A, mit cincr iind dersclboii Goradon A,^ perspociivisch, also untor sicli 
projeetivisoh, nnd liogon ihro Axon A, nicht in eijiov Ebono, so dass 
also iln'o Lago als bolicbig scliicf angeselion ^vcrdcii kann, so bogognon 
dio Dnrchsolmittslinion jo zv'cior enispvochondor Eboiion dersedbon, d. h. 
(lie DiirclLscbnitlsliniGn tier Ebononpaaro a itnd oc,, p und p^, 7 uud Yj, 
11 . s. w. oftonbar jodor dor droi Goradon A, Aj, A^, 

TI. Gclitman iinigclcGlirt von dor Fordoriing aus, os sollon, wonii im 
Raiime irgond droi Gerado A, A^, Ag, wovon Icoittc zwoi in oitior Ebt'iio 
liogon, gogeben sind, andoro Gerado a, b, 0 , d, ... gerundon wordon, 
wolclio jono drei .scliiicidon, .so wird man naoli dom, was man soobott 
(F) gCRoliGii hat, aiif folgondo zwoi Arton dor Aufgabo iliroin ganzoti Uni- 
fango nacli geiiiigon: 

rt) Diiroh oinc dor droi gogobenen Goradon, otwa duroli Ag, donko 
man sicli oinc bolieltigo Ebono a„, so wird diose dio zwoi iibrigon Gm-a- 
don A, A, in zwoi Pnnoton a, a, schneidon, diirch wolclio oino Gorado 
odor a bcstimint wird, dio offenljar dor Fordoriing goniigt. Liisst man 
iuni in dor Vorstolliing dio Ebono sich nm A,, horiimbewogoii, so sicht 
man dio Gorado a laiigs dor droi Goradon A, A,, A^ fortgloiton, nnd zwar 
so, dass sic uolhwondiger Woiso nacli nnd iiach in dio l^ago Jodor andoroii 
Goradon b, c, d, ... golangfc, die dor Aufgabo gomigi. Zugloicli folgi 
daraus, dass diircli jodon Punct jodor dor zwoi Goradon A, A^ oiiie, abor 
nur oiuo oinzige sclineidoudc Gorado golit. Dcun da dio Ebono 
diirch ilu’o Bowogung oiii Ebononbiisclicl A.^ be.schroibi, so sind dio Gora- 
den A, A,, 111 Ansoluing dor ontsprochonden Puuotopaaro a und a^, h und 
6 ,, u. s. w,, in welchen sie nacli oiiiaudor von joncr bewogtoii Ebono go- 
schnitten ivordoii, projoctiviscli (§ 28, III), d. li, .sio wordon von don go- 
.saimnion Goradon a, b, c, d, . . . , wolclio dio droi Goradon A, A^ , A^j 
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sclineidc'ii, prqjt^ctiviscli goschniitcii, so (lass diose 8ohaar Crcrader ihro 
Projeclioiisstrahlon siiid. Diejcnigen zwoi schncidciid«ii Ocradeji oiler l*ro- 
jectionKstralilon q, r, wel(5lio nach dun iinondlloli cnKemlon Piinetcn q, \\ 
dor Goraduii A, Aj gorichtct siml, also die Parallulstiahlcn (§0), crldilt 
man, worn) die buwogie Ebciic in die Lagc komint, wo sie niit A ocler 
Aj parallel int; isi sie niimlich init A parallcil, so wird sic die andcre 
Gerade A, im Piincto sclmckbn, iind isl sic mil Aj parallel, so wird 
sic d(ir A im Jkincin v |jog(^gncii, uiul alsdann siiid die Stralilcii, \\'cleh(^ 
man diireli dicso PiincLc q,, x den Gcradon A, parallel '/ieht, die ge- 
iuiniil.cii ParallclvSirahlon q, r. llicrdurcli ist uucli zugleieli die Aiifgabc^ go- 
lost: „lMejonigo Oerado (q odor v) zii findon, wcloho irgoad zwei 
(ini Raiune) gegobene Geradc (A,, niul A,, odor und A) sell no idol 
uiid mit irgeiid cinor gogebenon drition Cioradcn (A odor A,) pa- 
rallel ist.“ 

Qleicli wio die /.wei Gcradon A, A, voji doi' fteliaar Oerader a, b, (!, 
d, ... jirojeotivisch goselmitton wordon, ebon so werden aiudi die '/wei 
Goradon A, A,,, odor A^^ A*,, und also alb' droi OeradiMi A, A^^ A,^ von 
dGiiselbcn projeotiviseb gc.sdmitloiu 

A) In oilier dor droi gogcliouon Govaden, ohva in A.,, nolime man 
ciiion beliobigon Puncl. Qg an, und dcnlcc sich duicli dioson und (lurch die 
y;\voi iilmgou Gcradon A, A, zwoi Eboiion a, (y,, .so wml die DurcliKohiiitts- 
linio ii der lotzicroii oflenbar dev obigen Pordcrung goniigoii, d. !i. sic 
wild die droi Gcradon A, Ap A^ sclincidcn. Liisst man mm in der Vor- 
stollung don Punct Ug sioli in dor Gcradon fortbowegon, so winl die 
goiiannlc Piirclisclmitislimo a liings dor droi fosion Goradeii A, Ap Aj 
fortgloiton, und zwar ho, (lass sio nach und nacli in dio Lago jedor aii- 
doroii Goradon b, c, d, , . . gclangi, dio dor Aufgabc goniigt Diirch jodeii 
Puiiot dor Goradon A^ goht dcmiiaoli oino, und nur oijio Gorado, weloho 
dio drei feston Goradon A, Ap Ag schneidob Wiilirond (lor Punct dio 
Gorado Ag durcliliiurt, dvclien sich dio gonannten Kboiion c/, um die 
Axon A, A^ imd bcschroibon also zwei Ebojionbiisclicl A, A^, dio untor 
,sicli pjrojcctivisch sind, woil boido mit dor Goradon Ag perspocLivisch siud, 
1111(1 doron oiitsprocliondon Ebonen a und ocp p und [Ip y und Yi, ii< w. 
jonc Scliaar Gorador a, b, o, . . . zu Durohsclinittsliiiioii liabcn. Jin Eallo, 
wo der unendlioh ontfernto Pimci (lor Goradon Ag an die Stollo dos bo- 
wogt( 3 ii PunctoR Ug tritt, wordon olToiibar die zngohdrigon E!)onon (a, cti) 
dor Goradon Ag parallel, inul folglich wird aucli iliro Durciiscbniitslinio 
diosor Goradon parallel, so dass man also daraus cin zweitos Vorfaliron 
ontuolxmcn hanii, um dio vorhin (a) aiigoliihrlo bosoiidorc Aiifgabo; ,>oine 
Gorado zu findon, wolclic irgend zwei gogobono Gorado A, A, 
sclincidol und mit irgoiul einer gogebenon drition GoVadou A^ 
parallel ist,“ zu Idson; logt man mimlicli (lurch A, A^ diejonigon zwoi 
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Eltcncn, wclchc dor A, parallel sind, so ist ihre DurclisclniiLLsliiiio dio 
verlangto Gorade. 

Ebenso wie die gonaiinte Sebaar schnoidciidor Ooradeii a, 1), c, d, ... 
die Duvchschnittslinion dor eiibsprecliciulon Ebenenpaaro a iiud , p imd 

р, , H. .s. w. zwoior projeclivi.sohcii Eboncubiischol A, A, sind, sind sic os 
iiucli sowohl von zwoi projcctivischoii Ebcnenbiischelii A, A^, als A,, A_. 
mid niitliin von drei projectivi.scbcn Eboncnbiischcln A, A,, A... 

III. Irgend droi bcliebige Gorade A, A,, A^ im llaninc, woven koine 
zwei in eiiior Ebciio licgcn, koniion also (11) von oinor unziihligcn Selmar 
iindorcr Gcradon a, b, o, d, ... gcschnitton werden, iind zwar (iiulon da- 
bci die Umstiinde stall, dass jo zwoi von Jonon droi Gei-adcn dureli die 
.Sebaar Goradcr projectiviscli gosclinilton werden, und da.s,s sio andororsoils 
die Axon zweior proJccUvischon El>cnenbnsohol sind, deron onlsproelumdo 
Ebennn die Rcliaar von Goradon zu Duvcbsohnitlsl inion babon. Da dio Dago 
von '/wei .solclien projccliviscbon Goraden odor Ebciionliiisoboln, wio oiwa A 
iind A,, als oine boliobigo .schiofo Dago angosohon werden kanii, so isl. zn 
vormnthen, dassauch iimgckcbrl die ProjccUonsstrahlcn a, li, e, d, . . . irgend 
zweier sebioniegender projectivisebor Goraden A, A,, odor die Diireli- 
schniUslinion a, b, c. d, . . . dor onlsprechondcn Ebenenpaaro irgend '/.weior 
.scbiefliegcndon projoclivisclicn Ebenonbiisobol A, A, alloinal von vielen 
andoron Goraden, wio otwa A„, gos()liiiill.cn werden kdnnon. I)ie.se Ver- 
imitliung wird, wio folgl, als wabr erwiosen: 

a) llefiiidcn siidi zwei projcclivischo Gorade A,' A, in beliebigor 
.'.ebiefer Lago im llanino, und man logi, irgend oine Gorado Aj so, dass 
sic irgend droi Projoclionsstraldon dorsolbon scbnoidol, oUva die I’roJoclJens- 
strahlon a, b, c (II), .so werden, wonn man sicli ffir einen Augonbliolc die 
Scliaar Goradcr donkl, welclio dio droi Goradon A, A,, A.^ solinoidoii, die 
beiden gogebcneii Goraden A, A, von donsellien projoelivisoh gesolndtleii 
(II), da mm die drei Gcradon a, b, o sowobi zii dem oinen als zii dmii 
andoron Sy.stcm von Projoeiionssirahlon dor Goraden A, A, g(diiii'en, und 
da die projoctivlsclic lloziohiing dor lotzloren dureli droi l’rojocl,ionss(.ralilen 
bestimmt ist, .so sind folglioh die urspriinglichon ProJeelionssI rail Ion a, !i, 

с, d, 0 , ... der Gcradon A, A, und dio genannto Selmar Clerader, welelie 
die droi Goraden A, A,, Aj .scimoidon, cine und diesclbe Selmar von 
Gcradon, nnd folglicb schnoidot jodo Gorade A.^, welclio irgend drei Pre- 
jectionsstraliloii a, b, c dor gogoboncii Goraden A, A, begegnel, aiicli alle 
ubrigeii Projoctionsstrablon d, o, . . . dorsolbon. 

h) Befindon .sioh zwoi projoctivisclm Ebononbiisohol A, A, in bolio- 
bigor schiefor Lago, und Icgl man irgend oine Gcrado A,, welolio irgend 
drei Dnrohscluiitlsliiiion von. onlsproclioudcn Rbononpaaron scbneidel, otwa 
die DurchScbnitlslinien a, b, c dor Rbenonpaaro « imd </, , p iiiid p, , y und 
Y„ so wird dicsolbo nolliwoiuligor Woi.se uucb alien iibrigen Durebselmitls- 






linion oiilsprcclioiidGr Rbciion bogcjJiien; denn wollto man sicli urn die 
nainliclioii Axen A, A, vavoA and ere Ebeiicnbiischol den ken, die ii liter sich 
pi'o jeciiviHcIi imd zwar l)oidc zugloicli init joner CIcraden A^ pcrspectiviscli 
ivilren, so dass jc zivoi ontsprcchciulc Ebonon dorselbeii durcli ilon iiiini- 
lichen Eiinct dor Ooradon A^, gingen, so wurdeii diosclbon niebi von cion 
gogol)onon Ebononbiisclicln A, Aj vcrscluodcn scin konnen, ivcil sio in it 
dieson die gcininnion drei cnt.spveoheiuLon EboiiGnpaare gomoin liiltLcn, 
(Lurch welclio ebon die projootivis(]ho IWdeluiiig besthnmt ist. 

Alls l)oideii vorslehondcn Hotrachtungon (a, b) Iblgt also: 

i) „l)io Projociionssinihlon I) „l)ic J)urclisclmitisli- 

a, b, c, d, zwoior projocii- nioii a, b, c, d, ... der (niispro- 
visoboii Geradeii A, A,, diosicli chendon Eboiion zwoior schief- 

in boliobiger scliicfor bage im liogeiulon projootivischon Ebcj- 

Raiiiue bofinden, konnon von nenbiischol A, A^ kouiicn von 

unzaliligon Goradon A,, A.^, iinziililigon Cxoraden Ag, A 3 , 

A^, ... goschnitton v'orden, A,, ... gosclinittcn wcrcloii, 

uiul zwar scliiKiidot Jedo dor niid zwar sclinoidot jedo dor 

IcLztcron alio jone ProjocLious- loLztercn alio jeno Rurcli- 

straliloii, sobald sio irgond schnittslinicn, sobald sio ir- 

droi der.solben bcgognei“ gend drei d( 3 rsolb(jn bogognet.** 

2) ^Gemiiach halien die Projoetionsstrahlen zweior scliief- 
liogondon projocii visclion Goradon A, A, im Ranmc mid die 
Durcbschniitslinioii der entsprochondon Ebonen zwoior scInoT- 
liogendoii projoctivisidion Ebenenbiiscliol A, A^ gleiolio Eigen- 
scliart, iiainlich sio sind cine Schaar von Goradon a, b, c, d, e, 
wclche von oinor andoreii 8 ohaar von iiiizaliligcn Goracleii A, Aj, 
Ag, Ag, A,, ... gesclinitton wordon, und zwar sind (ziifolgc II): 
jo zwei Gerade, dio zu dor jo zwoi Gerado, die zu dor 

cinen odor zii dor andoren eiiicn odor zii dor aiKloreii 

Bchaar goliorcn, iinler sicli Schaar gehdron, dio Axon pro- 

projocLiviscIi, und dio jodos- JocLivischor Eboiieiibiiscliol, 

nialigo and ore Scliaar Go rad or do von ciiLsprocliondc Ebeiioii 

sind Hire ProjoctionssLralilon.“ dio aiulero Sebaar zn J3urch- 

s(5hniLtslinion baben.^^ 

Oder (II): 

3) „Woiin im Raumo irgond 3) „Wonn im Ranine irgeiul 

drei Gerado A, A,, Ay, woven drei Eboiienbiischol A, A,, A^, 

koine zwoi in oinor Eboiio lie- von doron Axon koine zwei in 

gen, gogoben sind, so giobl os oinor Ebcnc liogon, gegobeii 

in (lonsolboii unzitlilige Mai sind, so giobi es in deusalben 

droi solclie Piincto, die in oinor unziililigo Mai drei solclio Ebo- 
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Gcradon lios^on, so class also non, dio sicli in oincr GoL'adon 
dioselbon von oiiHU’ un/niliHgeii schncidcn, wolclio den droi 

Scliaar (reradoi’ a, b, c, d, Axen bcuo^nuU, so dass also 

gcsclniiticii wc^rdeii Icdiinon, dicse von ciuor Mcliaar (lerii- 
iind diose Ictztcron kdiinoii dor ftosebniltcMi werden, ^\el<!|)e 
liinwiodcr von oilier aiuleren ebon falls von einor and cron 
Schaar CIcrador gcschniiton Scliaar (iorador geschnitlon 

werdcn, zn 'svclclieii auoli jcne wcrdon, zu wclchor jeno diei 

droi Geradon (^chdren; odor: Axon ^ohdron; odor: 

„Wcnn ini Hauino irgond droi Gorade A, Aj, A., irgond droi 
andcre Gorade a, b, c schneidon, so sc lino id on alio G ora don d, 
0 , welclic den circi erston bogognoii, alio Goradon A^, 
welcliG den droi lot/ton bogegnon^); iind os liabon die zwei 
Scliaaron Goradcr A, Ap A,, A,,, Ap ... a, b, c, d, o, . . . sololio lie- 
zioliung /ill oi nan dor: 

dass jo zwoi Gerade, die dor dass jc zwoi dorado aus oinor 

namlicliou Schaar angolidron, Schaar die Axon projcsolivi- 

iintor sicli projocLi viscli sind sclior Kbononbilscliol siiid, do- 

und z^Yar die andero Schaar ron ontsproebonde Hhciion die 

Gcrador zu Projoctioiisstrali- audore Scliaar /ai Durch- 

lei) lialion/^ schnittslinicn liabon, “ 

IV. Zwoi solcho zusammongoliorigo Scluiaron von (ieraclon, dio oiii- 
ander gogonsoitig schnoidon, orfiillon cine windscliiefe, kruinmo I'^Iiiolio 
z woi ior 0 rdno ng, nilin] i cli d as „ o i ii f a c li o 1 1 y p cu’ b o 1 o V cl (// yjwrholohh^ () 
une nappe). Man kann dalior, don vorstohondon Siilzou geniilss, auch sagoii: 

1) jjirgciul zwei ill! Raume 1) „lrgon(l zwei im Uaume 

l^oliobig schiofliegoiulc projee- bolicbig schioflic'gondo projoo- 

Livisclio Gcraclcj A, A, orzougon Livisclio Rbononbiiscliol A, A, 

ein oiiifacliGs Hyperboloid, d. li. orzougon oiii ohiraclios IJypcr- 

sio niid alle iliro Projociions- bolotcl, cl. h. dio DurchsebniUs- 

slrahloii, nebst dor Schaar Go- linion ihror cnLsprochoiKlon 

radcr, wolchc die letztoron Kbcuion, iiobst dor Scliaar Gc* 

schnoidon, liogeii in oinoiii oin- rador, ivolcho cllosolbon schnoi- 

fachon Hyperboloid/' don, liogon in oinom oinfaclioli 

Hyp or bole id.'* 

Wenn in dor Folgo das oinfacho Hyperboloid als diircJi zwei projcc- 
tivischo Ooraclo odor Ebenonbiischol A, A^ orzougL angosolion wordon soil, 
so mag os diircli [AAJ bozoichnot wordon. 

’*) Bioso Eigonsclmffe wird hior mitlolst dor projocti vise lion JJoziohungen imsticiMf,' 
viol einfachoi bowicsou, als os z. B. boi dom Bowoiso dor Ihill isi, wolchen (lachctie 
im Journal fiir Mathomatik, Bd. 1. S. 342 millhoilt. 
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Alls dfiiii Obigoii rnls>en Icniov iinmiUelliar iiaclistGlioiulo liigciisolmfton 
ties LMiifachoii PlypGrbciloTtls: 

2) eiiifnolio flyporboloVd Icaiiii aiif 7a\g\ Al ton diircli 

Bewoguiig einer (foniden a odor A, ^vclclio sicli liiiigs drei fc.sion 
Goracieii A, A,, odor a, I), c fortbcwogi, orzoiigl werdeii (HI, 3); 
odor ns oniball zwoi Scliuaron von (loradon (odoi- zwci Syslenio 
vun yirablon), wclchc cinundor scbnoidcn, luid wolclio die vor- 
liiii (III, 3) aiigogeboiio lioz-iohiuig yA\ oinaiulor halion, nainlioli; 

class die Goradon jodov (lass die Cleradon jodcr 

Scliaar un tor sich projoctivisoli »Schaar Axon projeelivischor 
siiul, iind yAS'av di(3 undorc Eboncnbnsclicl siiid, dorcii oiii- 
Sclmar Gorador zii JH’Ojoctions- s]]rochondo Ebonon die aii<kM’o 
stralilon haben.” Rcliaar Gorador /u Durcli- 

solinittslinioii liabon/^ 

])a hiornacli jodo Gorado aus dor oinon odor aim dor aiidomi Sclmar 
Axe 01 11 os Ebcncnbiischols is I, (lesson E bo non duveh dto jodosnialigc andore 
Schaav Gorador gohen, so foigt also voii solbst die bokaiinto Eigoimobafl: 

3) „Jodo Ebcnc, wololic das oiiifaelio Hyperboloid in irgend 
oilier Goradon sebiiojdcl, sclineidoi dasselbo allomal noeh in 
irgciul oinor aiuloron Goradon, niid dicso /iWei Goradon golioren 
nicht zu einorlci 8cJiaar/‘ 

Jorlo soloho Tibonc, in dcr zwoi Ktralilon des Hyperboloids liogon, 
Iioisst „T?oriihriing.scbeno*‘ (Jos HyporboloVds, tuul dor Pu not, in wolcliom 
fticli die zwoi in ilir liogoiidoii Htrahlon sclnundoii, hoisst ilir ^Boriili- 
rinigspiuioi/^ Mil Riieksiclil aiif dioso llemorkiiiig lassoii sicb jotzL dio 
obigen Satze (§00), wic folgt, aussproclion ; 

4) „Al]o lloriibrungseliGnoii 4 ) „ Dor g(3gonsciLigo Duroh- 

oinos Hyperboloids, die diirnh selinitt ciiies cinfaohon Tlypcr- 
irgend oineii beHtiinmton Punei boloids und irgoiid eiiior belio- 
35 goliGii, uinln’IUcn oinon Ke- bigon Ebono E ist irgend oin 
gel zwoi ten Grades,” Kegelsohni tt/‘ 

Da jo zwoi Ocrado aus einer iSdiaar prqjecUvisch siiicl mid die aiulero 
Schaar zn Projoclionsstralilcn Jiabon (2), und da sio iin Allgomoiiicn, woiiii 
SLG luiinlich nicht libnlidi sind, IbiralloLstraldon lialion (§ 9, 1), so miissoii 
also irgend zwei Gorado aim dor andoron iScliaar mil iliiion parallel soin, 
mid dalier folgi woitor: 

5) „Dic zwoi Soliaaren Gorador oincs oinfachen Hyperboloids 
fiincl paarwciso parallel, d, h, iniL jedou lioliobigeii .Goradon aus 
<ler einon Boliaar ist oino boslimmle Gorado aus dor andoron 
Scliaar parallel,” 

Spiltor, im driiton Band, Avird duroli Avoitore EntAvickoliing zu dein 
lotzicn Saizo nodi folgondo Eigenscliaft liinzngcfiigt wordoii: 
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G) „Allc Eboiien, welche sicli (lurch die veri^Gliiocloncn Paaro 
paralleler (leraden (5) oines oiufaclicn Hyperboloids IcgQu lasson, 
scluioidcn ciiiandor in cincm iind doinsclben Puiictc, iiamlicli iin 
ilittolpiiucte dcs Hyperboloids, und allc beinihron oinoii bo- 
Htimmlon Kegel /.woiten Clrades, wolclier Asymptoton-Kcgol dos 
Hyperboloids gonaiuU wird.“ 

Angcnoniinon es scieii olwa a und A zwei parallele Geradc, so werdon, 
wcmi man sich don EbenenbLischel A doukt, dcssen Ebenen pj Y, 3, 
siimmtlich dcr Geraden a parallel seiii, und da dioselboii durcli die Hdiaar 
Gcrader b, c, d, gehon, zu welchor auch a golibrL (e3), so folgt also 
(lurch Umkehi'iing dor uachstohendo Satz: 

7) „Legt man (lurch oino Schaar Gcrader ohios einfaclion 
Ilyperbolouls Ebenen, welclie siimiuilich iniL irgoiui oinor zu 
dieser Schaar gehdrigen Geradeu (a) parallel siiid, so 4Scluieidon 
sich alle diese Ebenen in oilier und derselben Goradoii (A), wolclio 
der andoren Schaar augohort, luul welche jenor bosondGroii Gora- 
(Ion (a) parallel ist.“ 

Von den Geradeu, die in oinein einfaclion llyporboloicl liogon, ist iiooh 
folgcndo merkwiirdige Eigen schaft, die sich auf ihro Rich king beziolU, 
anzugebom Ectraclitei man (las Hyperboloid als duroh zwoi Ebonenbusoliel, 
otwa (lurch die Ebenonbuscliel A, A, erzeugb und denkt sich oineii drittoii 
Ebeiienbilschel SI, der clem A gloich isi, und dor so liogt, class die out- 
sprechendon Ebenen (und also auch dio Axon) der Ebonenbiiscliol A, SI 
parallel sind, und dass sich die Axen der Ebenonbuscliel 3(, A^ sclnicidon, 
so wcrdoii also auch die zwei lotzlcn Ebenonbuscliel projeclivisch seiii uiid 
oiiiGii Kegel [S(AJ /iWeiton Grades orzeugon (§ 38, 11). Da dio ont- 
sprecheiidcii Ebenen dor Ebononbiischel A, S( parallel sind, und milliin 
von den entsprocliomlon Ebenen des Ebonenbiischols in ])arallelon Gora- 
(len gosclniilteii wordoii, so folgt also, dass dio Stralilcn des Ilyporboloi’cls 
[AAj] mit den Stralilcn des Kegels [St A,] parallel sind, d. In es folgt 
daraus dor nachstehendo intoressanto Satz: 

8) „A11g Stralilcn (Geraden) oines einfaclion Ilyporbolouls 
sind mit den Strahlon irgeiul oines bestimmten Kegels zwoilen 
Grades parallel, so dass, wenii man durcli irgeiul oiiien bolie- 
bigeii Piinct Strahlon sich donkt, welche den Strahlon dos Hy- 
perboloids parallel sind, diesel ben cine bestimmto Kegelflaclio 
zweilcn Grades orfullciD* '^)4 

Dio Strahlon closlTyporboIoids «md iiainoiitlicli mil donoii soinos AsyniplotoinTCogels 
(6) parallel, iiud zwar licgl jodcr Strahl dos lolztoroii in dor Mitto zwiselion donjonigou boiden 
Strahlon des Hyperboloids, mit welcbou or parallel ist niul mil donon or in einei’ Ebone liogt. 
Diese Kigensehaft iiobsl den obigeii (3, 5, G, 7, 8 and 9,b) liabo ich schon boi oinor friihoun 
(ielegeiiheit, iin Jonrn. I, ITath eiu, Bd, IL S. 2G8, mitgetlioilt. (Of, S, 14,5 diesor Ausgabc,) 
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Alls dcm lotztcn Satzo imd aiis den obigon Slitzcn (2, 4 rcchls) folgi 
weilor: 

9) „])as cinfaolio IIypor1)uloid wird, ansscr den obigcii Fallen (1, 2), 
untcr andorou auch durcli folgondo Angaboii boslhnmi und auf die daboi 
boinevkto Art erzeugt; iiiimlicli: 

a) „woim irgend zwoi Gerado^ die zu cinor Sebaar gohoren, und ir- 
gend ein oboner Sclmitt (4 reclits) dossolbon gogoboii sind, d, li, 
woiin im Raiimo irgond oin Kcgelschnitt K und irgend zwoi ilm 
Hobneidondo Goradc, elwa A, A,, woven aber koine in soinor 
Ebono liogl, und die auch iiiclit zusaminon in cinor Ebene liegon, 
gogoben sind; dcim wird alsdann oino driltc Gorado a so bewegt, 
(lass sio stets die drei gogoboiien fostcii Elcmcnto E, A, scliuci- 
del) HO boschroibl sie die genannte bliichc; odor wird alsdaiin 
(lurch jodon Pimcl dcs ICcgclschiiitles K oino Goradc gclegl, wclnho 
die zwoi gogobonon Geraden A, A, schiioidel (11), so sind ullo 
jeno Goradon die oino Sohaar, und die zwoi gogobencu Geraden 
gohoron zu dor andcren Sohaar Gorador dor gonaimion Flaolio;“ 

b) „wenn irgend zwoi Gorado, dio zu oilier Sohaar geboren, und 
irgend ein Kogol, mil dossoii Slrahlcn lioido Soliaaron Gonulor 
parallel niiid, gogoben sind; d. li. wonn irgond ciii Kegel 1C zwoilcii 
Grades und irgend zwoi Gorado A, Aj, wolclio'mit zwoi Strahlon 
dcs Kogols parallel sind, abor nlcbl in oiuor EI)onc liogen, gogebon 
sind; donn alsdann boschroibl oino clritlo Gorado, dio sicli so bowogl, 
class sic slots dio zwoi gogcboii(?n foston Geraden »sebnoulol und 
|)estiiiullg irgond oinom Stralil des Kegels parallel liinll, dio go- 
nannlo IGaohc; odor wird alsdann mil j ode m Slralil dos Kegels 
oino Gorado parallel gologl, wclcho dio zwoi gegebcnioii Geraden 
scluioidcl (If), so sind alio Koloho Goradon dio oino 8ciiaar, und 
dio zwoi gogobonon Goradon golioron zu dor andoren Sclmar Gora~ 
dor doj* gennnnten Eluche;*‘ 

o) „wenn irgond zwoi zu dorsolhon Schaar gehorige Goradc A, Aj 
und die Riohlungoii irgond ciroior andoren Goradoii gogebon sind; 
deim da dicso Richlungeii droion Goradon sowolil von dor cl non 
als dor andoron Schaar aiigolidron (5), so sind also (ziifolge II) 
diojenigen droi Goradon zu liiidon, wololm dio gogobonon zwoi 
Goradon A, A, schncidcii, cl b. wolclio niclil mil dieson aus 
gloichor Schaar sind, wo sodaini dor obigo Fall (2) oiniriU; (aucb 
kann dor gegonwlirligo Fall auf don vorhorgohonden (b) zuriick- 
gofilhrl wordon)." ^ 

Endlich folgl noch, wio loichl zu schon: 

10) „l)as oinfacho Ilj^porboloid is I dor Form odor Oallung 
nacli bosthnml, sobald irgond fuiif Strahlen clossolbon dor Rich- 
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tuiig uacli gegebon sind, d. h. es sine) alsclauii die- Riohtungo]! 
allei- iibrigoii Stvahlon, also der Asymptotonlvegolj goiiau bo- 

b2. In bosoiideron Fallen ^ wo die betrachteten projedivlschon (tO» 
hilcio entwodor ahiilich sind, odor eigentluimlicJio Tvago zu eiiiunder Iiabeiij 
erli/di auch die durcli sio erzongl;e Flindio, wclcho vorliiii im Allgoineiuon 
das Giiifacho Hyperboloid war (§51, IV), besoiulorc Gostall, odor goht in 
frreiizfallc iil^cr, tlio zii vorschiodeneu, Iheils liokannteii, iiitoressantoii 
pSiitzen fiiliren. 

T. AngciioiuiiiGn es seion irgead zwei Gorado, die oinaiulor iiiobt 
schneidoii, aus einer dor zwoi pScliaarcn von Goradon A, A,, A,, ... imd 

a, b, e, d, ... (§ 51, JV), etwa die zwei Cleradon A, A^, projoctiviscli 
abnlicJi, so niiissen ilire imcndlicli enilbmten riiiiolo cinaiider ciits]DrechGii 
(§13,1), uiid also muss oinor ilirer ProjocLionsstrahton , d. h. nine Gorado 
cler antloron Schaar (a, b, c, ...), unendlicli ontfernL sciu, iind dalior folgj, 
welter, dass nicht niir jone zwei Goradoii, sondorn <lass jo zwoi Gorado 
dor ersten fichaar A, A,, A^, .. . projocti viscli ahniioh .siiid, wcil sio 
densolbon imondlicli onlforiiton Projoctioiusstrahl lia))oii. Doiiki man sich 
den Ebenenbiischel, welclior irgond cine Gorado dor orston Schaar, ctwa 
die Gerado A.j, zur Axo hal^ &o wordon dosson Kbojicu Yj,) 

diirch dio zweito Schaar Gonulor a, b, c, . . . gohon (§ 51, IV), iind cs 
wird dlojcnigc Ebeim, wolebo nacli dov voYov^Yahnton \mendIioh cuifornlen 
Geraden goriclitct ist, notlnvondigcr Weiso don Gcradcn A, A, parallel 
soin, wcil sic nacU ihven imcmUich entfevuton Puuctcn gcrichtot isi, und 
folglicli vcroinigt dioso Ebciio dio Richtungon dor droi Gcradcn A, A^, Ag 
in sich; da cin Gleichcs staUlindct, wcim ansfcatt dov Gevadon irgend 
oiuo der ubrigeii Goraden Ag, A^, aiigenommoii wircl, und da diiroli 
dio Riclilungon dor zwoi orston Gcradeu A, A, alio Richtungon oinor 
Eboiio bestiminl sind, so iniisscn folglicli dio Riclitnugoii allor Goraden A, A^, 
A^, A-j, A^, . , . oinor oiuzigen Ebeno angolioron, d. lu dio Gcradou diosor 
Schaar miisscn sainintlich ciner Ebcnc parallel soin, imd zwar kaiin durcli 
jeelo Gorado eino soloho Eboiio golegt werden, mil wolclior alio parallel 
sind, und wclcho also alio Richtiuigcn dor Goradon onLhali; alio solclic 
Ebonon sind folglicli imter sich parallel, sio bildon oinon Eboiionbuschol, 
dor aus cinom System Panallolebonon Iiostolit und dosseii Axe dio goiianiito 
uneucllicii entfornto Gorado der zwoitcii Schaar ist. Zur loiohlorcn Ecst- 
haltuiig mag dioso imondlicli ontforntc Gorado diirch o bozoiclmot wordon, 
daiin hoisson ilio Parallelclienon, nacli dor Reihc, in dor sio durch dio 
Gcradcn A, A^, Aj,, A^, . . . gohon, e, e^, e^, , , , . Dioso Paralloleboneii 

wordon, da sio durch dio orsto Schaar Geradcr A, A^, A^^ A^^ . . . gohon, 
die aiidore Soliaar liuig.s dorsollion .schnoidoii, and zwar wordon sio dio^ 
selbon projectiyisch ahniioh wchnoiden, well Parallcicbonen alio Gora- 
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fleii, deiion .sic begcgiion, in gltii<;licm Veiiinltniisa thoilen, luirl tblglicli 
wil'd <uicli cliu zwoito Soluiar G<?nul<?r ]), c, d, , . . von der ousIgu 
projocLiviscii iihnlich gcschnitLon, dalieu musson Jlu' anch (lin.selboii 
Eigcn«chal’(.on zukoniiiien^ wio dor orston, mimlich os muss ciiior ilircr 
Projucl.ionhstrahlon, d. li. oiiic (ioriulo. dor orstoii .Soliaar, dio A„ hoisscti mag, 
iinendlicdi oiUfcrni soin, Ibrnor iniissoii ihre Gorartoii samniULoh ciner libcno 
parallel soin, so dass (lurch jodc von ilmoii cino Elioiic gold., jnii wodcher 
sie alio parallel sind, luxl class alio dloso Ebonoii, die naoh der Keilie (/„, 
pn, Tin ••• hoisson, unior sich parallod sind, mid eiiieii Khciicnhusclicl 
bildou, dcsson Axe Ak gGiuiiintc iinondlioli entforiilo (hirade Aj, der orsten 
Scliaar isl. 

Mail stcdlo sioli imn wicdGruni don vorhiii orwahnten Elioncnhiisclicl 
Ay, (lesson libonon cy,, p^, y.., ». diireli die y.weilo Sohaur (lorador a, 1 >, 
c, , , gohon, vor, uiul aclilo auf don obeiien Slrahlbiisohol, in wolclmm 
01' von ciner dor Parallelobenon pm 7,1, ehva von dor fibene 
goschnitloii wird, cin Hlrahlbiischol, wolclior olionfalls hoisson soil, so 
werdon olVcnliar die Siraliloii a„, b,,, Ci,, . diosos iSlrablbiischols den Oora- 
clcn a, b, c, . .. dor zwodmi Hclmar parallel soin (woil, wenn z. lb cino 
flerade a oinor Ebciio ccj, parallel isl, dtiiin jedo (lurch a gohondo blhoncj 
ccy die Elioiie a„ in oincni Rtralil a„ scjlmoidol, dor mil a paruUol isL), 
M'^orans also Tolgt, dass dicso iSclniar flora der gciiuui alio Rich inn go n eiiics 
ebenen 8iralil])iiHcbGls c(,j, odor genau allc UichUingon oinor Ebcnc c/j,, oul- 
hiill. Aus gioiclioii (Irniidoii muss auch die ersio Scliaar Gorader A, 
Aj, Ay, A3, ... alle UichUingon cincs ebeuoii Slrahlbiiseliels, odor oinor 
Ebonc, iiiinilich (lor durcli sic gehendon Parallelebcnon e, Sj, urn- 

fasseiu Da dor Ebononbiischol Ay eiiiorsoils mil doni obemon S trail Ibuscbol 
a„ in Anscliung dor Elomeuto a^, py, und a„, b,,, c,i, unci 

aiidoroisoits mil dor Oeraden A in Aiisebung dor Klomonlo (vcg, py, y^, , . , 
iiiid a, t), C, . . . (wo niimlioh ft, b, c, . . . die rimcio siiid, in wdelion die 
fr Oracle A zugloich von dor zwoiton Sebuar Gorader a, b, c, . . . gnsclinitiou 
wird) persjiociiviscli ist, so siiid folglicb dor c?bono Slrablbiusohol On und 
flic Goraclc A in Ansehimg dor Elcmoiito bn, e„, ... mid a, b, C, ... 
projoctivisch, niid da fcriior die Gorado A inii alien librigon floradoii dor 
ersion Schaar A,, Ay, Ag, ... projoctivisch isi, so folgt; also, class die 
siwoile Scliaar Gorader a, b, c, , . . den iSlrnlilon a^, bn, c„, cinos 
obciioii >Stra]ilbuscliGls parallel isi, wolclior mil don Ocradon dor crst(5U 
Scliaar A, A,, Ay, Ag, ... projoctivisch ist. Dosgloichcn isi die erste 
Schaar Goraclor A, A,, Ay , A3, . . . don Slrahlon oines ebciion StraliU 
biisclicls jiarallol, wolclior mil dor zwoiten Schaar Gorador a, b, ... 
projoctivisch isi, imd wolcluir, z. B. in dor Ebouo e da\‘gostoIlt, e hoissen 
soli. Da, wio vorhin bomerki wordon, die ZAvei Schaaron Gorader A, A^, 
Ay, A^, a, 1 ), 0, d, ... mit wei Eboiioii e, c/„ (odor violniehr mil 
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zwet Systoinon ParalJolohonen s, e,, Sj, p„, Ym, pamllol ^tllll, 

1111(1 ZM-ar gciiati alio RichluiigGii ilorsclbon crschdiifoii, wogogan aid IViilirt’ 
iiciiii allgonioiiion Falle init den Slrahloii oinos Kogcls zwoiloii nni(|d.H (dt- 
Asyjiiptotcnkcgcls) paiallol wareu (§51, IV, B), ho folgl also, diias ilii'r-i'i- 
Kegel iui gegcnwavtigoii Falle sicli in jono zwoi Eboiion fuilgeUiHl tial itnd 
Homit in oinon Greuzfall libcrgegangoa ist. Jono Eboiiou Imlion Inriiei' ili'i' 
Eigcnschaft, dass, da jodo durch oiiio cncllioli ontfoi’nl.o xiiul dnroli niiic 
iiiiendlioli entfcrnte Gerado goht, und da dor Duroli.solinUl, zwoior Hotclifn 
Gcraden uothwondigor Weise unondlich outfornL soiii muss, ihro lloi'iilirtiiig's 
puiicte (§ 51, IV) niit dor knunuion Fliicho (woloho duroli die zwoi iS«!liaHh*ii 
Clerader crfiillt wil'd) unondlich onlfornt sind, wohcr doim jodo hoIoIio Elioiu’ 
„Asymptotonobeno“ gonannl worden Icann, ho (lass also iin gogoiiivlii • 
tigcnPallo dor Flache zwoi Systoinc Asyiniitotcnclionon e, s,, c,j, . . u,.. 

p,,, Yn, • ■ • zukouimon. 

Gio Goradeu A, A,, A,, A,, ... dor oinon .Scliaar .siiid projoollviscl) 
iilinlich, uiul zwar in Aji.soluing dor I’unclo, in xvolchoii sio von don vViiymii 
totoiiobcuon «n, p,., Yii> goscliiiittou wordoii (woil dio.so Kbonon duroli dii> 
zwcito Scliaar Gorador a, b, c, . . . gohoii), dahor wordoii jo zwoi dorsolbon, 
wclcho iintor gloichon IVinkoin zu dio.son Ebonoii gonoigl siiul, oll'oiilnii' 
projcctivisch gloich soiii, uiid das.s sio in dor 'I'liat |iiiarwoi.so jirojei li 
vlsch gloich siiid, und dass oin Glolchc.H 'boi dor zwoitoii Koliaar (loiadi'i 
a, b, c, d, ... slatllindot, Icann loiclii gozcigl wordoii. Donii niaii donko 
sicii zwoi A.syniplotcuobouon, ctwa s mid </„, noiiiio ihro Diiroltsolinidslinii' 
X, 1111(1 donko .sicli in dor lolzton Ebono «„ don obonoii iSlraiilliiisoliol 
(lessen Strahlen a,„ b„, o„, . . . don Goradon a, b, c, . . . parullol siiid, .-.n 
wil'd ii'gend oin [io.stiinjntor Stralil zu dor l)iu'oh.s(ilini(.lHiiiiio X soiikroolif 
seiii, uiid sodann ivordcn von don iibrigoii iSlrahloii iminoi' zwoi mid zuei 
.sowolil mit jonem Strahl, al.s mil dor IJiircIiHohiiillslinio X gloiclio U'inkid 
bilden, und dahor notliwondigor \Voi.so zu dor orslon Eliono c uiilor gb-i 
chon IVinkoln gonoigt .soin, woraus dann woitor folgl, (lass aiioh dio ilini'n 
parallolen Goradon a, b, c, . . . paarwoiso mil dor Ebono c gloiolio Noigiiiii;-. 
wiiikol bildoii, nnd folglich paarwoiso projoctivi.sch gloioli siiid. DiojciiiKi' 
Gerado aber, wclcho dem bosondoren Slralilo, dor zu dor Durobsohiiiii-. 
linic X seiild'ccht isl, parallel isl, kaiiii mil koiiior iiinloroii |irojoeli\'iM'li 
gloich soiii; aiigeiiommeii os soi dies dio Goriido a, durcli widotio die 
Asyniplotciiohoiic </„ gold, so wiril also a auf X .sonkrocJil slohoii ; aiis glid 
clieii Gnindcii muss untor dcii Goradon A, A„ A„ A„ ... dor orslon Soliimi 
sich cine bo.stimmte bofindon, dio mit koinor andoron projoclivisoh ghdrii 
ist; aiigoiioinmeii os soi dio Gerado A, durcli wolclio dio A-symitlolomdit-n.' 
s gold, so wil'd also nucli A zu X .sonkroclil soiu; domiiacli mii.ss d(niii 
aiich dio diirdi dio zwoi Goradon a, A gohoiido noriiliriing.soboiio (it A) 
aul derDiu'clisclmUtslinio X, und folglich auf boidon SyKloinoii A.syiiijilofen 



o2. l)as hypoibolisclio Paiaboloid. 377 

obeiien e, s^, , ftn, p„, Yn, * . * zngloicli aciikreclii slelioii; nntor cUcseii 

Umfitiincleu -svird X j,Axe“, und dcr Durchscliniitspuiict der Gcradcii a, A, 
odor doi’ Bcriiliruiigspunct dor Eboiio (aA), wclchor 5( licisson mag, wircl 
„Sclioliel‘^ dor krummen Idiicho gonamiL 

Wil’d die knimmc Fliiclio von irgcjid cinor boliebigcn Ebonc E gc- 
ficlinilton, so muss der Schnitt olToiibar im Allgomcinoii cine Ilypcrbol 
soin, deiiii d<a die Fliiclio zwoi uiiondlicli eiitfcrnfco Geradc hat, musH or 
zwei imcndlicli oiilfeniio Pimotc liabcn, naoh doiioii niimlich die zwcL 
Durchscluuttslinion, in wclchoii die Asymptotonobonea s, a,, von dor Ebeno 
E goscliniLton wordcii, gorichtot sind, cr muss folglich oino Ilyporbol sohi, 
doron Asymplotcn dicscii lJurcliHohnittslinio]! parallel sind; in dem boson- 
doron Fallo abor, wo diese Durchsclinittslinioii dor Axo X parallel sind 
(wo niimlicli die scliiiGideado Ebenc E dor Axo X, odor dor Durclisclmitts- 
liiiio irgoiid zwoior Asymptoteiiebcnon parallel ist), and wo sic also iiacli 
oinom oinzigoii uaondlicli entforalcii Piincto gorLclitot siiid, gohi die go- 
naaato Ilyporbol in cine Parabcl iibor; don Asymploicn dor gcnainilon 
Ilyporbol sind foinor anch irgond zwoi Gorado aiis den zwoi iSchanren 
Gorador A, A^, A^, A^, a, b, c, d, ... parallol, immlicli jodo»sinal 
diojonigon zwoi, wolclie jonon Durchsclinittslinioii paiallo] sind, in wolchoii 
die Asymptotcnobonoii e, a,, von dor Ebonc 15 gosoliiiitloii wcrdoin 

Jo zwoi Gorado aiis oinor dor zwoi Schaaren A, A^ A^, a, b, o, , 
wlo z. 11. dio Goraden A, A^, sind Axoa zwoior projcctivisolion 15beiioii- 
biisohol, doron ontsprochoado Ebonon dio jodosmaligo undcro Soliaar zu 
Durchscliaittslinion liaboa (§51, III), diojonigon zwoi Giitsproohondon Eboiicn 
abor, wolcho die unondlicli oiitfcrnto Gorado o der andoron Schaar zur 
DiirchHolinitlslinio liabcn, also dio Ebonon e, e,, mtisson noiliwonciigor Weiso 
parallel soin, und da dies dio oinzigo EigonlhiiniliclikoiC isl, wodurch sicli 
ill diosom Ibillo die zwoi 35boncnl>uscliol auszoiclinon, so isl klar, dass 
uingoUelirt, wenii irgend zwoi projcoUvisolio Ebcnonljuschcl A, A, sicli iti 
solchor schiofon bago bofindon, wo irgond zwoi cntsproclioiule Ebonon pa- 
rallol sind, alsdann alio ubon aiigogcboiion Umslaiulo und Eigonschaften 
.staltlindon mii.sson. 

[Inter dicson bcHondoron Unistiindon lioLsst die krummo l^liicho iiioht 
mohr oinfachos llyporboloid , sondern ^hyperbolischos Parabol o'icPb 
Alls dor obigon Uetrachtiing foJgon iiaclistoliondo Eigcnsdiafton uud JSrzoii- 
gungsarLen dos hypcrbolLsclion Paraboloids; 

1) „Das hypcrbolischc Paraboloid hat unlor andoron lol- 
gondo woscntlicho Eigonschartoii: a) os ontliiili zwoi Schaaron 
Gorador A, A^, Ay, A^, ..., a, b, c, d, dio einandor projocLi- 
vivscli alinlicli sclincidon; auch sind dio Goradoii jodcr Scliaar 
paarwoiso projectivisch gloich, so class jode Gorado oinor bo- 
stiinml.on anderon Goradon projoetivisch glcicli isl; zwoi Gorado 
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A, a, aus jetlor Schtiar einc, maohoii hiorin oiiio AunniilniK', il h 
sie haben niclit ihrcs Gloichon; b) zwoi iindcro (loriidii A,.. i\ 
a.u& joclor Rchaiir oino, sind uneiuUicii oiill'orut.; o) duriili itnl*- 
Scliaar voii Goradon golit. oin iSysloin ParallololuuKMi, wi'lalic iiiu fi 
der tiiieiidlich oiilfoniUii G(si‘adon dor andorc'n Sdlianr giu inliiri ^ 
Hiul Avolcho diihur Asymptotoiioboiicn siml, .so tln.s.s o.s aiso 
Systeine parallelor Ahyniptolonebunon s, s,, [■i,,, Yh, .. Iial, 

d) die Geradcii jcdcr ScJiaar .sind don Asy iupl.o(.t'ti() liotKMi , wolrlu. 
durch die aiidore Scliaar gohon, parallnl, uikI sio ti in (;i< 
iiau a]lc RicliLiiiig’on dicsci''Ebonon, .so das.s dio iSl.i'ii.li Ion oiio' • 
iStrahlbiihohcls in einov dio.sor Ebonon goniiii dio l{.i('.lil.nut'i<ii 
allor joner Geraden darstolion, d. h. j(Mlor Ml.i'alil i.s(, oiiior Im> 
.sti mm ten Go rad on parallel, und aucli iiingolcolirl; o)jodoi .sidoln. 
8traiill)u.scl)o] , dc.s.son •Strahlon mit don (ioradoii dor ojnon 
Schaar parallel sind, ist mit don (loradon dor andoroii Solntni 
projcctivi.sch (Avoboi namiioli jodor Punct, in wolc.lioni oino dio 
.soi’Geradon von oiner von jonon Goradon go.sobnit ton wird, dcni 
jenigon SlraJil dcs 8trahIbiis()liols ontsjiriodit, wololior doi lol/io 
ron Goradon parallel ist); f) je zwoi projcotivisch gloiolio linimlr 
(a) aus dor oinen Schaar .sind y,u don Asyniptotonolionoii, wolrln 
diircli die andoro Schaar golion, iintor gloiolioii Winkoln gonrij-i, 
und auch ningelcolirt; g) jonc zwei liosondoron Goradon A, n, dii> 

mit Koinor andoron projccti viscli gloich .sind, .sind dor 

nacli zu don ])uvch.solinittslinioii dor y,\voi Systomo Asyniiilolrii' 
obenen rechtwinklig, so dass also ihro J'lbeuo (aA) v.u alloif 
Asymptolonoboncn nnd 7,11 doren Durohsclnii ttsi i n ion roo.htaink 
lig ist; ihr DurchschnitlspunclSl hoi.sst Sclieitol, nnd din Dnn I, 
scliiiittslinio X dor durch sic gchondon Asyinjito tonobonnn •, o 
heis.st Axe, ihro Lbone (aA), die Jleriibrungso boiu' ini iSoindlol 
ist dio oinzige Boriihningsobone, dio auf dor Axo X roolilwini/ 
lig stoht; h) ondlich wird das Paraboloid von oiiuir boliofii....|, 
Ebcne E im Allgomoinoii in oiner Ilyporbol gesoli nitton, .l,.,'..i, 
Asyinptoton doii Gurchsclinittslinion, in wolehnn dioso'lfn' ih.. 
zwoi Sy.stomc Asymptotonobonon sohiioidot, und (labor no. b 
irgcad zwoi Geraden, dio zu don zwei Scbiiaroii Gorailor (iil 
gohoron, parallel sind, und mir in doin bosondoroii b'allo, wodj.- 

sohuouondo Ebono E dor Axo X parallel ist, wir.i os in 

rarabol goschiuttou" 

0 bas sogcnnimlo scliiofo Viorcck, wolctics M. Jlirsch i,ri 7,w«il(.n Hat .S ■> ;«. 

semci S.'imnihiiig gooraotri.sohor Aufgabcii bolracliUa, ial, win man l.nmviLn 
iMiil, em bogionztoi- Theil cincs hypDiboli.sclion Paraliola'ids, nnd t|j„. ,|,,snj|,. 1 1, 

.seneo Eigomchaftou folgen nnnnttolbav «us <lo,( hk..- oben ' 
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2) „Das hyperbolisciio Paraboloid ist untor andoren in fol- 
goiidon Fallen bostimint unci wird aiif die dabei bemerkteii 
Artou erzeiigt: 

a) diivob irgend zwei projootiviscli iilnilicho odor glciclie 
(rorado A, A,» die im llaiimo boliobig scliief liogoii; nam- 
lich (Ho (Tcraden gchdren zu dcr oiacn Schaar, mid ibro 
Projo(UionHsirahlGn siiul die siiinin iliehcii ricradou dor 
and or on Soliaar; 

b) cUiroh zwoi boliebige projoctivisolic Ebeiiciibu«cliol A, A, > 
die im Hiiuinc sohiot’ Hogoii, abor so, dass irgond zwei 
ouiH])ro(diGiidc Fbciion parallol sind; niiinlicli die Axon 
der EbononbuscliGl gclidroii zu dor oinon Rchitarj nnd die 
DurohsohniUslinion ihrer onlsprochondon Eboneii siiul 
(lie Goraden dor aiicloren Schaar; 

c) dnroh zwoi projocUvisolio EboiiGubiischel wovoii dor 
eiuc aus oinom System Parallclobciion bcsLolil, also oino 
uiiondlicJi Gniforiilc Axo (An odor cs) hat, Avahrend die Axo 
dos ancloren jonc Ebenon sohiioidot; niimlich ihro Axon 
gobdron zu dor ciiion Schaar, and die Diirclisohnittslinioii 
ihror Gntsproclunidon El)onon sind die Goracloii dor an- 
doron Schaar, iind die Parallclcbojioii sind das eino 
System Asymploiouobonoii; 

d) duiMih irgcnd drei Gerado A, Aj, Ag, die mil irgond oinor 
Eboiio e parallol sind, ubor wovon keiuo zwoi in cluor 
Ebono liogon; iiiimlich die Ebono s ist oiiic AsymptolGii- 
Ghenc, nnd dio Goradon gchdreii zu dor oiuon Schaar, 
uiul alio sio sohnoideiulon fiGradcn sind dio Cloradoii dcr 
aiidoron Schaar, odor oino Goradc a, die aich so bowogt, 
(lass sic slots jono droi ^schncidct, beKoliroibt die andcro 
Scliaar Gorador und soniit dio vorgonaiiiito Fliiclio; 

c) (lurch irgond zAVoi boliobigo Gorado A, Aj im Eaumo und 
diircli oino boliobigo sio scliiicidcnde Ebono 17 , 1 , avoIcIio 
als Asymptotenobene aiigcnomniGU Avird; iiamlich die 
G oration gohoren zu der einon Scliaai, und alio Goradon, 
Avolcbe diosolbon scliucidou und init dor Ebciio c/„ parallel 
siiid, siiul die Goradon dor andoron Scliaar, odor eino 
Gorado a, dio sioli so bowogt, dass sic slots jonc zAvoi 
sehnoidot und bestiiiiclig mit dor Ebono parallel ist, bo- 
soliroibt dio genaniito Fliicho; 

I) durcli irgcnd oino Gorado A und irgond oiiicn oboneii 
Strablbuscliol a„, die projociWiscli sind und so liogon, 
(lass jono nioht mit dcr Ebono dos letztoroii parallol ist; 
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iiamlich die Ebono clcs Strahlbiiscliels isL eino Asyinp- 
toioDobono, unci dio Gcrado gohorl zu dor cinon Schaar, 
nnd diojonigon Goradcn, dio sie schncidon, und wovoii 
jode cloinjcuigon Stralil dos Strahlbuschcls parallel ist, 
welclicr ihrom Durclischnittspunoto oiitHprioht, siiid die 
Goraden dor anderon Scliaar, odor oino frerado a, dio 
sioli so bewogt, (lass sio stcLs jono Gorado A schuoidet, 
und in jedem Aiigonblick dom iliroiu Durcbscluiiitspunct 
ontsprecliondon Stralil dos Strahlbiischols parallel ist, 
beschroibt dio gonannte Flaclic” 

Dio Zalil dicsor Flillo liisst sich loiclit vorinohrcn, z. B. dadurcli^ dass 
aucli dio Ilyporbol und Parabel (1, li) als bostiinmoiidc Elcmcnio aiigc- 
nominon werden 

IL Voin hyporbolischon Paraboloid findot oin bcsondcror Fall stall, 
dor sicli 7A\m allgcmoiiion li’allo ahnlicli vorhiiU, wic die gloichsoitigo Ily- 
porbol zuv beliebigen, iiiimlicU dorjonigo Fall, wo dio zwoi S)\stcme 
Asymptotonebenon zu oinandor roclitwinklig siud. Ilabon A, a die 
iinien bci dor obigon Dotraclitiiiig (I) boigologie Eigonscliaft, class sic zu 
dor DurclisclinittsliniG X dor Asymptotonobonoa s, «« rochtwlnklig sjnd, 
so wird also iin crwalinion bcsoncloron Fallo sowolil A zu dor Ebono ccjj, 
als a zu dor Ebono s sonkroclit scin, und dalicr wire! A zu allon Gomdoii 
a, I), c, d, imd a zii alien Cicraden A, A^, A.j, A^, ... sonkrooht 
soin, woil diosc fiohaaron Goradcr jonen Ebenonc^,,, e parallel sind. 'Wird 
dio knimmo Fliioho imler dioscii Umstiindon „gloichsoUigos hypor- 
bolisolios Paraboloid^ goiiannt, so folgcn also fiir sio nacbaloliondo 
bosondero Eigonschafton und Erzongungsartoji (I, 1): 

1) „Bcim gloichsoitigon hyporbolischon Paraboloid sind 
a) dio zwoi SysLoino AsympLoLonobonou zu oinandor roolit- 
winkJig; b) oino bcsiiminto Gorado aus jodor 8chaar Gorador 
ist zu allon Geradcn dor anderon Schaar (und zu don diiroh 


0 Jioi (lem Gi'enufallc, wo dio gogobeiio Gorado A dci Ebono cl os Sirahlbdschols 
parallel wild (sio in oinem unendlich entfornlon Piinoto schneidcl), Lritt lUi dio Stollo 
dcr gonaiinten kuiinmoii Fliiclio die Panibol, cl, h. dio anf dio angogoborio Aid, be- 
stiinnifcii Goindon (zwoilo Schaur Gorador), nobsr doi goftoboiioii Goradon A, sind dio 
gosammlon Tangoiiloii oinor Ibiiabol, dorou Ebono mil dor Ebono dos Slialjlbiischels 
paiallol isl. 

ba.s synlliotisclio JTaiiptinorknml, woduroh sicli dio gogonwiirligo Elilcho voin 
einfacliou llypoiboloid unlorsclioidot, besloliL niimlicli daiiii, dass sio zwoi niiondlieh 
entfomlo Gorado onthaltj sobald dahor aiis irgond Aveloliou Gniiidou folgt, dass dio or- 
zeugte knimmo Flaclio oino (odor zwoi) unoiidlich oiiifornlo (forado bat, so ist rlanuis 
zu scldiosscn, dass sio iiicht mohr this allgomcino oiiifacbo Ilyperlioloid, sondom dio 
oboii gonaniito Fliiclio isl. 
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cliosG gohcndcn Asympfcotenobeiien) rochiwiiitlig.“ .Uiul um- 
geUclirt: 

2) jjWenii bci cincm liyporbolischen Paraboloid eino G Grade 
aiis dor cinon Schaar zu irgoud zwei Gcradcn dor andoreii 
Sohaar, odor zu oiuor Asymptotenobciie, rochtwiiiklig ist, so 
ist an oil! glcichsoiligos/^ 

3} j,l)as gloichsoitigo liypcrbolisohe Paraboloid wird be- 
stiiinni and orzoiigi: 

a) duroli irgcnd zwoi projcctivisch aliiilichc Geradcj sobald 
.sic hn Raumc in solchc schiofc Lagc gcbraclit werdoii, 
dass beidc zu irgoiul eiiicm und domselben Projection.s- 
slnihl rochUvinklig sind; 

b) durcli irgcnd zwoi projccliviscbo Ebcncnbiischel, sobald 
sic in solchc schiofc bage gebracht werdeii, dass von 
den zwei cntsprcchcndon Ebeiicnpaaren, welclic die ont- 
sprochciulcn rochtcn Winkel oinschliessen (§ 30, VI), das 
cine Oder andcro Paar parallel ist; namlicli die Duroh- 
sclinitlslinie dos audcroii Paares ist alsdann cine der 
genannion Geradon A, a; 

c) durch zwoi projcctivisclie Ebeiienbuschol , wovou der 
cine aus Parallelcbonen besteliL, auf wclclion die Axe 
dos andoron .sonkroclit sLolit; namlicli diese Axe ist als- 
daun cine dor gonannlcn Geraden A, a; 

cl) 1) durch irgend drei Gorade A^, A,^, A^, wovon keino zwei 
in cinorEbono liogon, aber die ivgeiul cine viertc Gerado 
a r e oil twin klig schneiden; odor: 2) durch irgcnd zwei 
Gerado, die nicht in ciner Ebeiie liegen, wona sie als 
Gerado dorselben Schaar aiigeschon werden, und zwar 
die oino als cine der gonaniiten besonderen Geraden A, a; 
nliinlich oino dritie Gorade, die sich so bewegt, dass .sie 
slots jeno zwoi gogebenen foston Geraden sclineidet, und 
zAvar zu dev oinen stots roolitwinklig ist, bcschreibt die 
gonannto Pliiche; 

o) durch irgend zAvoi Gorade, die nicht in oiner Ebciie lie^ 
gen, uiid irgcnd cine Ebouo, Avelcho durch oiiie solclie 
dritto Gerado geht, dio der Richtiing iiacli zu joiien zwoi 
Geradon rochtAvinkllg isi (sie kann dieso auch schiioidon), 
Avonn jone ZAVoi Geraden als oiner Schaar angehdrond 
nnd dio Eboiic als Asyinptotenebeiie angosohon Avird; 
namlicli alsdann Avird eino Gorade, dio aich so boAvegt, 
dass sic slots jeno zAvei festeii Geraden sclineidet und 
bostiiudig jener festen Ebene parallel bleibt, die ge* 
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naiintc Flitche bcschreibcn (die Asym[3loi.onGbone kann i\])v\- 
gens aiicli iintor folgeiulen Bedingungoii gn^oboii warden: als 
Rbeiio, wclclio aiif irgend cinor aiideveii, die Hen boideii (roraden 
parallel isL, veclitwinklig stcht: odor welchc solclie liage lial, dass 
dio Ebonen der Ncigiiiigswinkol, wolebo dio i^wei Geraden mil ihr 
bilden, parallel ^^iiid); 

f) diircli cine (Icradc (A) uiid oinoii obenon Strahlbiisoliel (7,,), 
dio projectiviscb sind, wovoii crKtorc aiif tier Ebeno (!es 
letzicron Hoiikroclit .sioht, uiid won 11 dio Gorado uIh dor 
einen 8 chaar Ocrader angohbrond luid die 8 tral)lon ties 
Stralilbiiscliels als dor andoren Scliaar Gorador parallel 
angonomincii wordcu; namlioli alsdann wird oiuo Goradc^, 
dio sitdi so bewogi, dass sio slots dio gogohoae foste 
Oorado sclincidol und in judem Augon blink doin joiiigoii 
Stralil des Stralil l)iisGliols parallol isl/^ wolchor ilirom 
IJnrchscliiultspnncL (in Ansoliuiig dor projoctivisolion 
fioziohung) ontspriclit, dio obon gonaunto Fliiclio !)(?- 
schreiben." 

53. Andcro bosondoro Flillo (§ 52), woljoi in IliiisichL dor Erzongmigs- 
art, dor Gestalt und dor Eigenscliafiou dor duroh prqjectivisoho Gobildo 
erzengten kriiiiimen Fliichen oigonLluimliclio Uinstlinclo siaUfiiulon, siml 
folgondo: 

I. Zuniiclisi indgcn oinigo Eigonscliallon , doron K.iobiigk(*Lt sitdi aiis 
den orsten Elemonicn dor Gooinotrio orgiebt, vorangoschickt wordoin VViuni 
man namlich in einor Ebeno zwei boliobigc Siralilbiiscliol 23, 23, botraiditot, 
so fiiulot man, dass auf jedem Stralil ties oinon oin boslimiuior Sirabl (li»s 
andoren roclitwinklig stoht; angonommon os soicn dio Ktrahloii'a, b, c, 
d, ... dos Strahlbuschcls 33 nach dor Uoilio zu don Straliloii a,, lij, c,, 
d,, . , . dos Strahlbiischols 23, roclitwinklig. Dio Durohsolnutlspuntdo dor 
zu oinaiutor recliiwinkligen Slrahlonpaaro liegen in oinor ICroislinie, woltdie 
dio Gorado 2333,, die dio Mittolpnnoto dor Stralil bustdiol YOrbliidot, zinn 
Durchmesscr hat. Dalior sind dio SLrahlluiscIiel in AnsoJiung dor zu oin-* 
andor roolitwiiikligon Stralilcnpaaro projoctiviscli (§ IH). Also: 

jjfrgoiid zwoi ehoiiG Stralilbiischol 35, 23,, dio in oinor Kbone 
liegen, sind in Aiisolutug dor zu oiiiandor rocKtwinkligou Strali- 
Ion a, 1), c, d, . . . und a,, b,, c,, d,, . . . projootivisoh, luul orzougnn 
oinon Kreis, in welcliom ihro Mittolpunoto dio Endpujinte ninos 
Dnrclunosscrs sind^^^). 


*) Dio bokannlo Uinkehning dioscs Satzos lioissi: 

„Bewogt sicli oiji uochtor Winkol (aaj) in oinor J'lbonc so, ilass soiao 
Sclioiikol a, ai slots durcli irgend zwoi fosfco Pune to 123, ^poJion, so 
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Jlitiolst dieses einniclioii Satzes liisst sicli min loiolii zcdgen, dass bei 
'/Avui oboncii 8l<raldbiisdic]ii SS, S,> die in oincin Stnildlnisohel S) liogeii, 
luul boi zwoi Eboiionbiischeln A, , die ini Haiime oiler in oinein Strahl- 
biischel 3) belicliig liogen, iihnliclie staU.findeii, a\is denen Jiich 

imdirorc inorliwiii’digc Vo I go run go n ziolien lassen, 

IT. Man denko sicb zwei Ehenoiilniscliol A, Aj, deren Axon beliebige 
gcs/(?nseiiigo Lago haben (niir niohi dor llicliluug nnch zii oinander reclii- 
^vinklig sind), so ^vird auf jodcr Ebono dos ciiien Eboncnbiischeis irgend 
oino bosiiinmte Ebono dos anderon roohtwinklig seiii, so dass also iliro 
Ebeneii paarweiso zu oimindor rcohUvinklig sind. Aiigcnoniuicn es soicn 
die Ebenon c/, (5, y, 5, . . . des Eboiionbnscbols A nnch dcr Reilic zu don 
Ebencii p,, Yn 3,, ... dcs Ebenonbnsclicls Aj rotiklwinldig, inul dio 

DurclischniLtslinien dor zii cinandor rcchiwinkligon Ebonenpaaro hoisson 
mudi dev Rciho by, Cy, dy, Man donke sicli femor irgoiul cine 

Ebono E, wolclio zu dor A\o dos einon Ebonenbiischcls, oUva zu A, rcclit- 
winklig isi, so wird dieselbo dio Ebcnoiilnisclicl A, A, in zwoi oboiien 
Slralilbiisclioln 58, 58i sohucidcii, derou Miilolpimcle 93, 58i niiinlich in don 
Axon A, A,, \md deren Strahleii a, b, c, . . aj, b,, o,, ... in den Ebenon 

c^, p, Y, . . pp Yp . . , liegon (§ 27, II), iind os wird die Ebono E zu 
alien Ebonon a, p, y? ♦ * • reclitwinlclig soiii, woil sio os zu dor Axo A ist 
Sodaim isL klar, dass, cla z. lb dio Ebenon E, boide zu dor Ebono a 
rochUvinklig sind, aucli ikro Duvchsclmittslinio zu dorsolbon rocliU 
winklig ist, und (lass dioso soniit auoli yax dor Goradon a seiikroohL isi, 
woil lolztovo in dor Ebono a liogt; und da aus gloiclion Grtindon folgt, dass 
jo zwei gloiclnmmigc Straliloii dor Sirahlbiischol SS, 93,, also b uiid 
0 und Op d und d,, u. s. w. zu oiuandor rocliUviiiklig sind, so golit also 
damns liorvor: a) dass dio Diu’clischniltspuiiole allor dicsov 8tralilenpaare 
in cinor Krcisllnio liogon, wolclio die Gorado 9393,, die dio Slitiolpuncto 
dor Stralilbu.scli(d 93, 93, verbindei, zum Diirclimosser hal(l); woraus donn 
'Nvoilor tolgt: b) dass die Siralilbuscliel 93, 33,, in Ansolumg jonor Strahlon- 
paaro, projooiiviscli sind, und c) dass also aiich die Ebcnonbusclicl A, A, 
in Ansolumg ihror zu oinander reclUwinkligon Eboiienpaaro a und p 
und p,, Y und Yh w. proJocUvisch sind (woil sio mil jonoii Strahl- 
biisclielii 93, 33, porspoctivisoli sind), und dass sio daher d) im Allgo- 
iiuiincn ein bosondoros, einfaclics Hyperboloid (§ 51, IV, 1), odor o) wcjun 
ihre Axon (cinandor schneidon, oiiicn besoiulorcii TCogol zwoiton Grades 
(§ 38, IT) orzougon, welclics odor wolclior von dor Ebono E in deni go- 

diirckUlufi scin Schoitol (tuii) cine Krcisliuio, w(5lciio doii Abstancl dor 
foston Puncto voii oinaiulor znra Duichmosscr hat." 

Diosor imd dci obige Satx sind librigciis luir besondcio Fallo von cbiijenigon SiUzcii, 
tUo man imtor don gleiclioii Boclingimgon erliull, woiui, aiistalt des icchten Winkols, 
irgend oiii andcror boslimmtor Winkol angonaminen wild. 
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uaimtcii Krei.sfi (a) gescliiutton wirtl, dosNon Dui'climessoi' S3 S3, zu dor 
Axe A .senkiccht isl (woil dioso zu E cs ist), so dass also f) diosor Dtiroli- 
iticssor 33S5, ein glcicliscitigcs hyperbolisclios ParaljoloTd boscliroibi- (§ 52, 
If, 3, d, 2), weiin dio Eboiic E sicli solbst parallel forfbowogl wird. iiiicl- 
lich folgt iiocii, g) dass der Eboneiibiisclicl A und dor ebeno 8tr!ililt)iisclu*l 
33, in Ansehiing ilircr zn einander sonlcvochton Elcmeiilonpaaro a uinl a,, 
P und bj, y und c,, u, s, w. projoclivisch sind, woil boulo os iriiL doiii 
ebenen Stralilbiiscliel S3 sind; odor man kann olFonbar umg<dcobr(, ln>- 
haupten, dass, wenn man axis irgciid oinom Pu ncl, 33, boUio n,, 1),, «!,, .. . 
auf die Eboiien a, y, .. . cinos bcliobigon fibononbiisoluds A I'jilll., iils- 
daun alio Lothc oinen cbonon Stralilbiiscliel 33, bilden, desson J'llioiie E 
(odor S3,) zu der Axe A des Eboncnbiiscliols sciikrcclit ist, uml doi" mil. 
diosem Ebciicnbiiscliol, in Aiisehiing ilircr zu einander roclitwinkligen Elc- 
meiitenpaare, projecliviscli isl, und zwar dorgestalt, dass jo zivoi onl.- 
spreohondc Winkel, xvio olwa (ab) und (ap), d. h. dor Wiukol irgoiul 
zweier Stralilen a, b imd der Winkel ilircr cnlsprecheiidou Elioiioii a, [i, 
gloicli sind odor zusammen zwoi Rcclito botragen. 

Es ist feruer Folgendcs zu bemorkon: 

li) Fiilll m<aii aus einom belicbigen Puncto ® Liitlio a, li, o, . . . ; a, , 

b, , c,, ... auf die Eboiion </, p, y, •• •; o',, p,, . . . dor Ebononbiistdiol 

A, A,, so bilden dioselben zwoi ebcnc Stralilbiiscliel 33, 33,, die boziolilioli 
mit den EbeuonbiisclieJii A, A, projoctin’scli sind (g), sio sind folglieli 
aucli unlor sicli pinjectivisch, und zwar dergo.sl,alt, dass Jo '/woi oul- 
sprechende Stralilen, wio etwa a und a,, zn ciiuuulcr roelitwiiikllg sind, 
weil diese iiiimlicli Lotho auf Ebenen a und «, sind, welclie auf oiimnder 
.scnkrecht stehen (g); also werdcii dio Stralilbiiscliel S3, S3, ini Allgoiiioiiioji 
einen Kegel zweiten Grades erzoiigcii. (Dasselbo folgt aucli dadui'oli, dass, 
ini Falle die Axen A, A, sicli selmoidcu (c), man auninimt, die olion go- 
nanntc Ebeiic E gelie durcli iliren Durcliscliiiittspunct, welclior CD tieissori 
mag, stelie auf der Axe A sciikrociit mill schnoiile den andoron Eboiioti- 
biischel A, in einom Stralilbiiscliel S3,, so class also dio Strahlon a,,, |i , 

c, , ... des letztoren immerliin, wie boi der obigen Potracbtnng, zu don 
Ebenen a, p, y, . . . des Ebencnbiisclicls A sonkreclit sind, und dass man 
sich forner durcli dcii Punct CD oiiio bolieblgc andoro Eboiie den lit, die 
den Ebciienbiischo] A in oinom obcnoii Stralilbiiscliel 33 scliuoidet, so 
werdeu alsdami dio Stralilen a, b, c, . . . des letzteron zu don Ktnililen 
‘b) !^i) C|, ... des Stralilbiisclicls S3, rochlwinklig soin, und es werdnii 
beide Strahlbiischel S3, S3,, in Aiisoliiing iliror zu einander roclitwinkligeri 
Strahlenpaarc, projectivisch sciii, woil sio os mit den Eboiionliii.sclieln A, 

A, sind (§ 30, V), und folglicli wordoii sio einoii Kegel zwidlon Gra(le,s 
erzeugen.) i) AVcrdcii die Stralilbiiscliel 33, S3, (li) durcli zwol belieliigi. 
Genide A, A, gesclmittoii, .so werdeu die.se, in Aiiseliuiig dor I’lincfo «, 






t), c, , . a,, Oj, Cj, . . M in wolchen sie von den Strahlon a, b, c, . . 
aj, l)j, Op dev Strahlhiiscliel getroffcn wcrdoiij projcciiviscli soin (^veil 

lotztere untor sicli os siiid), so dass also jo zwci entsprechciKle Pimcto 
dorsolboii, wio oLwa a nnd a,, von dom Piinote S) aus untor cinom rccliicn 
Winkel (aa,) goselioii wordoiij nnd so dass, iin Fallc dio Ooradoii niolit 
in oilier Ebonon licgen, sic eiii einfaclios IlyperboloRl (§ 51, IV, 1), und 
im Ealle, wo sic in oiner Ebonc licgon, oinoii Kcgolsohnitt erzeugon. 

Aus dioscr EctraGlitung (liossi nachstohende Roilio von Siitzen: 

1 ) „Zwei Ebcnenbiiscdiol A, Ap doren Axen nicht in oiner 
libeuo liegen, sind in Aiischung ihrer zii einaiidor reclilwink- 
ligon Ebononpaare o und c^p p und Pp 7 und 7 ^ n. >s, w, projec- 
tiviseb ( 0 ) und orzougen also cin bosoiidoros cinfaches llypor- 
boloid, wclclios YOU jodor Ebono, dio zu dor Axe dcs einen odor 
andoron Ebonenbuscliols scnkrcclit ist, in oinein Kreiso ge- 
sodinittcn wird, von wolchom dio Endpuuoto cinos Durohmossors 
in jonen Axon licgon, und wo alio solcho Durcbmossor, boi dcin 
oinoii odor andoron System von Kroisen, in oinom gleiclisoitigGii 
liyporbolischoii Paraboloid licgon/* Odor; 

2) ^Drolion sick dio SoitcnniioJioii 0 ^ oinos rccbtoii Eliiclicu- 
winkcls (i/ai) urn irgond zwoi festc Ciorado (Axon) A, Ap dio iiiclit 
in oiner Ebonc liegon, so boschreibt dio Kan to a^ dossclbeii oiu 
bcsondcres oinfachos Ilyporboloid, wolclios durch die zwoi fostcii 
Goradon gcht und ausserdom dio Eigonsoliaft hat, dass cs von 
jodor Ebono E, dio zu dor einoii odor andoron Gcradon sonkroclii 
ist, in oincmKreisc goschnitton wird, dass dio Endpuiicto oiiics 
Duvehinossors dioso>s Kroisos in jciion Goradon licgon, und dass 
alle sololio Durchmossor dcs oinoii oiler andoron Systems von 
Kroisoii, fur sich gonommon, in cinom gloiclisoi tigen hypor- 
bolisclion Paraboloid licgon**'*'). 

3) „Zwei obono StrahJbii- 3) „Zwoi Ebonenbiischel A, 

scboia3,S3p dioinoinoni Slrakl- Ap die in cinom Strahlbiisohol 

biiscdiol S) liogen (h), sind in ® licgon, sind in Anseluing 

Ausoluiiig ihror zu oinandor Hirer zu ciuandor roclitwiiik- 

roeb twinkligeii Strahlenpaaro ligeii Ebenonpaaro projocti- 

projoctivisch , und orzougon visoli, und orzougen also oinoii 

also oinon bosondoron Kogol l)osoiidoroti Kogol zweiion Gni- 

zwoHon Grades, doss on Mittel- dos, dess on Mittelpunot in 3!) 


Don orston Thoil lUoscs Saizos Imt Bmpt znorsi bowioseu, ini zwoiten Dniidn 
S. 71 iloi* CotrespomlancG stn VBcolo Poh/tf^chmtfuon Als icli ini Jonrtuil fill 

Malhoiiiaiik 11. Ild. (leu 3alz zuni bowoison voiiogto, siiul cluicli oin Vorholmn oinigo 
ICigensclmfien woggoluNSCii woi'cleii. S. 162 dicsei' jXiisgabe.) 

b 1 0 i 11 e 1 ’ 8 Wevlcc J. 25 
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puiict in S) licgt, iind dcr die liegt, uiul wolelier von Jodov 
Ebencn dorStrahlbiischelSS, S3, Ebcno E, dio zu dcr A\o dcK 
in denjonigcn Stralilon bon'ihrt, cincn odor tandoron Ebonon- 
welche zu iiiror Burcli.schnitts- biischcls sonkroch), ist, iu oi- 
linic senkrcoht sind, in dor ncm Kroisc goschiiilton wird, 
offenbar die ilinon entsprcclioii- von welcbcin dio Endpnnolo 
don Strahlcn vorcinigt soin einos Durclnnessors jedoainal 

iniisscn (§38, Il).“ in jonon zwoi Axoii liogon." 

Odor: 

4) „Drolit sich cin roclitor 4) „Rewogl. sicli oin rooliioi' 

Winkel (aa,) so um soinen FIficlionwinkcl (aa,) ho, (Iiihh 

fosten Scheitolpunct JD, dor in scino Ebonon a, cf, stols dnroli 
dor Durchschnittslinic irgond irgond zwei fosto, .sich in oiucin 
zweior fe.stcn Ebonon B, B, Puncto® .schnoidendo Gorado 

licgt, das.s sich seino Schonkol A, A, gclicn, so l)osoliroili|, .soino 

a, a, slots in dieson Ebonon bo- Kanto cinon bo-sliininton bo- 

findon, so berhhrt .soino Ebono sondoren Kogol '/woiten Grn- 

bostiindig cinon bc.stimmton do.s, do.sHon Miltol|)unot jenor 

bosondoren Kogol zweiten Gra- Dnrchschnittspunot ® ist, utul 

dos, dos.son Miltelpunot jonor wclchor von jodor Ebono E, dio 

festo Schoitel ® ist, und wol- zu dor oinon odor andoron jo- 

clior dio zwei fosten Ebonon in nor foston Goradon Konkrocht 

donjenigon Goraden beriihrt, ist, in oinoin Kroiso go.soluii ttoii 

die zu ihror gogonsoitigen wird, von wolcliom dio End- 

Durchsclinittslinio sonkrocht punoto oinos Durcliinossors in 

dio.son Gorudon liogon"”), 

Oder dio letztoren Siitzo (3) und (4) lasson sioli, zufolgo § 34 iind 
§48, wie folgt, in sphiirischo Siitzo iibertragon: 

5) „Irgcnd zwoi Ilaiipt- 5) „ irgond zwoi Strahlbii- 
kreisell, II, oinor Kiigolfliioho .scliol S3, S3, auf oinor Kugol- 
.sind in Ansehung ihror Punoto- fliichc sind in Ansoliung iliror 

paaio, die uin oinon Quadran- zu oinandor roclitwinkligoii 

ton von oinandoroutfornt sind, Strahlonpaaro projooti vi.soli, 

projoctivisch, und orzougon nnd orzeugen also oinon bo- 

also cinon bosondoren sphiiri- sondoren sphiirisclion Kogol- 

schen Kegelschnitt, dor jono sohnitl, dor durch dio Mittol- 

nauptkreise in donjonigon puncto 33, S3, dor Slrahlbuscliol 

Puncton berhhrt, wolche uiu gcht, und dosson Tangonton 

oinon Qua dranton von ihren in diosen Puncton zu do in 

*) Dioson Satz .schoiut ITaekette zuorst bowiosoii zu Imbon, Comupomlnnce sur VEcole 
Poly technique torn. I, p. 179, 
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gcgonseitigon Durchsclniitis- (lurch dicsc gohcndcsii Haupt- 
punctoii absteliGii.” kreiscSS, rochtwinklig Riiui" 

Odor: 


6) jjBcwegt «ich cin Qua>. 
(Irani auf einor Kugclflacli(^ 
«o, das8 seine Endpunoie a, 
stets ill irgoiul zwoi fostcii 
HaupUcroisen H, II, liogeu, so 
boriilirter besiiindig oiiien bo- 
stimmlcii spliiirisclioii Kegcl- 
schuiti, (lor auch die fesicii 
Haupikroiso beriihrt, undzwar 
in deiijcnigon Pun(iLon, ^volclie 
in der MiLto zwiacliou ihren 
gegousoitigoii Diu’chschuilLs- 
punoton liogon/‘ Odor: „Isi 
dor Winkol an dor Spilzo ciiics 
sp hilris cliGii Droiooks dor 
Grosso iind Lago nach gogobon^ 
iiiul isli die Grundlinio dossol- 
boii oin Quadrant, so horiihri 
clloso in allon ihren vorscliio- 
dciion Lagen stots einon bo- 
stiinmlon splilirischoii Kogol- 
schnitt, dor die Schonkol dos 
fcstoii Winkols in donjonigen 
Pnneton boruhrl, wolcho vom 
Schoitcl dos Winkols um den 
Qiiadranton entforni sind.*^ 


6) „Bewogt sich cin spha- 
rischor rcchicr Wiiilccl (aa,) 
so, dass seine Schonkcl a, a, 
stets diircli irgond zwoi fostc 
Puiicte S, SS, gehon, so durch- 
liiuft sein Scheitelpunot (aa,) 
oinen bcsiimmtcn spliarischen 
KcgelschnitLj der diircih die 
fostonPuncte golit, inul dosseii 
Tangcntoii in diosen Puncteii 
auf (Icin (lurch diesel ben ge- 
houdon II aiiptkrcisc senkrooht 
siiid,** Odor: „Jsl die Oruiid- 
linio ciiics spharisoheii Orei- 
ecks der Grosso uiul Lago iiacli 
gegeben, uiid ist dor Winkol 
an dor Spitzo dosselben oin 
roclitcr, so ist dor Ort diosor 
Spitzo oin bestimmter sphii- 
risclier K ogolsclinitL, welchov 
(lurch die Endpiuictc der foston 
Grundlinio goht, und (lesson 
Taugontcii in diosen Punoioii 
7A\ dor Grundlinio sonkroclit 
siiul/^ 


Es folgt weiior (i): 

7) 5 , Irgond zwoi Gorado A, A, im Raumo sind in Anseliung 
iliror Piinciopaaro, welchc von irgond oincin beliobigon Puncto 
SD aus unter rochton Winkclu goselion wordeii, d, b. nach wel- 
chon von cliosoni Puncto aus Strahlonpaaro golioii, die zn oin- 
andor rochtwinklig sind, projoctivisch, so (lass die ScJiaar 
Gorader, wolclic joiio Punctopaarc vcrbiiiden, inoiiioin (sinfachcii 
Ilyporboloi'd liogen, und dass die Ebenon allor jonor rochten 
Winkol einon Kogcl zwoiton Grades beruhreii, dosson Mitlel- 
piiuct in doin genaiinton Puncto S) liogt (§ 50)/^ Oder; 

8) „liowGgt sich oin rcchtor Winkol (aa,) so uni seiiieii 
Sohoitel, der in irgond oinom fosteii Puncto 33 Hogt, dass seine 

25^ 
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Schonkcl a, slots irgeud zwei festo Gerade A, A^, dio niclit 
in oilier Ebone licgoii, sohnoiden, so besohreibt dio Gorado, 
^voIcllC chireh die jedosmaligcn bcidon Durchschnitispunctc gchf, 
oil! oinfaches Hyperboloid, in Avolchom aiicli dio zwoi fosten 
Geradon liegeii, und so beriilirt dioElione des beAVoglon IVinkels 
stols oinon bostimmten Kogol zwoiton Grades, dosson Miilol- 
punot jenor fostc Piinct 3) ist, und wolclier ’aiicli von don zwei 
festou Goradcii A, A, boriflirt wlrd^^*). 

9) „Wonn bei den boiden lotzten Satzen (7 und 8) alio Ho- 
dingungcii dioselben bleibon, nur dass die gogobeiion fostoii 
Gcraden A, A, in einor Ebcne E liogen sollcn, so bloibcu aiicli 
die Polgoriingen die niimlichon, ausser dass alsdann an dio 
Stolle dos oinfachon Ilyporboloids irgond oiii Kogolsohnitt tritt, 
dor durch die Geradon orzcugt wird, also in ilirer Ebono liegl, 
und durch wclchen dor gonannio Kegol 2) gohi*^ „Und wcnii 
fornor insbesondero dor fosie Piinol 9) so liogt, dass dor 8lrahl, 
wolchor ihn mit dom Durclisohnitlspuncto dov Teston Geradon 
A, verbindet, zu den boiden loiztoron sonkrocht ist, so isfc 
alsdann der genannte Kegolschnitt oino Ilypcrbol, wolohe dio 
Goradoii A, A^ zu Asymptoton hat/* Dio llichtigkcit dos lolzton 
Fallos folgt, wio man Iciclit bomerkon wird, daraiis, dass die iinondlicli 

'^} Poncelci liat dicsen Salz znoist bolcannt goniacht, in oiiiom Moinoiio, wdclio^J oi’ 
(ler Akadomio dor Wisscnscliaftoii zu l^aris voilcgto. Ei folpforto ihii auH dom obigen 
Satzo YOU Binei (2), Dio Satzo 7) xind 8) aiiid iilimlich, atich zufoIg(5 doi gogomvuv- 
Up[ou Entwickehin^, als Ocgoiisillzo (lev Siitzo 1) und 2) auzuhclioii, und liuUon a Is 
soldi 0 noboix dieso gestolU xvQvdoii konuon. So lios&on sich z. 15. dio Sillzo 2) und 8), 
eiuandoi cntgogciig(}sotzl, wio folgt, aiisspicclicii; 

,,Bowogt sich oin rcchtwiiikli- „15o>YOgl sich oiii voi andovli- 

gcr (li oifhichigov Korpovwinko! clios voolitwiiiktigos Droiook arti>D 

£/«( K so, dass (lie Hypo tonus on- vso, (lass dor Schoitol 5D dos rocli ton 

Elaclio slots in oiiior foston Ebono Winkols slots in oiiioin fostoii 

/ibioibt, wuhrond dio zxvoi libiigon Puii(5to S) b loibt, wlifivond dio zxvoi 

Soitouflachcii a, ci| sich uin iigond ubrigon Eckou n, Oj sicdi lilngs iv- 

zwoi fosto Gorado A, A| diohon, so gond zwoi foston Clovadon A, Aj fori- 

bosclii oibt dio JCanto do.^ rocliton bowogoii, so boscliroibt dio Hypo- 

WinkG].s («ci|) ein oinfachos Hypor- tonnso mii oin oinfaclios ffyporbo- 

boioid, in xv ole hem auch dio zwoi loid, in xvolchom jiuch dio zivoi 

festou Ctoraden A, Ai liogon, nud fostoii Clouidoii A, A, liogon, und 

so diirchliiuft dov Schoiiol dos soboxvogisichdioEbonodosDioi- 

Kovpovwiixkols oinon bostiminton ecks als Honihningsobono oines 

Kogolschnitt, nunilich don gogon- bostiinmton Kogols zwoiton Oin- 

seitigon Diirchschnitt dor fostoii dos, nilniHcli dos JloviihvuiigskogolH 

Ebono n niul dos Ilypoi boloids.“ axis dom Punclo 3) an das Jfyper- 

’ boloid.*^ 
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oiUfornLon Puiicic tlor Goradou A, A, ^roiibai* deii in ilirom Ke;,^oiihoilijfcn 
nurchsclinitto veroiniglcn l\inctoii oiUsprcdion (§ 40, I). Audi kann 
cl loner Fall daduroh aus dom ol)igGii Satzc (4, links) gefolgcrt \vordon, dass 
inuii Clio dor(. gouaniitGu Eboncn B, B^ durcli cine solclio diittc Eboiio E 
scliueidoL, wolchc zu ibrcr DurchscliuittsliuiG soiikreclit ist, imcl welcho 
mltliin mil deiijonigcii boidon Stralilon, in welclicn jonc El>caeii von dciii 
Gnsolbsl gcnanuton Kcgol S beriilivt wcrdcn, parallel ist (§ 36, HI). 

10) „Stelil die Axe oinos Ebcnonbiischcls A aiif dor Ebeiio 
ciiiofi cbcnoii Siralilbxiscliols SS^ scnkrocht, so sind beide Gebildo 
in Ansoluing ihrifr zu cinandcr rochlwinkligon Elomontenpaarc 
projoctivisch (g) und orzougcii cinon Krois, wclclicr in dcrEbeiie 
cToh Strahlbiiscbels liegi and den Abstand des runetch in 
wolcliciu jeno Axe A diose Ebonc trifft, vom Mittclpunclo 33^ 
cion Strahlbuscliels zum Durclimessor liat/^ 

Da diu’cli droi Puar onisprechoiide ElomoiiLo die projocfcivischc Bo- 
zi cluing zwor Gebildo bcstimml ist, so folgon aus don obigcii Siitzen 
Cl, B, 5, 7 luicl 10), durch Umkelirung, die naclislehendcn: 

11) a) jjHobald l>ei yavoA projoctiviHclien Gcbilden — scion 
ow 1) zwei Ebenonbiischol A, A,, deren Axon in oiiior Ebono 
1 logon mogen (3) odor nieht (1); odor 2) zwei ebene Siralilbiiscliel 
35, SB,, die in oiner Ebonc E (I) odor in eiiicm Siralilbiiscliel 2) 
CB) liegon; odor 3) zwei spliiirischo liauplkreise II, U, (5); odor 
*4) Kwoi spbarische Sirahlbiiscliol S3, SB, (5); odcr cndlicli 5) cin 
li bonenbiisclicl A uiid oin ebeiicr Strahlbiischol S3, (10) — irgciid 
cli'oi onisprocheiulo filomontenpaare zu oinandor reclitwinklig 
sind, so sind jc zwoi dor iibrigon cntsprechoiulon Elcmonto ebon- 
fa I Iw zu cinaudor rechtwinklig;‘‘ imd; b) „Sobald boi zwei pro- 
j o cUivischoii Geradcn A, A, (7) irgeiul droi Baar enisprocliciulo 
D uncle von irgend oinom Puncto 3) ans uiilor vocliloii IViiikoln 
^osohen werdou, so rindol fiir jedos der ubrigon Paare eiit- 
s [n'ccliendor PimcLo oin Gloichcs slatl/^ 

Diid daraus folgl woiler: 

12) a) ,)Boi zwei boliebig liogoiiden projoclivisclicn Go- 
bildon — von der Art, wie sio so obon gcnannl wordou (11, a), 
aiisgenomineii der funflo Pall — sind im Allgomeiiicii uiul liocli- 
stoiis nur zwoi Paar enlspreehciulo Elemoiilo zu oinandor rcclii- 
winklig, namlich os sind onlwodor zwei, odor nur cin, odcr gar 
kein Paar zu oinandor rcehlwinklig, obon so, wic bei zwei pro- 
jo clivisclion Gobildon, wenn sio in odcr auf oinauder liegon, 
oulMprecliendo Eloineulcupaaro zusanimonfallon;" imd; b) „Boi 
zxvci boliebig licgondon projcclivischon Gcradoii A, A, wcrdcn 
von irgend oinom beliobigon Puncto aus gloicherwoisc oiitwo- 
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del zwoi odor mir oin, odor gar koin oiil,Kj)roclionclo 

I’uiioto iiiilcr rcclitcn Wiukohi goschen." Und kwoi Hind dio oi'- 
wiihiiteii Elementciipaaio, wic folgt, leiolit Kii liudon. RjihI z. li, zwoi Oo- 
liclug liogeiido pi'Ojcctivisclio Ebcnenbiisdiol A, A, gogolion, ho dciiko innii 
hicli oitiQii solohen dritton EbcnonbiiHoliel A^, dor mit A, ciiiorloi Axo liiif., 
und dor mit A in Ansoliuug ihrer m oiiiander rochtwinkligoii Ebonoiipjuirti 
projooliviHcli ist (1), ho siiid alsdann aucli A, und Aj, projoctivisoli, und 
so vide eiitspicolioiiclo Eloinentenpaaro dor lolulcron zuHaimnonfuIlou, oIkiii 
hO vide cntsprcolioiidc Elemontonpaaro von A, A, miisson olll'onlmi' zu 
eiuimdor roclitwinklig Hoiii; die voroinigton cnlsproohoiulon Mloinontoiiimiiio 
Ytjii A,, Aj werden abov naoh §31, fif gdfnndcn. Hoi don iibrigcni 
Paaren von Gebildeu ist die Losiing iOinllcli. 

Dio obigen Hivtec (2, 4 und 6) kbnnon untor andoron in folgon<l<‘ 
(irenzfiillo iibergelien: 

13) (jAVenn niimlicli in (2) und in (1) dio gogoboiuin foslou 
ftpradon A, A, zn oinandor rcolitwiiiklig wind (liol (2) dor Rioli- 
tiing naiili), so treton offenbar an dio Stollo sowobl dos oin- 
iaclicu Ilyperbolojds (2), als dos Kogols (4) zwol Elionon, wo- 
von jede durch oino dor boidon fnstcii Goradoii gold mid zii 
dor jedosiiialigon andoron sonkrooht IkI., iind dio dalior aiirli 
zu oinandor scnkrochl aind; d, h. sollon dio .SoItonJ'laolion a, «, 
cinoH rcchtcu EliiolicnwinkolH (a</,) diiroh jono zwoi zii oinandiir 
reclilwinkligeu foston Goradon A, A, golion, , so ist dor Oil, soinor 
Kaiito a^ auf dio zwoi gonannlen Ebenon besohriink t. Iind woim 
(in 4 links) die gegobonon fofiton Ebonon B, Z?, zn oinandor 
rechtwinklig siiid, so rodiicirf, sicli dor dasollKst f>oniinnto Kogol 
aiif diejoHigon Goradon, in wolclion or zuvor jono Ebonon bo- 
riilirto, odor violinolir gohi dio fCogolflacho in dio li'liiclio don 
dnrcli diesG Goradon oingosolilossonon AA'^inkols libor; doiui aln- 
dann ist jede von diosen zwoi gonannten Goradon zn alien Go- 
radon in dor andoron Ebeno sonkrochl. Aohnliolios folgt fiir dio 
spharischou Siilzo (6).“ 

14) „Zwoi gogobono projooli visoho Gobildo, niinilioli ont- 
woder «) zwoi Ebenonbiischo] A, A„ odor (3) zwoi oliono .Slralil- 
btisclicl S, so zu logon, dass iliro ont.sproohondonEloinontoii- 
paaro zu oinandor rechtwinklig Sind; and fornor: y) wonn zwoi 
projoclivischcGerado A,A, in bollobigor scliiofor bago im Kaiiino 
gegebon sind, donjonigon Punol iD zu findon, von wololioin auw 
iliro outsprociiondon Piinctopaaro untor rooliton AA'inkoln go- 
selieu werdon-“ 

Auflosung. «) Man haltc don oinoii Ebononlnlschol, olwa A in 
soiner gegobonon Lago fosl und fiillo aus oiiiom boliobigoii I'unoto S, 
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LoLhc auf heiiie Ebenen, so (lass oin o.beiicr Stralilbusdiel S3i entstelil^^ 
wdclior mil (IcMii Eljoucubiischol A (10)^ uud mithiii aiich mil clom Ebciicii- 
biiscbcl Ap pn>j(»otiviscli isl. 8odami koinmfc cs mir darauf an, den 
Eboncnbiis(diel A^ so zu log(3n, (lass ci mil iam feslcii Stralillniscjliol 23, 
perspGctlvisch isl. Jlaii siiclio zii dicscin Eudzwcok die Scshoiikel s,, 
uiul iSoitenfliicjhen a,, t, dcr oiitsprcoliciidcn rcohlen Wiiikel d( 3 r bcideii 
ftebildo 23,5 A, (§ 30, VI). Oa die Slnihlon s,, I,, dor Voraiissot'/uug 
goniass, fest siiid, so isl dor Orl dor Kanle A, dcs roclUcii Fliielicmvinkel.s 
(a,T ,)5 wcnii soiiic llaelion du roll j one Slrahlon g(?hcn solleii, auf (liojcnigcn 
yavoA Eboiion R, T lioscdirankl, wolchc diivch s,^ I, gelica uml lieziolilich 
zii ip s, senkroclit siiul (13). Hind foriior (1, irgend zwoi anclcvo zu 
oinandcr rechlwinldigo Ebenon dos Eboncnbiisohcls A,, und siiul a,, b, 
(lio ihnou cnlsprc^o-liondon Htraldcii im Htralilbiischc) 23,, .so isl dcr Ort dor 
Kanlo A, dos rc(;lil('ii ]*'lachcnwinkcls ((/jp,), wmn some Eliichcn durch jono 
Hlralilon golion solloii, uiif oiiic besoiidorc KcgcKlaclio K zwoiten Grades 
lioschriinkl (d), 'svoloho diu'ch die Slrahlon a,, b, gohi, und die dalior noth- 
wondigor Woisc von dcr oinon odor aiidercn dcir vorigen Orlsobonon ^J' 
in irgcml zwoi Slrahlen Ap A” gcscliiiilleii wii*d, in denen allcin die 
Kanlen dor zwoi gonannlou l^lachoimiiikcl (c(,P,) zusaminonlrofton 

koimcii, und in denon folglicli allcin die Axe A, liogoii kaim, inn dor 
Aiifgabo zii gouiigcn, cL h. daniil dor Ebononbiiscliol A, mil deni fesleii 
Strahlbilsoliol 23, porspociliviscli sei. Urn dio gonaimieii Slrahlen Ap A'^ 
in dor I'liat zii (indon, kann man daiiach z. B., wio folgfc, verfalirGii. Es 
stello (Fig. 51) (las l^ipicr dio libono dos Strahlbiisolmls 23, vor^ wo man 
skill also dio Ebonon S, T diircli dio Slrahlon s,, t, uml sonkrochl auf 
jeuer Ebono zii denkon liak Da dio gonannlen zwoi riichUvinkligcn EIkjjioiu 
paare or, und x,, und p, do.s Eboncniniscliels A, notluvondigor Woisc 
abwochsolnd auf oinandcr folgcn, clwa in dor Ordnung or,, a,, x,, p,, so 
mtissGii aucli dio Llinoii oiiisproolioiidon Straldonpaaro s, und I,, a, und I), 
ini Siralilbuschol 23, abwochsolnd auf oiiiandor folgen, uud zwar nacli dor 
Orcliiinig s,, a,, 1,, b, (§29, II). Da feraor desr gonunnto Kogol K von 
jodor Ebeno E, wololio zu oinoni dor zwoi Hlralilon a,, b, sonlcrocht isl, 
in oinom Kroiso gGsolinillon wird, wovon dio Endpuiudo oiiios i)iir(5luncssor8 
in diesen Slrahlon liegon (d rcclils), so isl also jodo Gorado ah, die man 
zwischon diesen Slrahlen und z. B. auf a, sonkrocht ziolii, oin solchor 
Durchinosscr, dor iiothwcndigor ’^Veiso jcdosmal oinon dor zwoi aiidoron 
Hlralilcn s,, tp hior I,, s(jhiioiden muss; iibor diesom Durchinosser bc- 
sdirclbo man soforl in dcr zugohorigon Ebenc E, wolclio dio Elionc T 
in oincr Goradon a' a',' sohneidol, doii goiiannlou Krois, so wird dicser 
jonor Goradon ix\a'! in zwoi Punctoii a',, a',' bogeguen, diircli wolcho dio 
vorlanglon Slrahlon A p A^,' gohen. (Rian kbimto librigons auoli iibor dom- 
solbon Diirchmossor in dor Ebono dor Figur oinon Kreis bosodireibeii, und 
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liipi- (lie Liinge tier Alwcshnitte n',t, a''ti «o wic die Winirol, wolc-lio dio 
Strahloii A', A',' mil (bin Stralile t, oinschliessoii, odee init ('iiiom VVorl, 
(lie Di'cieckc a' 133,, ft', '133, findeii, wie loichl '/,\\ schcii isl). Hal, kiuii 
iiuf vorstcIiGiule Weiao zwei bostimmte Lagen A', A',' ftir dio A\e 
gofmulon, so kounl man ziiglcicli alle moglichon Lagon dorsclboii , indoiii 
»ie ans jcnoii dadiircli, nnd iiiir daduroli, in ande,rc, ilii- zukomnuMidi', 
Lageii iiborgelieii kanii, (lass sic mil sich solbsl parallel forlbowegl wird. 
Es isl (labor, wciiii die Lagc dor Axe A irgeiidwo fosl angeitoinnioii wird, 
(lie Lage, odor der Ort dor Axe A, niebt bosebrankl, sondorn iiur ilir(> 
liicbluug, iind zwar ist dieso auf luir zwei bosliinmlo Kichlimgen A', 
A',' bosebrankl. Die Axe A, kaiin daber auch in .soleho J/ago gebraobl 
Worden, wo .sic jeiio andoro Axe soluieidol, und wo alsdunn dio Klralil- 
biisobel A, A, don mobrcrwalmton besondoron Kegel orzongon. — AVenn 
iii.sbosondcre die gegobenon Ebononbiisebol A, A, gloicb .siiid, so ralloii, 
wie leiebt zu seben, dio zwei Strablon A', A',' in oiiion einzigon zii- 
.sanimen, weloher zu dor Ebeno dcs Slrablbiischol.s 33, senkreebl isl, .so 
(lass alsdanii dio Axon A, A, dor Ebonenbiisolicl parallel wordon, und wo 
alsdann letztere don sogenaiinten goraden Oyiindor orzetigon. 


P) Alls don obigon Satzen (3 nnd 4, links) folgl ziiviirdorsl, dass, 
inn die gegobenon Strablbiiscbol 33, S3, in dio verlangle Isige zu briiigeii, 
von don Scbonkebi ibrer entspreohondon roebton AViukol (si), (s,(,,) (Ij ||) 
zwei ungleicbnainigo, also oatwedor s nnd I,, odor I und s, , veroinigi 
wordon mnssen. Ist dieses gc.sclichen, und zwar .so, dass zugloieli die 
Mittolpiinote dor Slrahlbiiscbcl ziisammenfalloii (in !D), so isl sofoil luii' 
nooh ndtliig, don lelzloron .solcbo Lago zu gobon, d. h. ibre Ebimen .so 
gegen oinaiider zu iieigon, dass irgond oin I’aar andoro onlsprooboiide 
Stralilen dor.sclben, olwa a unci a,, zu oiiiandor roolilwinklig siixl, doiiii 
alsdann siiid droi Paar ontsprcebouilo .SIrabloii s und s,, I und , u imd 
a, zu cinandcr rocblwinklig, und rolgliob die AuCgabo gidii.sl ((!).’ AlJoin 
bei genaucr Unlorsucliiing dio.so.s Verlabrons gowahrl man bald, da.ss veil 

Jeuen ungloicbiiamigoii Slrahloiipaaven nichl jodos, .sondorn mir oins 

Iioidoii, voroinigt wordon darf, und zwar vorhiilt os sioli daniil, win (bigl: 

Yon (lop zwei AAb‘ukel.summon(aH)-|-(a,t,) und (a.l)-|-(a,s,) isl iiiini- 
boh im Allgeinoiiion dio oino grosser uihI die andoro M(>inor als (un 
recliler AAbiikcl, woil bcido .Summon zusamiuoii zwoi llodilo lailrngon; 
jonige Suinino mm, wckbo grds.scr isl, onlliiill j(!do.smal dio zwoi ?Slra|iloii 
welciio allciii voroinigl wordon diirfon. Durob dio wirkiiobo Aiidosiiim 
wird (lio.s, wie folgl, klar dargolhan. Es sci z. II. dio .Suniino (at)-|-(a s )-,••]{ 
so lege man die .Strablbiiscbol so, dass .sowohi iliro Miltolpimolo' h 33 * 
als aueb dio Strablon I und s, voroinigl sind. AYird sodann dio ’i,,ig,i 
dcs einen .Strahlbaschels, olwa die dos 33, als fo-sl angonominoii (Eig. r,y) 
so kaim der andoro 33, soiiio Lago mir noob dadurcb andorn, dass oj- .sudi’ 



inn flou gemoinsclKifilichen fcstcii Stralil t(s,) herumhowogl , wobci dor 
Hlralil oiroiibar oineii (goraclon) Kegel zwcitcu Grades besclireibt; os 
■soil abor dicjonigc Ijagc dieses Stralilos gofiiiidon Averdoii, wo er zn seinoni 
ontftprochendon Strahle a rcohtwiiiklig isl^ fiir diosen Fall muss or also 
aiicli in der Ebcne E liegon, wolclie im Puucto S3 auf dem Stralilo a 
soiikrcchi stclii, und die also durcli doii zu a rcclitwinkligen Striilil o 
gohl, folglicli koiincn nur diojciiigen zwei Strahlon a',, a'/, in welclicii 
(lirHc Ebeno E joncii Kegol s(;linoidot, die gosucliio Lago dos Stralilos 
darslollcn, ^vodurcll sofort auch die Lago dos Sfcrahlbiisclicls S3i, in dor 
dicsor alloin dor Aulgabo goiiiigt, bcsiimmt ist, AVie die Slrahloji a',' 
in dor That zii conslrniron sind, isl naoli diosen Angabcii loioht zu 
«cliGn. Auch siolit jnan jetzt, wanim die Aiillosung unmoglicli wird^ wonn 
(at)+(a,S|)cll ist, woil niimUch alsdann AAnnkol (ajS,)c(ol), ho dass 
folglicli (lie Ebciio E dcii durcli a^ beschriebeiion Kegel iiiclit in zwei 
Strahlon sclincidcn kann. — AVcnii insbesoudero dio Stralilbiischol 33, SS, 
gUncli sind, so beruhri dio Ebeno E don gciiannton Kcgol, woil dann 
AVhikol (ct) = (a^s,), so dass boido Siralilcn a/,, a^,' mil o zusainnicji- 
fallen, und alsdann aucli dio Ebonou dor Slrahlbiisclicl auf oinandcr fallen, 
III diesom Eallo kdnncn al)er dio Sirahlbiischel aiicli in soldier Ijugo dor 
jViifgabo goniigon, in dor sie anfangs oben (I) botrachlcl wordcii, wo sic 
alsdann cinon Ki’ois erzougen, — Kiinio os darauf an, die Sirahlbiischel 
so 7 A\ logon, dass ilire onisiirochondon Strahlon hloss dor Hichlung nadi 
zn oiiiandor rochlwinklig wiiroii, wonn z. lb ihre JUtlolpinicle in fosloj* 
I/ago gogobon warou u, s. w., so clurflc man nur obonso vorfaliron, wio 
vorhin, und sodann don Slrahlbiisclicl 33, so logon, dass or mil sidi 
soJbst parallel wiiro und ausscrdcin jonen iibrigon gegoboaon Ilodingiingou 
goniiglc. 

Y) Man boschreibo iibor irgoiid droi ProjccUonsslrahloii dor gegobonon 
Gcradon A, A,, chva iibor aa, , bl), , CC,, als Durchinossor genummon, 
Kug(dflaohon, W(dcho sidi im Allgemeinon in irgond zwoi Puucloii 
snhiioidon wordon, von donon olTcnbar jedor doi' Aufgabo goiiiigl (11, b), 
AA^cnn sich dio di’oi KugoKUidion nichl in zwei Ihinctoii sclinoidoii odor 
wonigstciis in oinom Puucto boriiliron, so isl di(v Losung dor Aufgabo 
fdr dio gegdiono Jjage der Goraden A, A, iinmoglidi, sic kann abor, 
woforii oino Aendorung dieser Lago gostaltot wird, loidil moglicb gomadit 
wordem 

Es isl hiorboi nodi zu bemorken, dass jodo cler zwei obigon Auf- 
losungon (cc), (p) audi auf die andoro ziiriickgofiihrl wei'don kaini (h), und 
dass feriier audi dio ihneii cnlsprodiondon sphiirischen Aufgabcii sich auf 
itJiuliclie AVoiso loscn lasson. 

Durcli dio orsie Auddsuiig (a) isl audi ziigleidi dio folgoiiclo (zu § 30 
naohlraglidie) Aufgabo gcldsl: 
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15) „Zwoi projoctiviHclio Gcbilde A^, S3,, niimlich einoii 
lilionoiibuschol and ciaen e)>encii Htralilbiischol, dio in licliobjg 
scliiefor Liigo gogebon siiul, in porspectivischo Lagc zu hringcn/^ 

^Vio dio gomuintc Aiinosiing zeigt, Icoinmcn dicker Aurgal)G im All- 
gojneiiion zwci Aiillosiiiigen zii, d. h. Avird dio Lago dcs ciiioii OobildoH 
als fost augeiioininon , so kann das aiidore in zwoi VGrscliiod(3iioii Lagon 
dor Aiirgal)o gouiigon. 

In Beziig auf die oboii botnichielen bosotidoron firzoiigiiisso j)rpjGGil- 
visclior Gebildo, doroii ontspiooliendc Elcnionio zu oinaiidcr rccliiwinldig 
sincl, isi endlioh noch zu bomorkon, dass sic boi gcwissoii UiUGi-sucluingou 
(iin Ibuimo nnd auf dei* Kiigoiniicho) ahnlicho Hullo loistcn, wio man .sio 
vojn Kreise, vormogo seiner (in i) angGgobojion EigoiiHchcafi, allgomobi zu 
beniilzoii gcwoJini isi., was z. Ik sohon l)ci dor vorsiGhonclcii Aufiosung (j3) 
zu sehon ist. Deshalb mag in Jlinsicht dos besojidorcn, oinfachoii llypej’- 
boloi’ds (1, 2) nnd dos bosundoj'on Kogols zwoiieii Grades (3, 4, r(3c]il;.s) hier 
iiocli insbosoiiderG orinnorL Avorden: „das,s dioso Eiguroii, vor don 
iibrigen iliror Art, daran zii erkonnon siiul, dass jt3dor Kreis- 
sehnitt in ihnon zu oiiiom ihror Stralilon senkroolit ist, und 
dass sio dahor untor andoroin, Avic foJgt, bostimmt und orzcugl 
werdoa (§ 51, IV, 9); 

16) „I)as gonannto besondoro, oinfaeho Ilyporboloi'd wird 
bestimmt und orzcugi: 

a) Avonn irgond ciii ICreis K und zAVoi ihn soliiioidonde 
Gorade A, A,, Avovon die cino A sonkrooht und dio aii- 
dore A, boliobig schiof auf seiner Ebono stcht, und 
Avolcho Go radon sioh nielit solinoidoii, go go bon sind; 
nainlich hoAvegt sicli alsdann (3ino dritto Gorade a so, 
dasb sio stots dio drei gegobonen fostoji Elojnouto K, A, 
A, schnciclot, so boschroibt sio die gonannto Fllicho; 
odor; 

b) Avonn irgond zAvoi festo Gorado A, A,, dio niolit in (5 in or 
Ebono liegon, gogobon sind, und cin vorfuidcrlichor Krois 
K sich so boAvogt, dass seine Ebono slots zu dor oinoii 
Goraden sonkroclit ist, und dass stots dio Eudpunclo 
(3inos Durchmossers dessclbou in don zwci foslon Gora- 
ilen Hegon, so bosohreibt or dio gonannto Klaolic/^ Und; 

17. „Wonii irgond cin Krois K und irgond oino ilin schnei- 
doiulo und auf seiner Ebono soiikrocht stobondc Gorado A go- 
geben sind, so Avird duroh jedon Punct 3) in dor Goradon und 
duroh don Krois dor gonamito bosoncloro Kogol orzougt, d, h, 
so ist dor Kogol, AA^cIclior duroh don Krois goiit iiiid jonon 
Punct 3) zum llilLolpunot hat, oin solchor bosondoror Kogol/^ 
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TIT. An clio vorstohondo Uoihc von .Salzcii lialtGii last iinmittclbar 
iiocli moliroro tandcre Siitze ungosclilosson wordcn koauen, wovon ich cinigo 
im Anliangc aafstolloa Avorde. Ilioi* soil inir nodi cin cigonlliumliclier 
Fall (I), dor mit oincr Ein>schrankuiig schon iu dor vorigou Botrachtiing 
(I I, li) vorkain, Platz limlon. 

FalU man namlicli aus oinoin holiobigou riniclo ® Lotlic aiif die 
Ebcncn a, [5, 7 , . . [5,, 7 ,, . , . irgend zwoicr bolichig soliicf Ucgcndoa 
pi'ojoctivisclien Ebonenliuschol A, A,, so bildoii diesclbou zwoi oboao SlraliF 
biiscliel S3, 33^, welcho bozichlich mit den Ebcncubasclioln A, A, (II, g), 
unci ftdglioli aiujli miter sidi, projcctivisoli sind, und wcldio soinit im All- 
gcmoincii einon Kogol zwcitcii Oracles crzoiigon, de.sscn llittolpimcL 5) ist, 
Fcriicr folgt, class die Ebono irgond zwoicr enlsprcohoiKlGii Htralilon (Tjollie) 
dor StraliUnischoi S3, S3i, Avic z, B. die Eboiic (aaj) dor Stiablon u, a^ 
zii dor Dnrohsdmiitslinio a^ dor dioson Strahleu entsproohcndoii Ebcncn 
cc, dor Eboiumbuschel A, A^ sonkreoht isi, Vfinl ondlicli iiodi orinnori, 
dass die Eboncnbiischol A, A,, da sio sidi in schiofor Lage bcfmdeii, im 
Allgomeincii entAATdor ein oinfaohos Hyperboloid odcir oiiicn Kegel zAvcilen 
(-Trades erzougen, so folgon also nachstclicnde SilLzo: 

1) „Allo Ebenen (aa,), welcho durcli oiiion bolicbigoii fosien 
PunoL ® golicu, und ayovoii jedo zu irgoiicl eiiicm Strahlo (aj 
oiiics ciiifaclicn Hyperboloids [AAJ scnkrocliL isl, iimliulleii 
irgond oinen Kegel ZAveiten Grades/^ 

2 ) „FalU mail aiis irgend 2 ) „EcgL man durcli irgond 

eiiiem PuiicieSj (Durclischnitt cinoa Punci 33 Ebenen, welclie 
dor Axon A, AJ Lotlio auf diti aiif don Strahlon eiiios goge- 
B eriilirungsobcnen eincs gogo- benon Kegels [AAJ zwoiten 
boiiou Kegols 33^^^ zAVeitoii Gra- Grades roclilAviiiklig stelioii, 
dcs, so liegoii sie in oinor an- so nmliiillGU and bordliren sio 
dor on Kogolfliiche [AAJ von irgond oinon and ore n Kogel 
rlemsolbon Grade*^'^), 33 ^^) von clomsolbon Grado^^J. 

Z usa m moil go sotz tore Satzo luid Auf gab 011 . 

6 J. Dio in don vorliorgehendon Paragraplion (§ 50 — 53) oniwiokcUen 
Eigcnscliafton bclieliig scliicf liogondor projoclivisclior Gobildc and dcrcii 
Erzeugnisse fiihren, durcli Wiodorliolung and Verbindung, zii zusammoii- 
gesetzteron Slitzen, and zwar sind sie selir dazii geoignoi, oiiic Mongo voii 
Aiifgabon loiclit zu loson, violo Slitzo oinfach zu boAVoison, don innoren 
Zasainmcnhang von l^orlsincn klar darzasicllcn, so Avio ondlicli auch die 

*’) Dioson Satz, nobst oinigon mit ihm zAisammonhaiigoiulGii Eigcnscliafton, habo 
icli zuor.sl boi oincr Gologonhoit im Joiirn. f. Mat horn. Bd, IL Hoft 111, aiisgofeprochoii. 
(Of, S, 145 dicsor Ausgabo.) 
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Abliiiiigiglicit gowisscr Syslomc uiigloiclmrligor Piguren von cinandcj' vm 
bogruiidcn, mid dio Ooselzc fiir die Uebortragiiiig cler Eigoii«cliaftoii des 
Ginen Systems auf das aiuloro imclizinvoisen. Eiiiigc passondo Boispiolo 
wenlou liiiireidiend sciii, urn dioses allcs iu's Klarc zu solzon. Icli iiniss 
jcdocii beincrken, dass man Jiior aiif aliidicJio IVoiso wio fruJior (§ 19—25), 
4^—43) imd (§46) zii Werko gohen konnte, namlicli durcli stufenwoiso 
Vorbindung dor Ocljilde iind mit goiiauer Ooconomio, idle vcrsoliiodoneii 
Roilumfolgei) von Siitzon und Aufgaben zii oiUwickoIin Moliroro liiorliin go- 
liorigc Sa'tzo und Aiifgalicu werdo icli im AnJuingo zur Sclbstnbung auf- 
■s to] I on. 

55. Ziini Bchufo einiger nachfolgeiidcn Siitze und Aufgabon, sowio 
ziir Ri'lcichtcning fur alio s^iiitcren iiluiliohou DotraolUiiiigon, sollon Jiier 
vorerst einigo Erkliirungon fostgoslGlU werdon, woloho als Ergiinzung odor 
ids Erwoitornng sich an die obigoii Ei’klarungon (§ 19) anschlicsscn, nnd 
wolchc cigondioli sebou friihci* (§ f\2 odor § 33) ihro Siello iiutton findon 
konncii, Achn]iclior\voiso nainlioh, wio in § 19 dio Eiguron in dor Ebono 
orkliirt und in iliror Voilstandigkoit aiiFgofasst wordon siud, sollon liler 
Eiguron im Allgcmoiuoj^, mbgon sio in cincr E))ono E, odor in oincm Hlrald- 
blisdicl 3), Oder iiu Eaumo iibcrhaiipt Uogon, crklilrl, und auigofassl wor- 
den, nnd zwar wio foigt: 

Irgeiul n Ebonon, die als zu- Irgoiid n Ibmote, dio als zu- 

sanuneiigchorend in’s Aiigo gefasst hainmongolidroiid in’s Augo gofassl 

werden, sollon Ibrlan j^vollstan- wordon, sollon fortan „voIJsLiiii- 

digOK n-E]uoh‘‘ iioissou, namlicli digos n-Eck“ lieissoii, niunlich 

dio ]il)oncn sollon sedno Eliichon die Puiicto sollon soino Eckoii und 

und dio fioradon, in denon si(* sich dio Ooradon, in dcuon sic puarwoiso 

paarwoiso solmoidcn, sollon seino liegoa, sollon soino 8oi Ion gonamit 

Kantcii genannt werdeii; os liaL wordon; os liat also im Oanzon 

also im Oiiiizon 'Jn(n — 1) Kantoii. 4n(n — 1) Hoiion. Ecriior sollon 

Voruor sollon dio ii Ebonon^ wonn dio n Punoto, wenn sio in irgond 

sic in irgond oinor bosLiniinlon Aiif- oiuor bostininUon Aufoiiuindorfolgo 

oinandcrfolgo aulgcfassl werdon, wo- anigofasst wordon, woboi niimlioh 

liei n/imlioli dio orsto als auf dio dor orslo als auf don lolzton 

lotzto (n‘®) folgond aiigosclien wird, folgond angosolien wird, „oin- 

,)Ohifaclics n-Flaoh^^ lioisson, faolios n-Iick“ lioisscii, und zwar 

und zwar sollon luir alloin dio sollon nur alloiu dio Goraclon, in 

(icradoJi, in deiien sicb dio im- donon dio uiiinittelbar auf oinandor 

niittolbar auf oinandor folgoiidcn iblgondcn Piincto paarwoisc liogon, 

Ebenon sclinoidon, Kan ton dos- 8oUon dossclbon gomumt wordon; 

selbeii goiiannfc wordon; das volb das vollslnndige ii-Eclc urn fassi also 

standigo n - Plaoli umfasst also 3.4.5...(n-l) cinfucho n-Ecko (§25, 

B.4.5...(n— i) oinfachc n-Flacho Note). Endlich soil das vollsiandigo 
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(§25, Nolo). Encllicli soli das vollstiin- 
(ligo n-Flaclx, sowie jeclos oinfaclio 
n - Flacli , „ i ni S ir ahl bii s oh ol “ 
odor „hu Rainne‘‘ heisscn, jc 
uaclidom seine n Fliiclien siimmt- 
lich durch einoii iind dcnsclben 
Punct ® golicn odor iiiclii. Wenn 
dbi'igens in dor Folgc die uiivoll- 
stiindigen Benonnungoii : „n-Flaeli“, 
,)n-Flacli im Raiiino*^ gobrauoht 
^Y 0 l‘den, so soli daruiUcr bezichlioh: 
„oiiifaclios n-Flacli im Strahl- 
biischoP‘, jjoiiifachcs n-Flach 
im 11 a urn c“ vorstanden worden. 


n-Eck, sowie jedes einfachc n-Eck 
„in der Ebcnc^^ odor ,jim Raume** 
lieisscii, jo uaclidem soino n Eoken 
samnitlicli in cincr und dorselbcn 
Ebono E liogon odor iiieliL Wenn 
iibrigons in dor Folgc die uiivolF 
stand igen Boiieiimmgeii : „ n - E c k , 
,, 11 -Eck ini Ranmo^^ gobrauclit 
worden, so soil daruiiter beziohlicli; 
„einfaclios ii-Eck in der Ebone“, 
„ oinfaclio H n-Eok im Raiiino^‘ 
vers tan don worden. 


Audi ist m bomerlcon, dass oin „einfacbcs n-Flach im Raiimc^^ 
zngleich als „oinfaclio8 n-Eck im Raumo^^ odor als „oinfaolios 
nJCaut odor n-Seit im Raume^‘ aufgefnsst werdon kann, so dass also 
dorsclbon Figur jodcr von diosen vior Naincn boigologt wordon kann, jo 
iiaclidoin os don Umstauden angemossen ist; uiid xwar sind dioso Namon 
oinandcr dergostalt paarweise zugeordnot, class iiiau z. 13., wio oboii go- 
scliehcn, sagi: das einfachc n~FIacli im Uaiimo babe n Ifauton, und das 
oinfaclio n-Edc im Raumo babe n Sciten, und aucli iimgokolirt; d. h. os 
sind <lio Namon Fliicbo und Kanto, so wio Eckc utad Seite cinander 
zugeordnot. 

Foruer ist iibor ii-Soit und u-Kant noch Folgeudos zu hemorken; 


Trgend n ft oracle in oiner Ebene 
E, zusainmoiigefasst, lioissen „voll- 
staudiges n-Seit in der Ebono^^ 

(§ 19 ). 


Trgend n Strahlcn in oinmn 
Stralilbiisoliol znsammengcfas.st, 
sollon „vol1stiiiidigos n-Kaiit im 
StralilbilsclicP^ lioisson. 


Das vollstiindige u-Kant stclii also dem vollstiindigen n-Flacli im 
Stralilbiisoliol ® ahnliclierwcisc} enigogon, wio das vollstiiadigo n-Eck clem 
vollsiandigon ii-Soit in dor Ebene E (§ 19); dcnii wircl dor Strahlbuscliol 
S) dor Ebono E ontgogongostcllt, so oiitspriclii das genamitc ii-Kaiit dem 
n-Eck und das n-ldach clem ii-Soii (§ 33). 

Es giebt luir einfachc ii-Soilo inid n-Ttantc iin Raumo, ahor koine 
vollstiindigon, os soi denu, class man irgond n (Jerado im Raumo (wo- 
von koine zwoi in oinor Ebono liogen) so nonnen wollo ; allcin da zwisclmn 
solclicii Geradon koino nmnittelbaro Verbiudimg statlfiiuleL, so mochte 
diose Boncnnuiig unpassond sein, 

56. Zii don obon evwalintcn Roispiolon (§ 51) golibvon nun ziiniiclKst 
die folgencleii ausgoclehuleu Siitze (Porismon) und Aulgabon: 
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1) „Woni) im Raume n bo- 
liebige Gcradc Sfp ... 
3(n-i (wo 11 irgeiul oino gauze 
Zahl bodGutot) und dcsglei*- 
chen u— 1 andere boliebige 
Gorade.A, A^, A^, ... A „-3 go- 
go bon .siiid, wovoii wcdor boi 
jeiicii, noch I>ei die, son zwoi 
in einor Ebcno liegen, und 
wenn n Ebonoii a, 

die der Rcihc nach durch 
joiic erstcn ii Geradoii gohcn, 
sicli so bewogen, das,s die 
Diirchschnitislinien dor nach 
dor Rcihc uninittolbar aiif 
einandcr folgonden Ebcnon- 
paarc, al.so dio n — 1 Piirch- 
sohixittslinion ctffp ... 

dorOrdinmg bc- 
ziohlich jeno ancleron n — 1 
fe.ston GoradGii schnoidon, so 
bcschreibfc niclU alleiii jcde 
(lioser Dnrchsclini l-tsliiiion, 
sondern ,so boscliroibt jcdo 
dor |n(n— *1) JJnrchscIinittH- 
liiiioii, in welohon die n Ebo- 
non im Ganzon oinander paar» 
woise schncidoii, oin cinfacIiG.s 
Ilyperboloi'd, in wolohem aiicli 
die zwoi foston Goraden lio- 
gen, um dio sich dio jodesma- 
ligon zwei Ebenon drohon.** 


1) „Wonii im Raiinio n be- 
licbigo Gcradc SI, SI,, Sb^, ... 
Sl„_i (avo n irgend cine gauze 
Zahl bodoutet) und dc.sgloi- 
cheii n — 1 aiidcro boliebige 
Gorado A, A,, Ag, ... A^^s go* 
gobon siiid, wovon weder boi 
jenon, nocli boi dicsen, zwei 
in oinor Ebeno liegen, und 
woiiii 11 Punctc a, a,, a,, ... 

die (lor Roilio nach in 
jonon or.sten n Gcradon lio- 
gen, sich HO boAvogon, class dio 
Geradcn, wclcho (lurch dieiin- 
iniitolbar •auf cinandor folgen- 
don Punctcjiaarc gchon, also 
die n — 1 Gcradon aa,, a,a^, 
a^rta, . ^ . an->- 2 a„*i, nach dor Ord- 
uiuig bozioiilioh jono n — 1 an- 
(Icron fG,stGn Gciadon .schnei- 
don, so lioschroilH nichl;aIIoin 
jodc dicsor .schneidouden Gcra- 
dcii, Hondoru ,so bG,schrcibL 
jcdo dor •J-n(n — 1) Gcradon, in 
wolchcn dio ii Puncto, paar- 
Avoisc gcnoininou, liegen, cin 
oinfachos Ilyperboloi’d, avoI- 
ohcH auch (lurch diojenigon 
ZAVoi fcslcn Gcradon goht, in 
Avclchon ,sioh die jode.sinaligeii 
ZAVoi Piinclo boAVcgon.^‘ 


Pie Richtigkoit diesor Salzc folgt ohno ScliAvierigkoii au.s don obigon 
Fmidamentalsiitzen (§ 51, TV). Audi isi Joicht zii solicii, class und Avio 
dieso Satze in goAvis.seni Simio die friiheron Siiizo (§ 47, I und H) als 
bosoiuloro Falle uinlassen, und dass ilir PoAveis cloni dor lotztoron iilnilicli 
ist. Aiis.scrclom umfassoii sio sdir \dolo audero besoiidoro FaJlo, al,s z. 11. 
die nachstelionclon: 


2) „Wonn im Raume cin 
belicbigoH n-TCaiit SlS(,S(.^,..S(a-t 
und irgend n — 1 KegelfJhcheu 


2) „\Venn im Raunio eiii 
boliobigo.s n-Seit AA^Ay,..Au~i 
und irgond ii — 1 Kogolschnitto 
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2 ^-^ Grades [ 3 l,Sl,], ... 

[91^^ aStti— i]) welch e nach dcr 

I^olho <len n — 1 orston Kanton- 

^vi k cl n ... 

cl OS n-K ants ujnsoliriobcii fiiiuF), 
^Co^obon siiid, uiid womi oin 
V G !• an dorlichos oiiifaclie.s 
n-lT'lacli On-t «icli so 

bowogt, class seine Fliichen 
a, cc, 5 ... On-i nach dor Ucihe 
sicli iiin die Kauicii S(, ... 

j j ones 11 -Kants drohen, 
witlircnd seine n — 1 orston 
K a XI tc n a , ... a„_ 2 a,i_i 

iiaoh der Ordnuiig sich al.s 
Str alilon in jenou Kogelfliichcn 
bewogen, so bewogt sich auoh 
soiiio Kantc c/ji_i(y in oinor 
b a« iimnitGii Kegolfliiclic 

2 tQii Ciradcs [Sl„_i9l], welch e 
doixi Kantcnwinkel 
dos gogebenon ii-Kants uin- 
sclirioben i.si, iind so he- 
ft cliroibt jede dcr iibrigon 
3) Kan ion dos diirch das 
goiianiito cinfacho n-Flacli 
aoc^ bestimmton vollstiin- 

digen n-Flachs oin einfachos 
lly pcrboloid, wolchos durcli 
diejeuigon zwoi Kanten des 
gogebenon n-Kants gclit, um 
welcliG sich die zwei Fliichoiii 
doixoii die jedosmaligo ho- 
se h roiboiule Kan to angolidrt, 
d r o hon.‘‘ 

3) „Wonn im Bainno oin 
boliobigcft 11 -Kant 
iiixcl irgend n — 1 Ebonon 33, 

tl. Ji. die Kogolfliielic gcht {lurch dio 
jcdesiiialigou 7,woi Kanton, uiul ilirMittel- 
piixict liogt also ill iliveiu Diirchsclniitts- 


[AAJ, [A,AJ, ... [A„_2A„^i], 
wolcho nach der Roiho den 
11 — 1 orston Winkelii (AA^), 
(AjAJ, ... (An^aAn-^i) dos n-Soits 
ciiigesohriebcn siiicP), gegebon 
siiul, iind wenu oin veriinder- 
lichos oiiifachos n-Eck aa,e 3 ;...Cl,i-i 
sich so bewogt, dass seine 
Eckon a, Cl, ... dn-i nach dor 
Eoilic die Soiten A, A^ ,..An-i 
Jones n-Soits durclilanfen, wali- 
rond .soino ii— 1 evston Soiten 
rtCj, aiGg, ... a„_ 2 an-i nach dcr 
Ordiiiiiig sich als Tangenten 
um jonc Kegolschnittc lieriiin- 
bowegeu, so bowogt sicli auoh 
soino n*® Soitc dn-id als Tan- 
gento um cinon bostiininien 
Kcgolschnitt [An_iA], wel- 
chor doin id®“ Winkol (A„_iA) 
dos gcgoboiien n-SoUs oinge- 
sohricben ist, iind so bo- 
schroibt jodo dor inCn — 3) 
ubrigon Soiten dos vollstlLn- 
digon u-Ecks, wolchosi durcli 
das gonanntc cinfacho ii-Eck 
aap.-rtii-i bostimmt wircl, ein 
einfacho.s Hyperboloid, in wcl- 
chom auch dicjonigeii zwei 
Soiten dos gogebeucn n-Soil.s 
liogen, 1 lings don on sich dio 
zwoi Eckon, wclolio die jodes- 
malige besclircibondo Soitc 
bostimmen, bewegen.^^ 

3) „Woiin im Raiimc oin 
bcliebigos n-Scit AAj,..A„_i 
und irgend n — 1 Puncte l\ 

*) (1. li. der ICcgclscIniitt boriiliit dio 
zivei Schcnkol dos Wiiikels imd liogt also 
mil ill non in oinor iiiul doiselbcii Ebone, 
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S3p S 3 ij^ 2 j wolchc durch die 
n— 1 orstcii Eckon ... 

Stn^sSln^i dcs n-ICants gehcn, 
gegcbon siiul^ und wonn eiii 
V e r ii n (1 0 r 1 i c h os c i ii f ac li c h 
ii-Flach ... ttn-i .sicli so be- 
wogt, dass seine Fliichen nacli 
(lor Rciho .sich urn die Kanton 
jciics ii-KanU drehen, wiih- 
rend .seine ii — 1 orston Kanten 
iiaeh dor Ordnung sicli in je- 
jicn feston Eboneii bowogen, so 
bcsohroibt seine lotztc Kanto 
oino bestimmte KogelfliicliG 
zwoiteii Grades, wolcho dom 
letzten Winkcl dos gcgeboiien 
ii-Kants um.sclirioboii ist, uiid 
.so beschreibt jedo dor librigon 
-^n(n — 3) Kanten do.s durch das 
gonannto cinfache n - Flach 
bos tim in L on v o 1 1 s t a n d i g o n 
n-Flach.s a«i ... a„_] oin oiu- 
fache.s Hyperboloid, wolohc.s 
duroli diojonigoii zwei KanUui 
de.s gegobenon n-Kant.s goht, 
llings donen sich die jcdosina- 
iige bOiSclireibcnde Kante bo- 
wegi.^^ 

4) „Wonn ini Rauino n bolio- 
bige Geradc §t, St,, ... Sln^i, und 
ebon so vielc aiidoro beliobigo 
Gorade A, A^, ... A„^i, .woboi 
weder von die. sen noch von 
jenon zwoi in einer Ebeiio lio- 
gon, gegobcii siiid, so soil oin 
ii-PIacli (im Raiimo) so bo- 
schrioben ivcrdon, dass seine 
liboncn dor RoiJie nach durch 
die cr,ston n Geraden gchon, 
luul .seine Kanten dor Ordnung 
nach die loizton n Goraclen 
schnoiden.^^ 


Bj, ... B„_ 2 , welcho in don 
11—1 orsten Flfichon (Winkol- 
Ebeiicn) AA^, A^A^, ... A„_i}A„_i 
dos n“>Soits licgen, gegcbcn 
.sind, und woiin oin i^eraiulLM’- 
liches einfaclios ii-Eck aa,...nn-i 
sich so boAYogt, das.s soino 
Eckon nach der Roiho die 
Seiteii jenes n-Soit.s diircli- 
laiifen, wahrond seine ii — 1 
orsten Soiton nach dor Ord* 
uiing ,sich um jeiie feston 
Puncte drohon, so bewogt .sich 
.soino letzto Soite als Tangoiito 
um einen bestiinmton Kegel- 
schnitt, wolcher dem loizton 
Wiiikol do.s gegobonon n-Soits 
oingoscli rioben ist, und so bc- 
schroibt jo do dor ubrigon 
i-n(n — 3) Soiton dos durch das 
gcnamitc cinfacho n-Eck be- 
stimintoii vollsiandigon n-Ecks 
aa,...an-i oin oitifaohc.s Ilypor- 
boloi'd, welclio.s durch diejeni- 
gen zwoi Soiton do.s gegolienon 
n -So its goht, liiiigs don on .sicii 
die jedesmaiigo boschroibondc 
Soite bewogt. 

4) „Wonn ini Raumo n bolie- 
bige Gorado §(, St,, ... Sln-i, und 
obon .so vide andoro beliobigo 
Oerado A, Ai, ... Aa-.i, wobei 
weder von diosen noch von 
jenon zwei in oinor Rhone lie- 
gon, gcgoboii sind, so soli cin 
u-Eok (im Raumo) .so bo.schrio- 
hen werdon, dass seine Eckon 
dor Roiho nach in don orsten 
11 Goraden liogon, und soino 
Soiton dor Ordnung nach (Wo 
audcrcii n G or ad on schneidon.^^ 
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Aclinlioliorwoisc^ wic die obigeii Sklze (I) aiidere Siitzo, iinilasson 
aiicli die vorlicgeiidcn Aufgabon (4) in gewisser Jlinsieht die IViihtM'en 
Aufgalioii (§ 25 mid § 47, 111) als bosoudovo Vii\h in sicli, \nul ihre Losiing 
ei'gieliL , sicli iius deiisclbon projoctirachen Eigeiiscliaftou , auf welchoii die 
Ldsung der lot.ztoreii bendil. Mimmt man niimlich, mii z. 13. die Aufgabe 4, 
rechts zu losen, in dcM’ orHteii Oeradoii SI irgciid oiiiGii Pimcf; a uiij logt 
durcli dioseii eineii Strahl a, welchcr die zwei Gcraden A, 91^ sclineidoL 
(§ 51, IF), so erlialt man in dei* lotztoron cinoii be.stimmlcn Vimci (don 
J)iirehsetinitispuiict); diirch die.sen wird weiter oiii Strald a, gel eg t, welchcr 
die zwei lolgciuloii Geradcii Aj, SC sclincidoi, wodilrcU man in dor lotz- 
lercn Sl^ oinen PuncL Ojj iindot, und so fiilirt man fori, bis man ondlicli 
durcli oinou beslimmion Punct in dcr Geraden oinoii Htralil 

au — 1 IcgL, ^volGhG^ die zwei Geradoii An_i, 9( sclmeidet, Avodurcli man in 
dor letzicren SI einen zwoiteii Pimct crhiilt, wclchcr On lieissou uiul als 
schiofo (odor gebroelicno) Projection dos orsten a angesclien werden inng. 
Ebonso suclii man zu irgend zwei andoreii boliobigea Puneten b, c dei’ 
Geraden St zwei ilinon eiitsprecliondo Pune to b,j, c« in dcrselbeii, siebt 
sodami die Puiicie a, b, C und Uj,, b,,, C,i als eiitspuecUcndo Puncio zweier 
auf oinander liogendeii projectivisclicn Gcraden 31, Stn an iiiid suclit (§ 17) 
die voreinigton eiitspreclioiidon Puuclepaarc doi’ letztercii, wodurcli soforL 
die Yorgologic Aufgabe als goldst zu bolracliton ist. Die anderc Aufgabe 
(liidts) ist dadurcli oftenbar zugleicli gclost. Weiiii die Rangordmmg dev 
gegebencn Geraden, jede Abtheilung fiir sicli genoinmon , imcli Peliebon 
gewahlt wevdon darf, so ist die Zahl dor Aullosungca, woklio jede der 
vorgologtcu Aufgabon im Allgemeinen zuliisst, oFTonbar diesolbo, wie boi 
der obigen Aufgabe (§ 25, Nole). 

Don obigen Siitzoii (2) und (3) ontsprcclioii michslclieiidc Aufgabon: 

6) „Woun im Paumo oin bo- 5) „Weiiu ini Ttaunio ohi bo- 

liobigOH n-Kaiit und irgend ii liobiges n-Seit und irgend n 

Kcgolflachon zwoiion Grades, Kegelschiiitto , wclchc don 

wolchc don n Winkcln dos- Wiiikelii doRsolbon eingo- 

sclbon umscliriobon sind, go- sclirioben aind, gogeboii sind, 

gebon sind, so soli oin n-Plach so soil oin n-Eok so liesclirio- 

so bescliriobon werdon, dass bon wordou, (lass seine Eclccii 

seine Placlien nacli dor Roihe nacji dor Roilic in don Sol ten 

(lurch die Kauten Jones Jones n-Soits liogou, und seine 

n - Kants gchon, und soino^ Soiten nacli der Ordniiiig Jone 
Kanton nach dor Ordnung in Kegelschnifcte boriiliren,*^ 
joiicn ICogelflaolion liogom“ , 

6) „AVonn im Paiimc ein be- G) ^Weiiii imRauino oiu bo- 

Uebiges n-Kant und irgend ii licliigos n-Seii mid irgend n 

Ebonen, wolclic nach der Puuoto, woloho nach dor Roilic 

Stotnor''} VVorko, I. * ^6 
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Roiho (lurch seine n Eokeii in soineii WinlcGl-Ebonon lie- 
golicn, gogoben siud, so soli gon, gegobon sind^ so soil oiu 
ein Ji-Fla(ili so beschricbcn ii-Rok so boscliriebon werdon, 

werdon^ dass soinc Fliiclion dass soiiio Ecken iiach dor 

iiacli dor Roihe? durch die Rcihc in don Soiion joiios 

Kanten jcuos u-Kants gohoii, n-Soits liegon, iind seine Sei- 

11 nd seine Kanten nach dor ten nach dor Oi’diiung durch 

Ordniing in jonon Ebonon jeno Pune to gehen.*^ 

liegon/' 

Die Losung clieser Aufgabeii (5 mid 6) boruht aitf douse] bon Eigen- 
schafteii, wie die der obigen Aufgabe (4), von -svclclior sio in gewissein 
Sinne besondcre Fiillc siiul. Dio zwei lotztcn Aufgabon (6) sind ini 
Grundo genomnien einc unci dioselbe, aucli wiirdo die cine da von sohon 
friiher (§ 32, Endo) mit andoren Worteii ausgosiiroehoii. 

57. Ein .sehr specieller Fall dor vorhorgelicndeii Haiiptaulgabo (§ 56, 4) 
ist in nenorer Zeit in oinigen mathoinatischon Zeitschriften iiiiter vor- 
schieclenen GGsichtspiincteii aiifgofasst und gcldsl wordou; diosor Fall kann 
iiier iinter alien soinon versijhicclonon Aussagon nebst oinigen lAiIgormigon 
luittelst projootivisclier Eigenschafton aiiirallond loiclit goldst und klar dar- 
gcstcllt werdon, Dio erste Aussago dieses Fallos, wciiu man ilm namlich 
ails der obigen Aufgabo ablcitet, und zwai* daclurch, dass dasolbst die 
Zahl der gegebonon fosten Goradon boi j’odor Abtlieiliing auf nur zwei 
bescliriiiikt wird, laiUot, wio foigt: 

1) „Iii irgend vior gegebe- ]) irgond vior go- 

11011 Goradcn S(, §(,, A, A^, wo- gobono Gerado S(, 9(j,A,Aj, wo- 
ven keino zwoi in oinorEbonc von koine zwoi in oiner Ebeno 

liegon, vior Piincto zu finclon, liegon, vior Ebonon zii logon, 

in jodor cinon, wolche in oinor durch jodo oino, wolcbc sieh 

(feraden liogoii/' in oiner GoradcMi schnoidon/‘ 

Odor diose boidon Aufgabcn lasson sich in folgondo bokaniiLo Aiil- 
gabo zusaminonfasson : 

2) jjDiojonigoii Gcnidon zu findon, wclclio irgond vior go- 
go bone Gcrado A, A,, A^, A^, wovou koine zwoi in oiner Elioiio 
liegon, sohnoidon.'' 

Aiifltisiuig, Dio obigc Auflosung (§56,4) veroiiifacht sitdi fiir don 
gogenwartigon Fall, wio foigt: Durch oiuo der gegebonon vior Goradon, 
etwa durch A, logo man irgend droi Ebonon a, p, y, wclcho die droi 
iibrigon Ocraden A,, A3, Ag beziohlich in don Piincten Oj, bg, 

^3> ^2J siAnoitlon, wobci das Bild (Fig« 53) der Vorstollnng bchiill- 

Bell soin mag, ziclie sodimii die Strahlonpaaro mid UgUg, b^bg und 

^1^2 iiwd C3C3, welchc dor Goradon A in don Punctopaaron a und 
b und b,, C inul c, bogognon, sohe dicso als ontsprochonde Jhiiiotepaaro 
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zwcicr auf einander lie^oiiden ijvojeciivisclieii Geradon A iiikI au, uiul 
Rucho sofori deron vereiiiigto enisprcclicnde Puiiote (§ 17), «o Icaiiii endlich 
cliircli jedon die.ser Puncto (unci imr durcli clieRc) cine Gerado gologt wor- 
den, die der Aufgabc goniigt, nii milch die Gerade, weldie alsdaiiii durcli 
den oinen odor andcren diosoi’ Piiiicto ro golegt ^Y^^d, class sio irgoiicl zwei 
der droi Geradon A,, Ag, A, scinioidet, trilft aiich die joclosoialigo dritte 
und schneidet somii alle vier gegobonon Gcradeii. Es giobt dejnnacli \m 
Allgemeinen zwei Gerado, die der Aufgabc geniigeii; es hanii aber auch 
nur cine, oder gar Iceiiie geben (§ 16, II), 

Die Riclitigkcii dioser Aundsimg fiillt in die Augeii, Niimlicli ver- 
mago dor Stralilen aa^, bb^, cc*,, . » welohe durcli die Ebeneii c/, p, 7, . . . 
doR Ebenenbiiscliels A bestinimt ^vGrdell, und welche die droi Goradcii A, 
A^, Ajj sclineidon, sind die Gcraden A und A^ in Anselmng dor Puiicle 
a, b, C, . . . und ag, 62 ^ pi-’ojectiviscli, unci aus gloiclion (Irundeii 

siiicl die Geraden A^ imcl A, in Anseluing der Puncto cl,, c.., , , . und 
^4? bj, C4, ... projoctivisch, folglicli sind auch die Geradon A iiml in 
Aiisehuiig dor Puncte a, b, c, . . , und bj, c^, ... projoctivisch, und cs 
niussen boi iliron vereinigton cutsprechenden Puncten noihweiidigerwoiso 
all(^ll die /nigehtirigon Slrahlon auf einander fallen, die soclaiin jonc Geradon 
sind, welche dor Aufgabc goniigom 

Die vorsiolionde Aiifgabo (2) wiirdo von Genjonne im XYII, Ed. S. 83 
seiner AnnaU% de MatJidmaiiqiies zur Losung aufgcstelU, und zwar inii der 
P’orderung, dass die gcsuclilen Geradon in alloi’ Strongo construirt werdeii 
HOllon (construiro rigoiireusomeni la droite qui etc.), woil or voriniiUilioli 
die ConstrucLionen bei den clcimals bekannten Auflosungea, welclio miUolst 
(*oordinatcn oder durch Ih’ojccUon (Geometrie descriptive) aiKsgoflilirt waren, 
ungmuigond faiid, Ich habo daraiif im Ed. II. 8. 2(58 dcs Journals fur 
Mailioinatik '^) cine Anfldsung dioser Aufgabc bokaimt goinacht, und fast 
gleiclizcitig orscliion auch in den gonaiinlen Anmdes Ed. XVIII. 8. 182 
oiiio Aullo.sung dorsolbon von Bohilier iiiid Qarbimhi. Dioso zwei Aiif- 
losungon Biimmcii jodooli in Einigom mit denou uboroin, welche Petit imd 
Brianchon .schon friilier (im Ed. I. S. 434 der Corre^^'p, sur VEoole Fohjt') 
gogobon hatten, die inir aber erst spator zu Gesiclite kamcn, Im or- 
wiihutoii Journal Ed. V. S. 174 erschioii fonior eino dritte Aidlo.sung, die 
incloRseii vor den friilioren weiiig Vorziige zu liabon scheint, nur class sie 
durcli Hiilfe der Coordinaton gefnhri ist. Die vonstelieiide Aullosung ist im- 
streitig uiitor alien liior goiiannien bei woitom die einfacksto imd bequemste 
und cliirftG als solclic wold der Gergonnd^^\\QW. Forderung Geiiiigo Iciston. 

Eiiie andore Aussago der obigon Aufgabe, untor wolclier »\o voii 
Bvianchon und Petit a. a. 0. golost wordon, ist folgoncle: 


26 '-* 


") Cf. S. 145 dieser Ausgnbo. 
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tS) gcgcn.seiligon DurchschnUispiuicte oiiies gc^ohiMMsii 

oin/achen Ifyporboloids uiul oilier gegebcnen Goradeii zii riiulon/^ 

Worden irgoiul drei Cfcradc dos Hyperboloids, die zu einer Holnuir 
gohovon, als die vorgoiianntoii (2) drci Gcradon A, , A., A,, mid win! ilin 
gegobeno Gorfide, als die vorigo Gerade A aiigesohcii, so sbid alsdann die 
vereinigtey entsproclieiidon Pimctc der (roradon A, Aj dio liicr zu fiiideii- 
don Diirohschniltspimctc. 

Dioselbe Aiifgabe baiiii fornor aiioli in nachstchondo Aiissago oing(‘- 
kleidct wordeii: 

4) „Wonn irgeiid zwei oinfaoho Hyporlioloido If, Ifj und ir- 
gciid z^vci Gorado Ay, Ag, die in boideu llyporboloVdoii, abnr 
niolii in einer Ebeiie liegca, gegebon sind, so sollon dio lihrigni 
Geradoii gofundon werclon, wcloho dio [lyporboloido goiuoiii 
haben/‘ 

Da die zwei gogobeuoii Geraden Ay, A^ nicht in cinor Eboiio 
so gclibron sio in jedom ilyporboloi'd zu oinor )ScIiaar Gorador (§ 51, IV); 
wird aiis jedor diesor zwei Scliaaren irgond oino driU .0 Gorado aiigoinjiiiinoii, 
und wcrdcn dioso zwoi neuen Goraden als dio obigoii (2) Gonidcn A, A, 
angesolien, so wcrdcn ollbiibar diojonigen Goraden, avoIcIio dio vior Gonidon 
A, Aj, Aj,Ag sclmoiden, der gegoinWirligcii Aiifgabo gciuigon, so (lass also 
die Hyperboloido, aussor den gcgebonen Goraden Ay, Ag, im Aligonumieii 
iiocli zwoi andore Gorado, ctwa c, Ic (§ J7), gomoiii baboii, wololu' die 
orston zwei scJnioidon, imd also nicht mil ihnon aus oinor Scliaar sind. 
Dass (lie Hypei’boloi’do II, II^ niclit inohr als zwei Gorado von jodcr S(jliaiu' 
gemoin liaben koiincii, ist einlouchtend, woil jedos von iliiion diireli drei 
zii oinor Scliaar goliorige Gorado bostimmt wird (§ 51, IV). Iliordureli isi 
also zugloich dor naclisiohoiulo Satz orwicson. 

5) „Wenu zwoi oinfache Hyperboloido irgond zwei Goradiv 
Ay,A^, die niclii in oinorEbeno liegon, gemoin liabon, sosidiiioi- 
den sio cinandor aussordom im All gemoin on in no oh zwoi an- 
deren Goraden o, k, wolclio mit jonon zwoiou^, in Hozug aiif ju- 
dos Hyperboloid, nicht ans oinor Scliaar sind; sic kbnneii abor 
aiKjli oinauder aiissordem ciitwodor a) in (liiiigs) oinor aiubnum 
Goraden (ok), dio mit jonen zwoion nicht aus oinor Scliaar isL, 
boruliroii, odor p) gar nicht treffeu (2, Aufldsung)/^ 

Im lotzton Eallc (p) kanii man sagen, die Hyperboloido sclm(ml( 3 ii 
oinandor ausserdem in zwoi imaghiaron Geraden, Der zweite Fall (a) 
glebt (lurch Umkohriing don iblgondon besondoron Satz. 

b) „Wonn zwoi oinfaoho Hyperboloido oinandor in oinor 
Geraden (ek) boruhron, so schnoiclon sio oinandor nobstdoin im 
Allgomeineii in ZAvci Geraden Ay, Ag, wolcho in jodein Hyjxir- 
boloid zu oilier Scliaar gohdron; odor sio kdnnon sioh auch in 
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oincr zwoiion Ocraclcii (AgA^)^ dio niit jcnor (ok) in jodojn Hy- 
perboloid niclU zii cinor Scliaar gohort, bcrulircn, odor sioli 
gar iiicht ^veiter bogegnon.“ 

^ 58. Dor GrftndGvischo Moehhts hat zuorsi don 8atz bekainii gomaclit 

iiiid bowiesei) *'): 

jjDasH os niimlich solche Paare (irroguUiror) TGtraedor 
goboii kdnne, wovon jeclos dom andcrcn (uiU' odor) oiii- 
geschriebon ist, d. h. wovon dio Eckcii oinos jcdeii in don 
Placlion dcs andorcn, odor in dorcn Ebonon, licgon/^ 

Dio vorliorgoheiulon Unlersnclningcn go-wuliroii niclit imr cine an- , 
scliaiiliclic Iciclito Darstollung dor RiclitiglceiL dieses Satzes, soiulom sio 
geslaiton auch cine dcutliclic Einsiclit in don Spiclrauin soiiior MoglioliUit 
iinter gowisson gogebonon Bcdingiingen, Zu diosem Endzwcck mogo fol- 
goiirlc Aufgabo aufgoslolli imd mit oiiiigon AiulouUingen iibcr ihro Losuiig 
bogloitet woj'deiL 

„Wenn oiu boliobiges TciraodGr T gegebon ist, oiu andcres 
r zu boschreiben, dessenEckoii in douFUiolion dos orston, odor 
in doren Ebenen, liogon, uiul desscii Elaolion, odor doron Ebo- 
noii, durcli dio Ecken dos orston golien, und 7AVtiY wonn zwei 
Ecken dos zwoiton Totvaeders x gogobon 

Uobor diosc Anfgabo kann ziivordcrst Eolgondos boincrki ^vGrdon; 

Es scion A, D, C, D dio Eoken dos orston Tetraedors T, und p, 

7 , 3 dio dos zwoiLon t. Wan nohmo an, dio Eckoii dos zwoiLcn sollon 
nacli folgondor Ordnnng in don Fliiclion dcs orston, odor in doron Ebouoii, 
liogcn: 

L aliCD, pACD, 7 ABD, SABO, 

wo z. B. aBOD hoisst: die Ecko a liege in der Ebono dor Eliiclie BOD. 
Mach diosor Annahnio blcibt min nooh dio Rangordninig froi, nacli wolchcr 
dio IHacheJiobonen dcs zwoilon Tclracdcrs x durch dio l^okcn dos orsicn 
T gebon sollon; tlieso gestattot, nacli dor Idosson CombiiialLon dor Biicli- 
sLabon, 24 vorschiodoiio Eiillo (§ 25, Noto). Diose 24 Fallo sind in llin- 
siclii dor Zalil dor Anllbsiingon, dio sio yailasson, woaontlich von cinaiidcr 
imterschiodon, und zcrfalloii in dioscr Boziohung in clrci Abthoiliingcn, 
wovon z. B. zur orston Abtlieilung folgondo vior Fiillo golioron: 

1. Ap 7 o, BayB, GapS, Dap^ (a) 

2, AaP7, Bap8, Ca7S, npYSI 

U. Aoj} 8 , Bap 7 , Da-fS [ (b) 

4. AayS, BP 70 , Cap^, Dapsj 

wclclio, ^Yio durcli dio Unterabtlioiluiigon (a), (b) angodcuict wird, iin 

D Im Journal fiiv Matlioinatik B(k 111. S, 273, 
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Wcseiitliclien mir j^woiorlei Art siiid. In joclcm clierior vior Plillo koinmcn 
dor vorgclcgteii AuJgcibo imondlich vielc Aiillosungen zii (dagegon solioiut 
hei don ubrigcn Tiillen theilw nur oino einzigc, tlioils gar keino AuiloKiing 
moglicli m seiii). 

Aks Beispiel soil nun dor vorstchonde Fall ( 1 ) hior iiahor botraclitot 
Avordoii, 

Es sci ABCU (Fig. 54) (las gcgebono ToiraMcv T, und oUva 7 
die zwei gegcboiien Eokoa dos zwoiton, zii bcselireiboiiden Tetraodors t. 
Da durch die droi gogobonon Pimcto J3, 7 die Ebeuo B«y 8 bostimmt 

ist, in \VGlchor die Ecko 8 licgt (II, 1), und da lotztoro aucii in dor Fliichen* 
cbene ABC Jicgoii muss (J), so ist ilir Ort aiif die JDiirchscJniitisIiiiio Bb 
dioser zwei Ebeiien bcscliraukt Ebonso muss die andorc, zu siioliondo 
Ecko p oinorseits in dor Ebcne Day iind anderorsoiLs ia dor Ebeao ACD 
liegen, so dass ihr Oj’t aiif die DurchschnUlslinio Db cliosGr zwei Ebenon 
boschriinkt ist. Da luin fenior von don zu fmdGiidoii zwei Flliclionebonoii 
Cap 8 (If, 1) jode diircli die zwei Ecken p, 3 gold, so dass dio 
Kanto p 3 in ilirer Durcliscliiiiilslinio liogi, so koiaint es folglicli nur darauf 
an, durcJi die zwei gegobenon Gcradon Ay, Ca zwei Ebouon so zu logon, 
(lass ihre Dnrciischnitlslinio die zwei gogoljenon Gei’adon Bft, Db sclnioidct, 
odor, was ebon so viol ist, oino Gorado zu fmdon, wolcho die vior Goraden 
Ayfl, Bb, C<yc, Db sohiioidot. Wird abor bemorkt, dass dioso vior Gora- 
den boroits von den droi Gcradon AC, BD, oty gosclinifctcn wordeii, 
so foigt, (lass OS von niioiKllich violon Goradoij goscholion kann, zu 
wolchon dioso drei golioren (§ 5 l), uud zwar foigt, dass jodo Gorado, 
wolcho irgciid drei derselbon schnoidoi, aiudi jodcsmal dor viorten bo* 
gegiiet. Dalier sind aiicli unztihlige Totraodor x moglicJi, wolcho dor yor* 
g(degtcu Aufgabo goiiiigon, und zwar dorgestali, dass z. R, jodor Punct in 
dor Goraden Bb als dio zu suohendo Ecko 8 angonommon wordoji kann, 
wudurch sodaiin die andero Ecko p bostimmt und (nacli §51, tl) loidit 
zu linden ist (und zwar boi dor hior zu Grundo gologton Figur „bloss 
diirch Zichou droior Goraden zwischon gogobonon Punoten^^ ge- 
fiiiulcn wird). Odor os foigt dalior, dass dor Kanto p 6 dos zu boschroil)cn' 
don Totraedors, fiir alio ihro vorschiodonen Eagon, in weloJion sio dor Auf- 
gabo gonngoii Icami, oin Spiolraiim froi stolit, in wolciliom sio oin oinfaches 
Hyperboloid bcsclireibt (§ 61, TV), und dass daboi dio zwoi Ecken p, 3 
(lie iiinon ziikominoiidon Ortslinion JJ&, Bb projoctivisoli thoilen. 

Aus diesor Aulldsiuig orgiobt sicJi soinii zugloich dor folgendo Satz. 

„Wonn oin beliobigos Tetraodor T und irgend zwoi Puncto 
Y, wolcho in zwoi Flaclionobeiien dossolbon liogon, gogobon 
sind, so gioht os unzahligc audorc Totraodor r, wolcho jonom 
nach dor obigou Art (11,1) zugloich urn- luul oingoscliriobon 
sind, und woven jodos jono zwoi Punoto zu Eckpuiicton hat: 
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Orl ilii'or iibrigon Eckpuncte p, o ist auf zwei bestimmtc 
^oriulc Db) Bt bescliriinkt, und zAvar dorgestalt, dass (lic«e 
G-o radon in Ansohung dor zusammengcliorigen Punctcpaaio pro- 
j<^ctiviscli sind^ und dass folgUoh dor Ort der dioso ISokpuncte 
VGr ^jiiidcii don Kauto p8 oiii o inf aches Hyperboloid ist.“ 

Es mag uocli bcincrki Averdon, dass boi don drei hbrigon Eiilloii (U, b) 
iUin 1 idle All llbsungon stattlindou, Avic die A^orstehondo, und dass aus ihiieii 
?^loiclie HesuUato folgon ^). 


A 1 1 g 0 ni 0 i n e A n m e r k ii n g. 

iJ'cboi Abhangigkoii oinigoi Systeme vorschiedonartigor Figuron von 

oiiiaiider. 

59. nai5 einfachc Ilyporboloid giobt, vornidgo dor ilim zukomincndon 
Eigeuschafton und namcntlich A^ounogo soinor doppcltcii Erzeuguiig durcli 
projoctivisclio Oobildo, oin lliitel an die Hand, die gogoiisoitige Abliiiiigig- 
keit gcAvissor Syslomc vorschiodonartiger Eignren von ciiiander klar darzu- 
Ikviu, dio Uobortragung dor Eigonsoliaftcn jedos Systems auf alio tibrigen 
loicUt zu iDOAverkstcIligon, und zugloicli aucli jodos System in jodcs andore 
Ku vcrAAuiiulclm Diosor Gogonstand gohort eigen tlicli dom zAveitcu Absclmilio 
ail (wcil cl loser das Aufeinandorbeziolicn dor Ebenon und cler Stralilbiisoliel 
hii Haninc cntlialtcn Avird), avo er (so Avie im viorLen und fiinftcii Abselmitto) 

Es wiiro wolil m waiischen, class sich Jomand die MiUio gicbo, dio obigo Auf- 
Sabo \ollstiln(lig zu eiuvtoiii, d. li. dus Eigonthnmliclio aller nioglichou FaDo dorsolbGii 
IGiire bjileldo xnid dio daboi stattfnuloiulon Uniatlindo oifoischto, Dio voihtelieiide 
AiilJosiiiig zeigt, wio diosom Gegciiistamlo dmcli piojoetivischo Figousclial'toii boizii- 
konmion soi, Eoi moiiicr diichligon TJiilorsnchung fand ioli unfeci aiulciou iioch: „Dai>s, 
woiin zwoi Totruiulor T, T nacli eiiior doi obigon droi Alton (IF, b) oin- 
aiKlov nmschrioben siiid, sio alsdiiuii anssordom solclie f^ogoasoitigo 
Hoxiohinig babon, dass jodosPaai gogonuboi’liogondor ICanton dos oiiioii 
'r o traedors mil oincm boatimmton Paar gogonubovliogoudoi ICaiitou (los 
an tie ion in oin oin oinfachou Kyporboloid iiogi‘‘ n. s, w. Boi dor hosung 
dt*r iibiigon 20 Fullo dor obigon Aufgaho (dio aiissci dcii 4. envahnlen (II) anschoinoiid 
slattfindoii kdniiou) durfto dio friilioro Aufgabo (§57,2) boluilflich scim Wordon soiclio 
Aiiflusungcn, wo das m bcsehroiboiido Totraeclor t in oiiien Oieiizfall, d, 3, in eino 
t roi-ado nbeigolit, mit gezilhU, so moebten wold boi jcdoni dor 20 Fidlo zwoi AiiFlosungoii 
stattfindeii; so vortiat z. B, boiin obon bctiachtctou Fallo (If, 1) jedo dei dvoi Goradon 
AO, 13D, ay oincu solchou Gronzfalh 

Boi dor obigon Anfgabo koimton fornor auch aiistatt dor zwoi Kckpuncto a, y ont- 
woclor zwoi Fluclionobonoii odor oino Fhlchenobono und oincs Ecko des zu boscliioibou- 
iloii Totiaeclons als gogobon angoiioinmon wovdoii. Uohrigons sind alio dioso Aufgnhoii 
11 ur dio eiufaohsteii Fiillo you andcioii aiisgedoliuloioii Aiifgnbon, dio sich uludicbor- 
Av oiso diii'ch piojoetivischo Eigonschaflou loson lasson, wio joiio in § 5d, 
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seine vollstaiuli^o Rrortcruiig fintloii wird; wegen seiner naiicn Vcrwanclt- 
scliafL mit dem oboii Abgohandolten glanbto icli jocloch, ihii sclioii liior lairsi 
boriihren zu miisson. 

I. Ihi don vorliorgoliondoii TJiitcrsuchimgon wurde cine Oorado A un 
Raumo auf doppelto Weise, d. In in ITinsiclit zwoier Gebildc botraebtoi, 
niiinlicli ontwodor eigonlliclio Gorado A (d. i. als cine iinendliclio Mongo 
Pnneto oiithaltcnd)j odor als Eboncnbiisohel A ((.I i. als Axo des Ebonon- 
biischels). In (lioser doppciten ITinsiclit stolii dalier oiiio Gorado A init 
alien Puncten und alien Ebonoii im Rauine in folgeiulcr Bozioliung; 

Als Ebcnenbusohol A Als Gorado A 

jjJodor Puiict liogt in irgond „Jcde Ebeno gobt durcli ir- 

oinor aoiner Ebciion;” gend oincii iliror Piincto;^^ 

Odor: 

^,Sio (dio Axo A) bostimint „Sic bostimmt mil jodor 

mit jedom Punct (der nicht in Ebono (in dor sio niclit liogt) 
ilir liogt) oino Ebono/^ oiiien PunotP^ 

Werdon nach diosor zwoifachon Ilinsicht zwoi Gorado A, A^ im Raumo 
zuglcioli beivachtot, und zwar mit Bozioliung aufeinandor, so sind daboi 
Iblgondo woscntliche Umstaiido zu bomorlcon: 

„jGdc Ebono dos oinoii „Joclor Punct dor oinon 

Ebenonbuschcls sohnoidot don Goradon bostimmt mit don 

andoron Eboncnbusohol in Puncton dor atulcron Goradon 

oincm ebonen Sirahlbusclicl; oinon cboiion Strahibuscliol; 

die gosammten Slrtahlcn allor dio gosammton Straliloii all or 

diosor Slralilbuscliol, odor diosor Stralilbiiscliol, odor dio 

dio gesaminton Strahloii, in gosaminton Stvalilon, wolclio 

wclclion dio Ebonon boidor dio Punetc boidcr Goradon, 

EbonGnbiiscliol oinaiidor paar- paarwoiso goiiommon, mit oiii- 

woise sclinoidou, orfiillon oin- andor bostimmon, orfiillon oin- 

facb don ganzeii Raiim, d. In facli don 'ganzon Banin, mid 

diiroh jedon Punct dos Baumos ♦ zwar liogt in jodor Ebono (dio 
(dor nicht in eiiicr dor ZAvei durch koino dor zwoi Goradon 

Axon liogt) gelit irgond eincr goht) irgond oinor von dioson 

von dioson Strahlou, aber niir Strahlon, abor niir cin oinzi- 

ciii oiiizigor; so dass also gor; so dass also jodor bolie- 

jedc boliobigo Ebono sich mit bige Punct mit irgond zwoi 

irgond zAvoi Ebenoii dor ZAvci Pnucton dor ZAVoi Goradon in 

EbenonbiisclicI in eiiioin soB ciiiom solchon Strahlo liogtP^ 

cheii Strahlo sohnoidot/* 

Von dioson Strahlon, Avelcho auf dio obou ungegoliono Woiso durch 
zwei Ebonoiibiischol odor durch ZAvci Gorado A, Aj im Kaumo bostiinint 
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wcrclen, weiss man nun aus friihoren Untersuchungen (§51)^ (lass j(‘{l(?s- 
inal clio Scliuar (l(3rjonigon untor ilmen, dio irgoiul oiner boliobigon clrittou 
Goraclen Ag begognon, oinom eiiifachon Ilyporboloicl angeliort, mid class 
einci'soits clio Eboiieiibiiscliel A, A^ in Ansebniig dor El)oncnpaaro, wclchc 
die Struhleu clicser Schaar zu I)iircliscliiiittslhu(3ii haben, uiid audororsoils 
(lie Goradon A, A^ in Aii.soluing dor PnnctiepaarG, in -wolclion sie von 
don Siralilon dioser Schuar gci.roflbn wordon, projocliviscli sindj u. s. w. 
Slit Riicksicht auf alio diose Unistiindo lasson sicli naclislchendo intor- 
Gssanto Bo track tuiigon Icichl boworlcslolligen. 

II. Bring! man mit don zwoi Doppolgobildon A, A^ irgcnd zwoi 
Ebonoii £, Ej in Vorbindimg, so konnon dio Ictztcrou, mittelsi dor diircli 
die orsLcron bcstimmton Sfirahlcn (I), auf cigontluimlioho Wciso auf oinander 
bezogen wcrdon. Um boi dioser Untcrsucluing dor Vorslclliiiig 7 ai Iliilfc 
zu kominou, slollo (ohva in Fig, 55) das Papier die Ebono e dar, avo aiim- 
Uoh alio nicbt punclirion Liiiicn in diosor Ebono liegcn. Es soi dio 
Oorado oo, dio Durchsohnittslinio dor Ebonon e, Sj, uud r und und 
t)i Hoion dio PuiioLo, in wolclien dio Goradon odor Axon A, Aj von den 
Ebonon s, s, gotroRbn wordon, so dass also 

- rS = x iind 

diojonigcn zwoi Strahlcn dos gonaimlon, clurcli dio Axon A, Aj bostiinmtcn 
Stralilsysteins (1) sind, wolcho in don Ebonon s, liogoin Fornor soicii 
t, die Punclo, in wolclion dio Strahlont,,x don Ebonon s, Sj bogcgnon, 
und wolcho mit don vorgonannion Puncton dio Gcradoa 

t3 = 7 ,, ==r, 

bosiimmon. Jlai man alio dicso Elcmonlc gonau fixirl, so lasson sicli 
woitor folgciide Eigcnschafton angobon: 

1) Dio zwoi Ebonon e, wordon mitlolst dos gcnauntcn Stralilsystonis 
dcrgostali auf oinander liozogon, dass iin Allg(5inomon jocloni Punci dor 
ciiion Ebono oin bostimmter Punci in dor aiulorGii Ebono ontspriclil, d. h, 
(lurch joden lioliobigon Pinicl a in e golit oin oinzigor bostimniLcr Stralil 
a, dor dio Axon A, A, sobncidol in S3, 33^, und dor dio in irgcnd 
oinoin bostiinintGU Punclo Uj trifl'i, wolchor dor ^entsprccheiide" Jones 
Punctos, odor (lesson ^scliiofo ProjoctioiP^, heisson soil Von dicsor 
bcstiminlen Bczioliung inaclion nur folgeiido Puncto oino wosentlichc Aiis- 
nalimc. 

Ba niimlioli alloii Piiiictcn V, j:, ... dor Ebono s, wolcho in dom 
Yorliin crwiihnlcn Strahlo x liogon, offoiibar dioser Siralil gemoinschaftlicli 
zugobbrl, so wire! folglicli dor einzigo Pimct in wolcliom clerselbo dio 
Ebono triil't, alien jonon Puiicl6n zugloicli ontsprccliou, Und da feriier 
alio Slrahlon, wolcho von dom Puncto t), dor Ebono ausgohen, in dor Ebenc 
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l)jA Hcgeii imd in clichor oiiieii oboneii Strahlbiiscliol ij, bildon (1)^ so 
wcrdon sio notliwondiger Weisc die Ebejie e liings dor Goradon y, d. li, 
liuigs der Diii’cliscluiittHlinie dor Eliciioa \}^A iind s, troffeii, ho dans folg- 
licli alien Pimcteii v, t, 1), . . * diencr Geradcn y in e der cinzigo ]\inct ij, 
in Sj oiitspricht. Ebciiso habcn allc Pnncto t, . . der Geradcn z 
ill £ (Icn Piinct zu ilircm gomcinscliaftlicli ontsprocheiidcn ]^iinclo in 

Alls gloicboii Gnindcn onLsproohcn ulmliohcrwciso don Hitmintlichon 
l^unclcn der drei Cicraden i\, Sj, in der Ebcno die drci ciiizoJnen 
Piincte r, ^3, t in dor Ebcno e, ]JioHC bosondcrc EigciiHcliafl der Puncto 
V, t imd j,, l)p j-’j hat auf die nachfolgeiiden ResnUate grosson Eiiiflnss,, 
so dass die moisten sicli mohr odor wciiigcr auf diesolboii boziehon, dahor 
mtigen dieJJreiocke vSt, JibiJ-’i doin Namcn j,HaupidrciQcko‘' dor 
Ebonen e, festgehalten wordon. Dio Haupldrciecke liabeii nacli don o)>on 
hemorkten Eigenscliafton solche gogenseitige Bcziolmng, dass die summb 
lichen Pnnete der Soiton (x, y, z odor i\, Sj, i^) oines jedon den einzol- 
nen Eckpuncton (i\, bij ii t) andcron cntKproclion. 

Endlicli mag anch noch boinerkt werden, dass jedor Panel in 
iler Dnrehsohnittslinio ee^ der Ebenen e, sich solbst ontspriolil, 
odor mil seincm ontspj'oclioiidon veroinigl ist, Avoil oUenbar dor einoiii 
solclion Piinctc ziigchorigc Projeclionssiralil bcido Ebonen in domsolboa 
zugloich trilft, 

'Wio zu irgoiid cinoni gegebenon Piiiiot in dor cinon Ebcno dor out- 
sprocliende in dor andoren Ebone gofimden Avird, ist Iciclit zu solion, inim- 
Avenn etwa a in s dor gegobone Punot ist, so Avii‘d dor ziigoliorigo 
Projeotionsstrahl a oflbnbar dadurch gofundon, dass man dio Ebonon oA, 
oA, logt, deron Diirohschnitislinie or soin muss (I), imd sodanii wird 
dioser Siralil a dor Eboiio in dom gosuclilcn cnlsprechendon Puncio 
begegnen. Dor Ihinci a, kann (labor aucli bloss durcli Ziohen zwoior Paar 
fferador in den Ebenen e, gofundon Avordea; donn ziebl man aus doin 
gegobonen Ihaict a diirch den ihinct x dio Oorado avp, Avolclio dio Diircli- 
schiiiltslinic oo^ in dom PiLiioto pp, trilTl, und zielit sodann in dio 
CTorado ^^p,, so muss in dioser der gcsuchlc Ihincl 0, liog(3n; mid da 
alinlicherweiso durcli die Goradc aQ(\ in s cine florado lj,q, in c, bo- 
sLimint Avird, in Avolclior obcnfalls dor Panel licgon mass, so ist dor 
lotztoro dor Durchschnittspunot der zwoi Goradon j^p,, 

2) Es ist nun Avoiicr anzugebon, Avolche Doziohung irgond zAvoi oiiU 
sprechendo Figuren in don Ebonon s, e, zu oinandor Iiabon, und nacli 
wolclion Gosetzon iliro Eigonschaftoii von oinandor abliiingoii; inul zwiir 
oiitslcht ziniaclist die Frago, Avolclio h'igiir cinor Goj'adon, und sodann, 
AYolclio Pigiir irgond cinor bcstiinmieii kruininon lanio cntsprccho? Die 
Aiitworlen hiorauf, ergoben sicli aus dom Vorhorgoliendcn fast uinnittelbaj*, 
luimlioli Avie folgl: 
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a) Einer beliebigoii Geradcii in oincr dor zwci Ebeiien e, z. E. dor 
^loraclGU 1 in e, cnlspriclit oilcnbtU in dor anderon Ebonc e, irgoiid ciii 
Kegelyclinitfc [Ij]; dcnn alio J^’ojcctLoni:>stralilcn, 'vvolclie jene Gerado troITon 
Oder iJire sainmllichGn Piuiclc auf die EIjoiio s, projicirou, liegcn in cinom 
eiiifaohon Hyperboloid (I), wolchos die Ebeno e, in dom gcnannieu Kegel- 
f^clinitto Hclineidel (§ 51, JV, 4). Da die Gerado 1 die Soiteii x, y, z dey 
XIaiiptdroiecks in den Pniiotcii y, i), j sohneidot, so gclii folglicli, vermogc 
Hioyor Piincte, dor KegcLschuiti [I,] diircli die drei Piincio y’j, t),, j, (1), 
wo class or also dom Haupldreiock umscliriebcn ist. Eoriicr gold dor 

KogolscbnitL auch diircli den niimliclion ce,, in Avclchoin die Gcradc 
1 dor Durclisclinillslinic cc^ bogoguet (1). Naliirlicherweiso innss auch 
umgelcGlirl jedem bolicl)igon, dom Ilauptdrciock ydliJi unasclirioboncn 
Kogolsclniiit [IJ irgoiid cine Gerado 1 in e oiitsprochcn; dieses folgt auch 
ill cler Thai davaus, dass alle Prujcctionssirahlcn oiiics solchcii Kogel- 
sclmitts (d. b. alio )SlraJden, die (lurch soino siimmtliolion Piincle golion), 
(ztifolgo § 51, IV, 9, a), obenfalls in eiiiein oinfachon IIyporl>oloid liogcii, 
liiicl cUi dasselbo von dor Ebonc s ollonbar in dom Strahlo x (clcr dein 
Puixcto zugohort) gcsclinitton xvird, so muss cs von ilir nooli in irgoiid 
olner auderen Goracleu I gosclinitlcn wordon (§51, IV, 3), \Yolche doin 
gegobonon KogclschuiUe [IJ ontspricht. 

Es ist Idar, dass alios, -was lucr von dor Ebonc Sj gesagt worden, 
aucli uingckchrt in entspreebendom Simic von dor Elionc e gilt. 

In (loin, was libor die Gorade 1 gesagt worden, finclot luir daiin cino 
wosejitliche Aiisnabme odor oin besondorcr Fall slait, ivcnn diosc Geraclc 
diirch oinon dor drei Ilauptpimcto V, t goht; niimlich alsdann eiUspriclil 
iiir inderEbeneej ebenialls cine Gerado 1^, welcho bozielilich clurch oinGii 
dor droiPimcto golii. Dcnn gelit z. B. dio Cromdo 1 diircli den 

Puiict V, wio otwa ai’l), so liegon olTcnbar alio ihr (odor ihroii saimni- 
lichcii Piiiicton) zugolidrigen Ib'ojoctionssirablen in dor Ebonc lA oder pA, 
tincl daher mnss ihr notliwcndigorwoiso dicjoiugo Gcradc \ entsprechen, 
ill wolcher jeno Ebonc dio Ebono Sj schnoidet, und wolcho also durch den 
Linnet golit (also dio Gerado uiid zwar mussen dio Goradoii 1, 

Ii pcrspoctiviscli soin, imd namontlich dcii Pimct, in 'vvolchem die Axe A, 
von joncr Ebeno lA getroffen wird, yaim Projootionspimct baben (1) imd 
ciiiandcr in dor Eiirclischnittslinio oc, schnoidon (im Pimcto ppj. Aohii- 
1 idles findet slaii, ^Yom\ dio Gorade 1 diirch don Piinot ^ goht. Goht sio 
abor durch den Punci t, so liogt sic zwar iiicht inohr mit dor Geradoii 
, die claim durch den Punoi golit, in oincr Ebono, sondern in diescin 
liegen sie in cinom einfaclioii Ilyporboloid, wolchos die Ebeno e in 
clou Gcradon 1 imd x, imd dio Ebono in don Gcradeii 1, und schnoidcit; 
flonii da dio Gerado 1 duroh den Punci t goht, so ist alloinal ein Pro- 
jcctionsstrahl dorsolbon, und dann muss dio Ebono das geuannto IlypciV- 
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bolokl nodi in oincr aiulcrcii Gcradcn scimoidcii, Avclche nothwondigor- 
weiso durdi den Punct ;i’, gelit, wcil x jcdesmal Projcciioiisstralil dor 
Ciomden 1 ist*). 

Es giobt demnaoli in don zwei Eboiion e, drei Tatar Siralilbii.schol, 
iiiimlicli r mid j,, § iind bn t Stralilen, als Goradc 1 iind 

1, betracbtct, einaiulor paarwciso eutsproclien, iind wololio, ^Yio loicht zu 
sehcu, ill Ansoliuiig die.ser Straliloiipaare projcclivisch nind, iind zwar licgon 
sowolil X mid i,, aLs 5 iind \)^ ponspcctiviscli, well sio die DurcliHchnUto 
dor Eboncii e, iind dor Eboiiciibii.scliol A, A, siiid, odor wcil ihre ent- 
spreclieiidoii Slralden (wio vp, sicli in dor Goraden oe^ scbncidoin 
Doninach hat man fiirs orsle das folgcndo Gosotz: 
jjDcn gesammten Geradcii in oiner dor zwci Ebon on e, 2 ,, 
aiisgonoinmoii, die Sirahlon ‘dor droi SLrahlbuschol (v, §, t) odor 
(ji, 1),, j:j), doren Mitlolpuncto die Spitzoii dos llaiiptdroiocks 
sind, onlsproclicn in dot' aiidoron Ebono dio gosammton Kcgol- 
sclinitLo, welcbo doin Tlaiiptdreieck umscliriobon wordon Icdnnoii, 
luid aiich unigol{ohrt.“ Uiid fQrnor; „J3io Goraden, welclio Htrali- 
Icn dor geiianiitoii 8lralilbu«chel sind, onisprochoii oinandor 
paarweise, namliclies oulspreclicii sicli dio Stralilon clorStralil- 
biischol X uiid ^ inid t iind uiid os sind diosc Stralilbii- 
schol ill An.sobung iliror ontspreohondcii Stralilonpaaro projoc- 
tiviscli, mid zwar sind die zwci crstoii Stralillniscliolpaai'o porspcoLiviseli, 
so dass jcdos Paar die Gurchschnifclslinio oo, zum porspcclivisclion Diireli- 
scJmiti hat, wogegeii vom driiton l^aar (t mid j:,) zwci oiiisprcchoiKlo 
t^trahleii in dicsor Linio vorcinigt sind; aiicli sind foriior jo zwoi onU 
sproclioiido Stralilon von v mid odoi* 5 imd pcrspocliviscli, iind ihr 
Piojeciionspiiiict liogt in dor Axo Aj odor A; dagcgon orzoiigcii jo zwoi 
onlsprocliondo Sirahlon von t mid oin oiiifachos Hyperboloid, niid die 
llyporboloido dioscr Sohaar liabcn die vior fioradon A, Aj, x, t, gomoin/^ 
[)) Ein eigoiiiluiiiiliohor b'all, dor zwar, wio man solicn wird, sclion 
in dcni vorstoliondoii Gosotz mit iiibogridbn ist, vordioni wogon sciiios 
Einilusscs aiif spiitoro Eosnltato liior nooJi luilior ordrUnd zu wordom ]?s 
kanii niunlioh gofragL wordon; wolclios in jodcr dor zwei Ebonon e, doi* 
Old dorjonigon Piinoto sei, doren onlsproolioiulo in doi‘ andoron fibeno iiii- 
cndlicli cntfornt Jiegen? Diosc Erage liisst sicli folgendormassou leiolii bo- 
autworton : 

Alio Projectioiisslrahlon, woloho nacli don iinondlich onUbrnLon Tdmcicn 
oinor dor zwoi Ebeiion, z, 11. dor Ebono e, gcriehlot sind, sind notliwoii- 
cligerwoiso mit ihr parallel, mid liogcii folglich in oiiioiii hypcrbolischon 

’") Goheii dio Gomdon J, h (Im'cii dio Pune to r iind 3 , , odor $ und , so sind «io 
ill zwci bcati minion La{(on projootivis oh illnilich, golioii mo abor durcli dio Piinclo 
t und y, , HO fmdet dioscs nur in ciuor Lago stall. 
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^*araholoi(l (§52^ F, 2, e), wolclies von dcr Ebouo e, in oiiiem Kegel- 
und zwai* im Allgoiiieincn in ciiicir llypci'bel gosohnittoii wirtl, 
fHoscr Kogclsolinitt, dev (lurch [(}^] bczoiclnici ^vcrdeii mag, gclit oU'enbar 
die dvoi Vimcb 1),, y,, woil duroli jcden dicsor Piiiictc eiii dev 
E!J^enc s paralleler ProjcciionsHtrahl go lit (donn aucli dcr Strald x, welchev 
diii'ch den Piiiicl'i gohi, isl als diosor Kl)ono piirallcl anzuseheii). Audi 
da«s cine Asymptoio dos Kegdsclimtts otlov im Fall cr eino 

l^araljcl ist, dass seine Axe dcr JJiirclisclmiltsliiiio eo, parallel soi, woil 
namlicli s oino AsynipLotcncbono dos i^araboloids ist (§ 52). (Aus glciolien 
flrundcn folgt, dass die aucloro Asymptotonebenc dorjoiiigeii Goraden pa- 
rallel ist, ill ^Yclcller die Uboiic von derjonigen Ebenc geschiiittcii ivird, 
Gio tlurdi A odor A^ gcht luid mit A, odor A parallel ist.) 

J)a null aber jedcin, doin llauptdroic(d{ in e, umsdiriebciieii 

KogGlschnitt irgond oiiio Oorade in e ontspriclit (a), so sind dojuiuich alio 
unondlicli oiitrornton Punclo dor Ebouo e als in oiiicr Goraden Q licgoiul 
anjcuseheu'^), wclclior uiunlich jenor Kogclscliniit [Q^] ontspriclit. Achn- 
llclierwoisc muss don imciidlich ciiLfornton Puncioii dor Ebone Sj, odor 
ihrer imoiidlich ontfornton Goraden, wclclio ll^ licisson mag, cin be- 
stiiiiintor ICegolsclniitt [11] in s ontsprochen, wlchcv dcin llaupUlreicck 
vSt umsclirioboii isl, n, s. w. Wenu insbosoudere duor dor zwoi Kcgel- 
sclinilte [R], [Q,] cine Parabel isl, so isl cs dor undcro ebon falls, vva.s 
loiclii nachzmvoison ist; u. s. w. 

Also Ibigl: 

„Don unciidlicb onlfornton runclen jodor dcr boidoii Ebo- 
non £, e, ontspriclit cin bostimmter Kogolschiiitt [QJ odor 
in dcr andoron Ebenc, ’welolier dem Ilauptdroicck um- 
sclii-iobcii ist, so dass also jene Puncto'als in cinor Goraden Q 
odor Rj liogend angosehen Averdon miisson; von jedom dor zwei 
K ogolsclinitlo, die im Allgomoinon Ilyporbohi sind^^), ist cine 
A-symptoto dor Ourclischnittsliiiio oo^ parallel; ist cincr dor- 
,so 11)011 cine Parabol, so ist os aucli dor aiuloro, und daiin siiid 
iliro Axon der Linio oo, parallel.” 

c) Ueber die vorsteliondcn Rosultato (a, 1)) sind noch folgendo iiiilioro 
Uiiiytlinde anzngebou: Wenn namlicli dcr Goraden 1, wio sic in Fig, 55 
goi^eiclmet vorliogt, dor Kogolsolinitt [IJ onisiiriclit, so wkd jedem Kegol- 
Hchiutt der .sie boriilud iind zngleicli dem Ilaiipldreiock V§t uxnschrieboii 
ist, z, E. dem Ttegelsclinitl, dcr sio in a bcriihrt nnd dev durcli [T] bo- 
zeichnot wordoii mag, cine solclio Gorado in ontsprocliGn, wolclie 
doll Kegolsclmltl [IJ in domjeiiigoii Puncte boriilirt, dor jonem oivst- 

Diosou ist in dor Pciapoctivlchio oin bckainitoi alter Satz; im zwcilon Abschnitt 
wil'd or oinfaclicr imd klaioi daigostollt woicloii. 

Dio uiioncUich eutfomten Puncto diosov Ilyperbclu oitsprochmi oinauilor. 
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genanntcn Puncto a entspricht; dcnn da 1 iind [T] nur don cinzigon Piuioi 
a getnoiu habcn, imd da jcdom Puuct in s im Allgoinoinon nur niii <iiii- 
zigor Pimct in e, eutspricht, .so Icfiniien folgJioli aiicli [IJ luid T, niolit 
melir als eineii Punct gemoiii habcn. 

Da fernov die .Strahlcn ra iind 3,(1, oinandcr onl.spi'cclion, uiul da don 
Piiuctcn der Goradeii t§ = z cincr iind dcr.solbo Punct, 3, onhspriclit, .so 
hicUt man, dass, wcnu der Strahl ra sich um r drchl, bis a in dcni Slrnlil 
t'3 gclangt, daiin der Punct n, sich nach 3, bowogon wird, liis or sicli 
zulotzt init ihm vorcinigt, so dass alsdann diosor «Strahl don Kogolsclmill, 
[),] in 3, boriahrt. Ebon, so wird die Taugentc, wolclio don Kogtd.sclmili, 
[IJ in 1), bcriihrt, diirch den Strahl bestiinint und gofundoj), wolclior von 
§ nach dem Schnittpunct dor Geradeii 1 inid rt liingciil. Und cl)«ii.s<t ist, 
die Taugentc im Puiicte y, dorjenige Strahl, wciclior ilcni Stcalilo ly 
cntspricht. Also: 

„Wenji in don zweiEbenon s, e, irgond oinc tiorado und dm- 
ihr entsprechendo Kegel.schnitt, z. B. dio Ooradc 1 in c uiid dor 
Kegclsciinitt [J,] in e,, gogobou sind, so ent.sprichl jo<l(u' liolio- 
bigoii Taugento T, dc.s Kogolschnitts oin bostiinmlor licgcl.sclinitl. 
[T] in dor anderon Ebeno, wciclior jono (rorado I bcrtilu't, inid 
zwarin dcmjoiiigen Puncto n, dor doni Bcruhrungspuncl. c, jonor 
Tangento cntspricht; donjonigen Tungonton abor, wcIcIki don 
gogcheneii Kegelschnitt in don Ifauptpuncton y„ 1),, 3, borubroii, 
entsprechen die Goraden durch r, t, die in dor aiKicron Kbono dio 
Ecken dcs Hauptdroicc)c.s mit donjonigen J^unctoii vcrbiiidon, 
in wclchon die gogouiibor liegonden Soilou x, y, 7. von dor gc- 
gebenen Gcradou 1 goschnitton wordon." 

Fiir den vororwahnten (b) Jfcgelschnilt [Q,J iindot man iiiorinmli .soiin^ 
Tangonle im Puncto 1),, woan man don Strahl durch £i dor Hoi to y jm- 
lallel zielit, well niimlich in dicsem Fallo die ilun onl-sprcclumdc dorado 1 
(odor Q), mid mithiu auch dor Punct in y, unondlioh ciitrcrnt ist, lilhonao 
wird dessen Tangento am Puncto 3, uud iihnliclicrwoisc wird (ln.sson T’aii- 
geiite am Puncto y, gefunden; odor die lotzlcro kann auch mitloJsl, dor 
Kwei ensfern gofiinden Worden (§ 42 , 17 , I). Gtoiclio.s folgt fiir don FCogol- 
.schnitt [R], ” 

Zufolge dcs vonstohondon Satzo.s und mil Riicicsiclit auf § IKJ, Kiulo 
und (b) Icann man mm auch loicht erkennon, von wolchor Art dor Kogiil- 
scluiitt soi, wciclior irgond oinor Goradoii in oinor dor zwoi Mbonon e c 
cntspricht, niimlich; ' ‘ 

„per Kegelschnitt, wolchor z. B. dor Goradon 1 ontsprioli I,, 
1st OHIO Hyporbcl, odor oiiio Parabol, odor oino Kllipso jo 
nachdom dio Gorado 1 den KegoLschnilt [M\ sclmcidcl, .Idor 
neruhrt, odor gar nichl triffl.'* 



•'j9, n. 


Uehoi Abliniigigkoit voischic(leriai’tiu;oi Fjguion. 


415 


d) Jliitclsl (Icr bislierigoii licsiiliate lasscn sicli nun -weiter loiclii die 
Ilaupteigcnschaftoji dorjcnigeii Figiir angcben, wclcho irgond einer gegebenen 
l^vuiniiien Linio eiitspricht. Deiin angoiiommon es sei 0 cine beliebige 
CiirvG Grades in der Ebciie niid Cj soi die ihr enlsprcchendc in 
dev Ebone so wird, da G vou jedein dcin TIauptdroieck v^3t iimschric- 
beiion Kogolsclinitt [v^t| im Allgomeinon imd liciclistcus in 2ii Punoten 
J^escliiiitteii wcrdoii kann, und da alien diosen Kogclschnittcn die gcsaminlcn 
Go radon in dor El)ono entspreohon (a), die Curve C, von jedor dicser 

Gca'adon iiii Allgcmoinon und lidclistciis obenfalls in 2n Pimcteii gc- 
schhitten, und folglicli ^vircl dio.se Curve ini Allgemcinen voin Grade 
seiii. 

Ba ferner die Curve C jodo der drei Scitou x, y, z dos Ilauptdrciecks 
im Allgemoiiicn in n Puncton schneidoi, so muss die Curve C, die drei 
HaiiptpmictG 7:11 sogcnaniiten singularon Pimcteii liaben, niim- 

lioh jeder dersolbon isi in l^ozug auf sic ein n-faclior Pimct (1). Pie 
n Tangenteii dor Ourvo C, in jedem dor droi Pimcleii 3 ^ siiul ver- 

ind^G der Durclisclniittspunctc, in wolchen die Scilen x, y, z von der 
Curve C gcschnitien werdon, solir loicht zu linden, donn isl elwa \) ein 
Holclior Durclisclmittspnnct, so ist dor dom Strahto §p 6 entspreohendo 
Sfcralil p^tij cine Tangcnte dor Curve C^ im Pimcto (c). Beriihrt die 
CiLfvc C eino der drei fferaden x, y, z, so ontsprichi clem Boriihriingspimot 
oin Rdckkchrpunct in der Curve C,, und zwar, so ofl cine jeiicr Go- 
lucloii von C boriilirt wird, so violo Uuokkohrpuncte dor 0, sind in dom 
dor jeclosmaligen Goradon ontsproGhenden Punctc y,, 3 ^ voroinigt. Dio 

eiucjiu Riickkohrpunoi zngoliorigo TangonLc ist, ebonso wio vorliin, leioht 
%u. Qndon, sobald niunlioli dor ilim cnlsprechende Boriilirungspunct gogebon 
isi. (Sind unior don,gcnanntcn Riiokkobrpunoten aneb die Wenclungs- 
odor llcugungspuncto mii inbegriffon?) 

Dor Grad (lor Curve (\ Avird noiliwondigcrwciso urn 1 oder 2 odor 
3 Einhciten orniedrigt, wonn die ilir eiitsprochcnde gogcbcnc Curve 0 duroh 
1 Oder 2 odor alle 3 Ilauptpuncte v, t gelit (d. Ii. durcli jodeii mir 
oinraal gold), woil iilimlioli imtor diosen UmstiiJiden joder der gonaiintoii 
KogGlsclmitte [v§t] die Onrvo C, ausser jeneii Puncton, nur in 2ii — 1, odor 
2ii 2, odor 2n — 3 Puncton sclmcidcn kann, 

'Wonii iiisbosondere die gegebone Curve C inir voni zwoiten Grad, also 
ein Kogclsclinitt ist, so ist domnacb die ihr ontsprochoiido Curve 0^ im 
Allgomeinon vom viorten Grad imd liat die drei llaiiptpimcte y\ , pj , j, zu 
Bopxiclpuuctoid)* Oder wonn man die bosonderon Pallo niit zusainmenfasst. 


■^) Boiiihit der gogobciio ICcgolschiiitt C alio diei Soiton x, y, z dos Ilanptdioicckti 
idt, HO ist C| , zufolge dea Ohigcii, oiiio solcho Curve vierton Giadcs, wolcho die diei 
TTniit>tpuucto Xi, p, , 7,11 Riickkehi puncton hat; und welter folgl (init Iliieksieht auf 
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SO kanii man sagoii : „os sei 0^ ontwodcr voin viortoii, odor drit ten, odor 
zweiteii, odor erston Grade, je naclulem der gogobono Kcgolsclmilt G 
entwodcr diircli koiiien dor IIaiipt|UinctG v, t, odor diircli oiiicn, odor 
duroh zwei, odor diiroh alio drei goht.“ Der drilte Fall, wo minilich Cj 
vom 55weiten Grade, uiid also aiicli cin Kcgolsclinitt ist, folgL aiich aiis 
§ 51 , IV, 9 , wonacli, wciin z. B. dor gegebono KcgcLsclinitt C diirch die 
Puncte V, § geht, dann soiiie HammtUclion Projectionsstralilcn in cine in 
einfucliGii Hyperboloid liegen, wclchos von dor aiidoron Ebono s, in ciiioin 
Kcgclsclmitt Cj goscliiulton wird, der notliwoiidigcrwoisc diircli die Puncte 
golii Dasselbo folgt iibrigens aiich aiis der Eigcnsoliaft, dassMio 
Sirahlbiisolicl v iind 3,, § und t and project! viscli siiid (a). Doim 
gelit der Kegclschnitt C otwa diircli dio Punctc -sJ, t, so orlialton die StraliP 
buscliel <5, t diircli ihn cine projoctivischo Beziohung (§ 38 , 111 ), da sio 
abor, wie schon bomerkl worden, bczichlich mil don StralilbiiscliGliMjj, 
projectivisch sind, so siiid Iblglich auch dio Ictziorcii unler sich prujocii- 
visch und erzougen oinon ICogolscliniU Oj, wclclior durcli ibre Jlittolpuiiclo 
l}n h wolcher offonbar dom KogeLschnill 0 onisprichl. Also: 

„Jedem Kogelsohiiitt C in dor Ebono e, Avolchor durcli irgond 
zwei dor droi Ilauplpuncto r, t goht (abor nur durch zwoi), 
ontspriclit in dor andoron Ebene oboni'alls oin KogclscliniU 
G,, welclicr durch dio Jcdcsmaligen zwei on Uprocliondon HaiijiL- 
punctc 3,, l),, goht; und auch lungokelirt,” 

3) Die vorstohondon Posiillato (2) sind dio J^hindainontalsalzo iilier 
dio Abliiingigkeit dor Eiguroii in den zwoi Ebonou e, vou oinmulor, Es 
lasson sicli aiis ihnoii unmiltclbar cine grosso Rcilio woiioror Eolgorungeu 
oniwickcln, dio zu einigeu intcrossanlcn Siitzon fiiliren. Nach dor Ar(, 
wie die Eigurea in don zwoi Ebenon von oinandcr, abhungen, isl niimlicli 
klar, dass gowisse Eigcnschafton und Satze, wolcho Figuroii odor Gobihlen 
in dor cinon Ebeno ziikoinincn, also die moislon Eigonsohafion, Salzo, Aul- 
gabon do., dio im erston und gogonwartigen driiion Kapilol iibor projoc- 
tivische Gebilde und sonsUge Eiguron in der Ebono aufgesielU odor be- 
traclitet worden sind, auch au! irgond oino analogc Weiso in dor andoron 
Ebene (wonn auch boi gaiiz vcrschicclcnarUgon Eigiiron) slatUindoii inilssoin 
Einigo Boispiclc worden liinroichen, dies zii orlaiitoni. 

Don J^'iguron und Gobildeii, ihron Eigonschafton und don ihnon zu- 
kommonclen Saizen und Aufgabon in dor Ebono s ontsprochon folgondor 

42, IV, 1, links), dass dio droi Tangent on in don droi liiickkoJirpuiicton 
dor Cm VO Oj oin an dor alloiniiJ in irgond oinom Pune to troffoiu — Pindot 
(liesos Ictztcio boi jodor boliobigon Cuivo viorlon Grades, wolclio droi lliicklfobi|nnirto 
hat, btatt? Odor: oiitsprcchoii doii {>osaiiimton Kogolsclinittcn, wolchc dom Tfaiipldroisoit 
xyz oingosclivioboii woidon kdmion, auch dio gosamnUoii Ourvon vioitoii Grades, wololio 
dio dioi Pimcto yi, b,, zu Ruckkolirpimcton habon? 
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GcstaU die Figureii uiid Gcbildo, dcron Eigoiischaften, Siitzo uiul Aiifgabeu 
ill der Ebeno 

111 dor Ebono e . , . cnlsproolien . . * in der Ebeno s 


1 ) E i 11 e m b o s t i m in t o n 
Puncte a: 

2) Don oinzcliion Eckpuno- 
ton V, §j t (le8 llauptdreiocks: 

B) Don droL Stralilbuscholii 

r, ' 5 , t: 

4) Kinor G or ad on 1, welclic 
durcli keiiion dor droi Ilaiipi- 
])iincto r, 3, t gclit: 

5) Vior harmoni.scben J^inc- 
Lcii dor Go radon I (vomibgo 3): 

()) Irgond zwoi Punoten 
a, C; dor diirch iliosclbou bo- 
sUmmten Goradon 1; uiid dom 
durcli diosclbon und durch die 
Ilauplpuncto v, 3, t besiiinin- 
toii Kogolschniid [T]: 

7) Irgond oinom Stnihl- 
huschol S3, d. In dor ydiaar 
Gorador dio durcli irgond oinoii 
i^uiici 33 gehoii: 

8) Da sich uniordon Strali- 
Icii dieses SiralilbiisclioLs 35 
im Allgojnoinon und lidclistoins 
z^Yoi bofLiidou, wclcbo don 
obon (2, c) goiiannton Kogel- 
HcliniLL [E] bcriiliron: 

9) Irgond vier harmonischen 
Slraliloii dos iStrahlbuscbcls 
35 j also vior harmoniseben 
Goradon a, b, c, d: 

Dioso vior Goradon scluioi- 
clcn jodo andoro Gorade 1 in 
vier harm onis chon Punoten 

(§ 8, II): 

Steiner's Worko. T 


1) Eili besfciniinter Punct Uj. 

2) Samintlichc Piinote der 
8oiton I’j, *Sj, tj des Ilaupidrei- 
.ecks. 

3) Dio drei vStrahlbuschcl 
ip l)n fr 

4) Ein Kegclsclinilt [IJ, 
dor durch dio drei llaupt- 
piinctc th, gohu 

b) Vior liannonischo Puncte 
dos Kogehsoliniitos [IJ (§43,11)* 

6) Zwoi bostimiutc Puncte 
a,, c^; der flurch sio und durch 
die llaupt puncte J,, 1),, go- 
hoiidc Kogolsohiii tt [1,]; uiid 
dio durcli aSi bestimmio Gc- 
rado Tj, 

7) Eiiie Scliaar KogoD 
schiiitto [SSJ, die durch die 
[laiiptpuiictc j,, Uiid durch 
0 i n 0 11 b c 8 1 i lu m i 0 11 v i o r t o a 
Punct S3i gchoiL 

8) So bofiiuloii sich luitor 
dor Mchaar Kcgolscliniite [33,], 
wolclio durcli vior gcgcboiie 
Pune to j,, l),, Jt\, 33, gchon, im 
Allgcmeiiion und hochstens 
zwoi Parabolin 

9} Vior liariiioiiische KegoP 
schiiiUo [aj, [b,], [c,], [d,J dor 
Sehaar Kogclscliiiitto [33,]» 

Dioso vior Kcgelschiiitto 
schiieiden joden Kogolschnitt 
[IJ in vior harmoiiischeii Piuic- 
ten; 

27 
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Unil jedeii Kogulschnitl [T], 
(ler (lurch ihrcii Miltolijuncl S3 
gelit, eboiifalls in vier liarmo- 
iiihchen Puncten: 

](J) Liegt dor Mittel|ninct 33 
dch ytrahlhuschels insboson- 
dercs in ciner dor drei Soilon 
X. y, z dos Ilaupldrciocks, olwa 
in 1) in dor 8oitc y: 

11) Den projectivischen 13c- 
zieliungen dor Gcradon und 
.Strahlbiischol , den Eigon- 
sehafteu dos vollstiindigon 
Vierocks und Viei-seits und 
uberhaupt don uioiston Siilzeu, 
Aufgabon und Porisnion, wol- 
clic iin erslen Kapilcl unlcr- 
sucht wordon: 

U. s. w. 

B 

1) Einom Kogelscbnitt [T]; 
dor Schaar Gorader g, dio ilin 

i)erulu'on, und iliron Bcriih- 
riingspunclon: 

2) Da sich unter diesor 
Schaar Gorador g im Allgo- 
mcinon und hochstons vier 
bel'inden, wolclio don Kogol- 
schuitt [R] borulircu, d. li. gc- 
meinschaftliche Tangoiitcn dor 
Kegclschnitte [Tj, [R] sind: 

3) Irgend vior von dicsen 
boruhrendou Goradon g, dio 
liarmonisch sind (§43, II): 

Sie schneiden jedo dor 
iibrigon zur Schaar g goho- 
rigo Gerado in vior harmoni- 
schou Piincton: 

Und ilirc Bcriihrungspuncto 
sind vier harmonische Puiiclo 
dos Kogelschuittos [T]: 


XTnd jodo Oorado T, dio 
durch ihron vior Ion Dui'ch- 
schniltspunct S3, gohl, aucli in 
vior harmoiiischon PunoUm. 

10) So voroinigl sicjli dor 
vioi'tc I’ line I S3, mil dom 
Ilauplpuncl l)| und dio Stiluuir 
KogclschniUo [33,] lial ini 
Pun do 1), oinc gomoiu.sciiafl- 
liclio Tangonto l),S3,. 

11) AnaJogo Bozioliungon, 
Eigonscluiflcn, Sillzo, Aiifgii- 
boii und I’orisiuoii boi Kogol- 
schnitton <1. i«. boi Ko- 

gclscbnitlon, wolcho diiriih dio 
drei Hauplpiiiuilo p,, y, gu- 
ll on. 

11. s. w. 


1) Eino Gorado 'I',; die 
Schaar Kogoisclini Uo (g,}, dio 
sio boriihron, und iliro lioriili- 
rnngHpunclo. 

2) So bol'indon sich uiilor 
dor Schaar Kogolsclinitlo [g, |, 
dio durcli droi I’uucUi t),, y, 
gehen und oino Gorado bo- 
riiliron, im Allgomoinon und 
hooh.slon.s vior Parabola. 

3) Vior von dio.son boriih- 
rondon Kogolsolnullon fg,], dio 
harmoni.scli siud; 

Sio soliiioideii jodoa dor 
iibrigon zur Schaar (g,] go- 
horigon Kogolschiiilto in vior 
harmonischon Puncton; 

Und iliro BortihruiigH]iunoLo 
sind vior lianiioni.solio Puuclo 
dor Goradon T (1). 
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Da irgeiul zwoi Kcgcl- 
[M]j [N] von vier bc- 
Ktirninton Ooraclcn a, b, c, d 
borvtlirl werdon: 

S) Don zahlroiclicii Sutzoii 
Aiifgabcn, die oben von 
§ 42 bis § 48 aufgGsielU sind, 
till cl Avolclio sich aiif oiiicn Ko*- 
golHchnitt [T] uiid aiif dcsson 
Sec an ton und Tangonton so- 
^vio auf boliobige andorc 
trei'ade beziobon, 13. den 
Slit 55 on uber die dom Kogol- 
H<iliiiitt [T] inn- und oingC’ 
Koh viobonen Sochsocko, Piinl'- 
cclcc, Vierookc und Droiccko, 
iibor liarmonisclio Polo und 
Pola-ron, u. s. w.: 

1) Einein KogclscbniU der 
cl u roll irgend zivoi dor droi 
Ilaiiptpuncte r, t goht, oiwa 
einom Kogolschnitt [v^], dev 
cl 111 ’ oh V, § geht; den samint- 
liclicn Goraden g die ihn bc- 
boriiliron, und ihren Doruli- 
ruiLgspuncteu: 

Da von dor Schaar Gorador 
g ian AllgGinoinon und hdch- 
stoii.s vier den KogclschnitL 
m b eriilircn: 

2} Don vororwahnton Satzoii 
nil cl Aufgabcn (B, 3 imd 5). 

3^ Dor Schaar Kcgclschnitlo, 
wolciio diiroh die vier Ihuicto 
tb h 55) gohen: 

4r) Der Schaar Kegelschniile, 
die diirch zwei llauptpuncto 
Vj ^ und dnrch oiuen boliobi- 
ge it l^unct p gohen und irgend 
eixi o Gorade 1 boriihroii: 


4) So giebt os vior Kogel- 
schnittii [a,], [bj, [cj, [tlj, wo- 
von jeclor irgoiul zwei gogo- 
hone Gorade M, N beriihri 

5) Analoge Satze und Auf- 
gabon, die sich siiinintlioli auf 
die Gorado T und auf die sic 
scliiioidcndon und beriiliron- 
den Kegelschuitto [jdJiPjj 
wic auf andorc bestiiniute Ke- 
gclsohnitto [jd),):]] bcziehcii. 


1) Ein Kcgelschnitt dor 
durch die ontsprccliondon zwoi 
Ilaupipiinctc goht, also oiii 
Kogolschnitt [jd)i]; die siiinint- 
lichen Kcgelschnitte [gj die 
ihn bcruliroii, und ihre Bcriih- 
rungspuncte. 

So bofinden sich untor dor 
iScliaar Kegelschuitto [g,] im 
Allgomeinon und hbehstens 
vier Paraboln. 

2) Analoge Satze und Auf- 
gab on. 

3) Dic Schaar Kegclscliiiitte^ 
wolclio ill den Puncteii 
zwoi gomeinsohaftliclio T aii- 
gonton hah Gil. 

4) Dio Schaar Kogclscliiiitto, 
wclcho durch dio droi out- 
sprocheiulon Puiictc j, , l)i,pi 
gehon iiiid oinen bostiuimteii 
Kegolschnitt [IJ beruhreii. 

2r 
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M, II. 

Odd (ler Schaar Kogel- Die Scliaar rCegelscliiiiiio^ 

schnittc, wclchc diircli r, ^ go- wciche durcli gohoii und 

lien inid die Geradcl in oinom ciiicii Kcgolschniti [IJ inoimnn 
gogobenen Piincio a boriihven: Puncte a, beriilireii. 

Odor dor Schaar Kogol- Oic Schaar KogelbchniUe, 

schnitio, Avelclic diirch v, ^ gc** wolcho durcli gohen und 

hen und irgeiid zwoi gegebono zwei bc.siinimte Kegolsohniiio 
florado M, N boriihron: fM,], [NJ beriihren. 

Oder dor Schaar Kegel- Eino Schaar l^trabcln, wol- 

richnitto, Avelchc durch r, go- cho durcli l), gchoii, mid de- 
hen und do 11 Kegehschnilt [R] ran Axon parallel nach eiiiom 

in irgend oinein Pune I (| be- iinondlich onLferutoii Piinct (]^ 
riiliren: gcrichtcf; siiid. 

* D, s. w. 

5) Da irgend zwei Kegol- 5) So wcrdoii irgend zwei 

schnitio [v§] im Allgcmoincn KegGlHcluiittc [jdJ,] von vior 

von vior bewtinimten Coradon bes timni Lon Kogolschni lien 

a, b, c, d bcriihrL werden: [aj, [1)J, [cj, [d,] beriilirL 

U. s. w, 

D, 

1) Eiiieni belicbigon Kegel- 1) Eino bestimiuLo (hirve 

schnitL C; den ihn boriiliron- vicrLoii Grades; die sic boriili- 
den Goraden g; ihren Poruh- ronden KegelscliiuLLo [g,]; ilire 
run gs p u n c 1 0 n : Per (i h ni ii g s p u n c te . 

2) Don Siitzon und Aufga- 2) Analoge SiiLze, A ufgaben 
bon von §42 bis §48, nameut- uud Porismein 

Hoh don Porismcii in §47: 

Hiornaoh sielit man, dass, wio Kchoii crwalint, die inoislon Rosiillate^ 
wclclio bei friihoron Reirachiungen ontwiokclt wordon, und wolclie sioli luir 
Eiguren in dor Ebone beziohcii, uud zwar vorzugswoLso das Nolzgewi'be* 
iirtige dorsclben boiroflbn, sich nach don vorslohcndon Schemaien aid' nielir- 
faclic Weise travosiiron lassen; nnmlich diojonigon Siiize, Aidgalion elc,, 
woboi bloss Pimcto und Gorado (Vielocko, Violsoito, projecLivische Gonide 
unci ebone Strahllnischel etc.) vorkominou, iiac]i(A); kominl aiissor diesoii 
Elementcn nocli cin oinzolner KogolschnitL odor oino gowisse Schaar Kegid- 
sclinitfco vur, nach (B, CiindD); und kommen in doii Salzen etc., anHst'i 
jenoii Elciuciiloii, boliobigo Kogolscliiutio vor, nach (D), Audi lasson sich 
die iiouen Resiiltato wioderum auf diosclbc VVoiso umwaiuloln ii, s, w. 
Wollto man jedocli dioso Umwaudlungcn Aveitor Avioderholon, so Aviinlrii 
sic iids LaiigAvoiligo riihreu, sic Avurden niclits AVCSontlLcli Ncues enlhalien, 
iiniliia Avoiiiger Avichtig soiii, als die cinfachon ElemoniarHaLzo, von Avel- 
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nio liorgolcilci, mu] von wolohen sic im Gmiulc uur als Carricaturoii 
crsoliioncn. 

Dio obigon SiLtzc (rcchls), wolcho moist mir aiigodcutet sind, Avird 
man leichi volLsliiiiclig aussprechcn kbiinon^). Uebrigcns fiihrt dor Gang 
dor Eelrachtiuig project] vischor Eljonon iind Siralilbiischel nocli von eincr 
anclGroii Soito iioiliwcndigGrwoise aiif dicselbou ziiruck, wo sie alsdann 
tkeils urafassondor, tlioil« mclir iids Einzolnc uiul Bcsoiulcro eingcliciid 
dargostollt wcrdoii sollcu. 

[11. Der Yorhergchondcn Bolraclitnng (II) steht, wio cs der in diesom 
"Werlc bborall l30obaclitoto Oogcn*satz crlioisclit, die folgcndc Betrachtuiig 
'/Aiv ScitO) von wolchor ioh abcr imr solir luirx cinige wcsontliclio Ilaupt- 
moinonlo audeuton wcrdo. 

1) Bringt man nimilich mit dcii Doppolgebildon A, A, (1) irgenci 7 ayqi 
Str^tldbiiscliol in Vcrbindung, so lasson sich diose, mitlcLst dcs don 

orstcron ziigohorigon Strahlsystcms oiiisprocliendcrwoise auf einandor bc- 
zielion, wie vorliin die Ebciion e, e^. Dcim diircli jedeu Stralil dos Strabl- 
terns [AAj] gelit im Allgcincinon oiue Ebciio sowolil dcs oincii als des 
andcren Stnihlbiischels 3), JDj, z. B. durcb ciuen beKtimmtoii Strahl a wird 
oil VO bestimmlo Ebonc a in 2) iind cine bcstiinmto Ebciic in 
geliGn; jo zAVci solchc Ebeiicn sollon „Gntsprcchcnde Ebonon" (odor 
jcclo soil die yScliicro Projoction*^’ der andoren) hoissoti, Jeder Rbene 
ill cinein der zwei )Stra]iIb{iscliol 2), 5)j eiiispriclit dcmnacli irgond cine 
|jG>>timintG Ebeno im andoren Strablbiisoliol, iiud von diosem allgoinoincn 
fiescitz flndenj wio man sogleioli sebon wird, nur \vcuige Ausnabmon steal L 
Ziivordcrst inbgon fiir gewisso Elcmonlo bcsoudorc Bozoicliiuingeii uiid 
l^eiveniiiingGU festgosotzt wordoii, Niimlicli es sollon die zwei Ebenon in S', 
wclcho diu'ch die Axon A, A, gohon, (lurch p, a luid ihre Duruhschnitls- 
liiVLo diu’cli X, und andorersoiis sollon die zwoi Ebciion in S, , woloho diirch 
A, At golioii, dureh Ci> und ibre Durchsolmitlslinie (lurch ij Ijo'/oiGlmet 
woi^deii; x und t, sind also diejenigeu vStrahleii der SiralilbilscliGl 2), S),, 
avolcho bcido Axon A, A^ schneiden, uiid folgllcli yAigloich dem .Stralilsysiom 
[AAj] aiigolidrcii. Fernor soli diojonigo Ebono in 2), wclclio durch den 
Sirtihl t, in 2)i gelit, (lurch t, und dio Diirchschnittslinicn, 'wgIcIio sio mil 
clou Ebonon p, a l)ildot, sollcn diiroh y, z, und aiidcreiscits soli diojonigo 
Ebciio ill 2)i, wolclio chircli don Strahl x in 2> golit, (lurch imd ihre Uiircli- 


*) Ks bedoutei niiralich boi den obigon Siitzon (was ubiigoiis aiicli schon aus (loin 
gaiizcn Ziisuimnoiihang zu scbliossen ist), z, B, das Zeichon [iiDiri]: oiii udor molivoio 
ICegfolscbiiiUo, wolcho (lurch dio dici irauptpuncto l>i, j'l gohonj odei 

uiohrcvo ICcgclsclniittc, wolclio (lurch dio zwoi ltau])t|uincto ju \}i gebou; [Nj] odor [a,] 
odor CgiJ: oin Kogolschiiitt, wolch(3i' iliiicli dio dioi ITauptpwiicto 51, tn> und 

oiiiov bestiiiiintou Goradon odor a odor g in e ontsprichtj u. s. w, Aebuliches gilt 

VO IV Ep 
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schiiiKslinien mit clou Ebencii C,) v), sollon (lurch s,, r, hozeichiiot worcloii. 
Die Ebeiien p, a, x unci Cp ci,, sollen forlau die „lIuiip(,ol)()i)on“, die 
Strahlen z, y, x und r,, s,, I, die „IIaupl.strahlcu“, odor die Drcidiudie 
psT unci Ci’Ji^i sollen die „IIauptcIrQifIaoho“ dor Slrahlbiiseliol JD imil 
S), heisson. Audi inogen die Ebenonpaare p und Cp a und x und £, 
cntspreclicnde Ilauptcbcnen, und die Strahlonpaaro z niid r,, y und ,s,, 
X und t, ontspreclicnclo nauptatralilcn genannt wordon. J'hicUicIc soil 
derjonige Sti'ahl, wolclion beiclo Slralilbiisohol 3), S), goinoin ha))on (die 
Gorado cliu'cli ihro Mitteljniiicte 5D, ®,), (lurch oOj bozoichiud. wcsrcleii. 
Sodann lassen sich die vorgeiiannton Ausnahmon folgondor Gostal I angobcui 
(vorgl. H, 1 ): 

„Dio sammtlichen Ebenon dor EbononbxiKcliol z, y, x und r,, 
Sp t, Iiabon boziehlich die oinzcluon TIauptobouon Cp r;,, und 
p, a, X zu entsprocliondcn Ebonen; und ronuir: jodo Eheno doH 
Ebononbiischcls cOj ciitspricht sich solbst, odor os siiid in ilir 
zwei entsproohencle Ebonen voroinigl." 

Mittelst der Ilauptcbcnen p, or, x und C,, i),, liissl, sich zu Jodor 
gegebenen Ebeno dos ciiion oder ancloron StralilbiLscliols 3 ), diiv ilir 
enisprcchondo Ebeno findon (ahnliclicrwcisc wio obon oiUsprocluuido I'luudo 
(11, D). 


2) Es cntsloht nun weiLor die Erage, wonn in (jiiicnn dor zwexi Klralii- 
biischel 2), 3 ), irgend oin boslimmtos System von Ebenon gegolion is(, 
wolchem Gesetz dann die ihnon ontsprochondpn Ebonen im niuhu'oii Struhl- 
bii.schel untenvorfon soion? Dio Anlwort hiorauf orgiobt sich solir loicdil,: 

a) Man denlco sich zuniichst irgond oiiion Ebcnoidjiischol I ini Sl.rald- 
Inischel 2), so xvorden (lesson Ebenon a, (3, -p, . . . duroii sololiu Siralileii 
a, b, c, . . . dcs Strahlsystoms [AA,] gohon, woleho in einoin oinruulioii 
Hyperboloid liegon {(J) odor (§51)), und clahor wordon die ilmon tuil- 
sprochendon Ebonen p,, 7 ,, ... in 2), irgond oino bo.s|.imin(,e ICogol- 
dachc zweiten Grades [ 1 ,] umhiillon (§51, IV, 4), woIcho nolliwondigorwoi.Ho 
(loin Ilauptclreiflach (,-, 5 , 5 , oingcschriobon ist, woil clurcli joclon dor droi 
Hauptstrahlon z, y, x (in 2)) oinc Ebono dos Ebononbiisohols 1 gr,dil, uiid 
wed chosen Ebenon jono Ebonen Cp ‘/jp enispreclion (I); (aiicdi boriibrl, 
(he Kegoinachc [ 1 ,] diojonige Ebono l(ee,), woleho duroli die Axo 1 tuiil 
(lurch don Strahl 00 , gold, woil diosolbo sich solbst onts|)ricli(, (J)). Alsu: 

^ „Don gosaminlen Ebenon irgond oinos Ebonoubiisnhols in 
einein c 0 r zwei StralilbilscIioI 72 ), 2),, wio olwa don Ebenon dos 
E^lieiicubiisohols 1 111 2 ), oiitsprcchoii im ancloron SlrahllMiselte) 
Benihrungsobonon irgond oinor bostiiniuleii 
Kegclflacho zwoiten Grades [ 1 ,], und zwar borimloii sich uiiUr 
don letztoren allcmal die droi Ilaiiptobonon r, / 3 ,, f ,« Odor- 
„Jo(leni Strahl in oiiioin dor zwoi Strahlhiisciliol 3). 





Uubui Abliiingigkuil voisehiodoii.utigor Figuion. 


-123 


tlem strahl 1 in 2), cntspriohL im audercn Strahlbiischol 3), ir- 
goixd {‘ine- bcstiminto Kcftolflilchc zwcitoii Clrades [1,], welclie 
(lem I-rauptclroiflach oiiigosohriebon ist, und aucii nmgo- 
kolirt; so class also dcsu gcsammton Slrahlon des oiiion Strahl- 
biischels, die goaammton Kcgolfliichen zwoiten Grades oiit- 
sprochon, wolcho im andoron Slrahlbiischel dem Ilauptdrei- 
flach eingescliriebon sind." 

Tici diosem allgomeinen Gosetz findon folgoudc Ausnalimen stall: 
liiogt dici Axo des gonannten Ebenonbiisohcls 1 in einer der dvoi Ilanpt- 
obenou p, a, -c, so onlsprichl ilun in S), cbcnfalls cin Ebenonbiiscliol Ij, 
closHon Axo boziohlich in ciner dor drei Ilauptebcnon C,, v)„ 6, Uegt; (die 
Ebononbiischel 1, 1, sind projoctiviscli, iiegon ihre Axon in p nud C„ odor 
in cj und vj,, so sind sio pcrspectivisoh, Iiegon dioselben aber in tinwU,, 
so orzengen jono oin cinfaclios Hyperboloid, welches allcmal dnrch die vier 
Cioraden A, A^, x, t, geht; alio mogllohon zusaminengchongon Axon 1 nud 
I, oi’zougon clroi Paar projootlvischo cbene Strahlbtisoliol p und t;,, a und 
T,, T nncl (in 2) und 3),), wovon dio zwei oralon Paarc pcrspoctivisch 
sind , iiilmlioli sic haben A, A, zu perspoclivischon Duichsolmitten mid 
joclcs hat don Strahl eo, zur ProjocUonsaxo u. s. w.). 

b) Dcnicfc mail 'sicli mm woilor oin System von Ebeneii in 2), wolclio 
irgdnd oiiic KogcUliioho K vom 11 “*" Grade nmliiillon, und friigt, was fiir 
oiiio KcgcKlacho K, dio iliiion cntsprochondeii Ebeneii in 2), beriihren, so 
orgiebt aicli die Antworl obcnfalls sehr leiclit. Bonn da irgoiid cine Kogel- 
(Uiclio Kwoiton Grades [T], wolcho dcin llauptdrcillach pa- oingoschricbcu 
ist^ mil dor gogobonen Kogolllilcho in K iin Allgomoineii und hoolistcus 
2ii(^ii — 1) goinoinschaftlicho Boriihrmigsobouon hat, so gohen durch cinoii 
bosfciimnton Strahl T, (dor joncr KogoHliloho fT] onlspricht (a)), in 2>, 
oboii so violo Ebonen, wolcho dio Kogollliichc K, beruhven, und folglicli 
ifit dio lolztoro im Allgomoineii von der 2n(n— 1)‘“" Classo (§41, III, 
No to). Da fornor durch jodou dor droi TIauptstrahloii z, y, x in 2) im 
Allgomeinen n(n — 1) Ebenou gchoii, wolcho die gegobono Kogollliiche 
K Ijoriiliroii , so muss dio KogcUliioho K, jodc der droi Ilauptebouen C,, 
vjj, S, im Allgoracinon n(n — l)inal boriilireii; ii. s. w. *) 

Ist dio gegobono Kcgollliicho K insbosondoro iiiir voin zwclton Grade, 
so ist die ihr ontsprochondo KogcUliioho K, im Allgomeinen von dor 
viorten Clas.so mid beriihrt jede dor droi Ilauptebcnon C,, /)„ doppolt; 
odor os ist in diosem Fallc die Elilclio K, entwodor von dor vlcrtcn, dritten, 


Lsi 7 .. II. die gogeboiio Kogclfliicho It vom zwoltoii Grado, uud goht sio (lurch dio 
clroi IlauptHti'iildeii 7 , y, x, so isl dio llir cutspiochcudo KcgoUliiclio K, von dor vieitoii 
Olftssc luid hat (lioi W ondungsstrahlon, in wclcUon sic von den droi Ilanploboneu 
Cl > ■vj'i , ?i iieiiiliit wil'd, und wolcho in oinei Kboiio Iiegon; u. s. w. (vgl. obon II, 2, d,Noto). 
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zweiton oclcr crsteii Classe, je nachdom jciio Fllicho K oniwo(]cr koine^ 
oiiie, zwei ocler alio drci Hanptcbciion a, t boriiliri. AIho; 

^JedorKcgolflache zAveiicn Grades TCiii 3), wclolio ivgoiul zwei 
dor drei IlaiiptobciiGn p, i bcrifhri, oatspriclU in 3), olxiiifalls 
eino Kogelflilclie zweiieii Grades K,, wololio dio z^voi oiiispreebon- 
den ( 1 ) Ilauptebeneii Cj, >), > boriilirt; mid uucli umgokohrL^ 

3) ilittelst der yorstcliciideii Fundamonlnlsatze (I mid 2) iibt’-r di(» 
gegenseilJge Boziclmiig dor zwoi Stmlilbiiscliol 3), ®, lassoji sioli iiiui 
{ihiilidierweiso, wio oben (11,3) boi den Eboiioii s, s, , dio dusolbsL an- 
gozoigten Rcilicn von Eigoiiscliaftcii, Siitzoii, Aiifgabon, u, s, w. jwonn dios(^ 
ziiorst, (vermoge §33 uiid §48) aiif oinoii dor zwoi Sfraldliuscliol iibor- 
tragen warden], auf oine none Art travo.stiroii; ieh bogiuigo inicli abor 
damit, Iner darauf anfmerksam gomachi zu lialien; iin Niiolisirolgoiuloii 
(IV) solloii oinige dahiii geliorigo Beispiolo wonn auoli untor aligoandortei' 
Gestalt heransgoliobon werdoji. 

IV, Die RGsidtato, weldio duroli dio zwoi vorhorgoliondoii lb)traclw 
tuiigcn libor die zwoi Paar Gobilde s uiul ® mid 35^ ontwiclcolt wnrdvn, 
lassen sick (zaifolgc § 33) uiimittolbar von jedom Paar diosor G(d>jldn aid' 
das andcre iibertragon, d. In dio von dcii Elioiioii e, c, uufgoriiiub'noii 
Rigenscbaftoii (H) lassoii sioli auf dio Straldbuscliol 3), 3)j, mid die vi)n 
diosoji angedeutctcii Eigenscliafton (III) lasson sioli iinniittolhar auf 
iibersetzcn. 


1) mrnVwh wdonz. K dio Stralilbiiscliol 3>, 35,, nachdom sin nacJi 
obigor Art (III) mittolst dos StnililsysLoms |AA,] auf oinandor Imzogim, 
dmeh zwoi boJicbige nouo Eboucii e, e, gcscbnitlon, so miisson in diosoil 
ontsprochondc I-IaiiptolGincnic ontstchon, wio sio joium zidcoinmon, d. In os 
oidstehen in den Ebenon s mid c, zwoi llaiip tdroisoitu rsL and z^y,x,, 
deren Soiten r, s, t imd z,, Ilaiipigoradc, imd doron Hclcpuimlo 

(nach dor Ordming, in dor sio don Soiton gogoniibor stcdioii) j, ij, y and 
If, t, Ilaiiptpunctc sind, uiid dieso llaupiolomonto wordmi !jozi(dilich 
diivch dio llaiiptdrciilachc pofi mid C, /},{,, llaiiptohonoii p, a, t and C 

...I ,, J, , ,, , a, J, 

4., (JFl, 1) bowjikL; fomor wml z.]]. oino KoKollliuilm zwolUni (Irudo.H 
wdeho oinoin dcr nwoi Tlaupldrotriaoho c>ii,gos«Ju-id.fl„ id, in dor zn- 
gdiongen Elieuo omen KogolscluiiU oraongon, woldioi- doni Iluunl.djMii- 
soi cmge«chr.eben isl, u.s.w., «a da.s.s al,s« .wisohon <lo,. /,woi Hcln.oi- 
deuden Ebcnen e, Sj folgondo BozicJumg siaLUiiidot: 

Den Elcmontoii uml Ciobildojj 
111 dor Ebeno e . , . oiitsproohoii ... ij, d„i- El,o,i(i c ■ 

A ^ * 
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2) Doin uucndlicli cntforn- 2) Ein bestiiTimtor cncllich 

ten Stralil Q (II, 2, b): oiitfcintor Strahl Q^. 

3) Einem gowisson besoii- 3) Dgv unciidlich onlifcrntc 

doren Strahl R; Strahl Rj. 

4) Bon einzoliien Soilen r, 4) Bio gcsamintoii Sfcrahlcu 

t dos llaupidroiscits (als dor Strahlbiischel Vi, ^|, 

Slralileii angosohen): 

5) Bon gosajninton Strahlcn 5) Die einzoliien (Ilaupt-) 

dor Strahlbuschcl j, 1), y: Slralilcn Xp yp Xp 

0) Don droi llauptgoradon G) Die drei Ilaupigoradcn 

r, s, t (als Gebilde angesohon): z,, Xp 

7) Irgciid ,cincin Strahlhii- 7) Eiii bestimmter Kogol- 

schcl S3, d. h. irgond cinom schniU [33j], dor doin Uaiipt- 

Puiicto 33 und don gesammten droiscit z,, y^, eingescliric- 

durch ilin gohenden Strahleii: bou i«t, und dcssoii saniint- 

Ucho Taiigonten (III, 2, a); 

* Oder sehlcchtliinj 

Irgond einem PuncLo 33, Ein bostimmior Kogol- 

welclior nielli in einor dor schnitt [SB,], ivclelier doiii 

flroi Ilaupigoradcn r, s, i liogi: llaupid rci soii oiiigc- 

schriobon isi; 
und also: 

Don gosammien Puneion, Dio gesammion Kegol- 

wcleliG nichi in don droi sebnltio [X|y,x,], wolclio dciii 

llaLiptgoradon r, «, i liegon: Ilaup idroisoi i ^iiigc- 

seliriobon sind; 

Doti Puneion in don droi Dio Puneio in don droi 

[laiipigoradcii r, s, t^’): Ilaupigoradcn Zp y^, x/'). 

8) Irgond einor floradcn g, 8) F/mo Holiaar Kogclscluiiiio 

d. ti. dor Scliaar IHincio, die [gjJ, d. h. alio Kogolsoluiitio, 

ill irgond einor Ooraden g lie- wolclio die droi Ilauplgoradoii 

gen: z,, YiiX, und ciuo bosliianiie 

vierio Oorado g, boriihron. 

0) Joncr besundoren (3) 9) Die »Sohaar Paraboln [R,]. 

fioradon R: d. li. allc Parabeln, wolche dom 

Haupldrcisoil x^y^x, oingo- 
scliriobcn word on koiiiion. 

10) Da die Gerado g (8) 10) So bofindot sicli unior 

dor bosoiidoroii froradon R nur dor Soliaar Kogolsehnitto [gj, 


Und zwar sind die rieiacleii \ und Zj, s uiwl y, , t iiiid Xi , in Ansolumg dor 
ontspi'ocheiulou Puiictcpaaro, piojoctivi.scli. 


OP 
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Allgfiuiuiiio 


in eineiii oinzigen Punct bo- 
neguet: 


11) froht (lie Oerude g diircli 
(‘ineu (lor droi Jlauptpuiicio 
ij, (0); 


U. .s. w. 


1) frgoud 5!wei Stralilon a, b; 

(1cm (lurch sie be.stiinmtcn 
IMnct 33, (1. h. ilironi Durch- 

isclinittfjpiijact; 

and dem durcli sie und 
(lurch die Haiiptgeradei) r, s, i 
bcsfciiBjnten KcgeJrtchni tt [3;J: 

2) Irgcnd eincm Kegel- 
.schnitt [S] (dor dem Ilaupt- 
drciseitrst eingoscliriebon ist); 

irgeiid cinom Punct 5|S in 
dch&cn Umfaiig: 


und dom ihn in diesoan 
J^iincte boruhrenden Struhl a: 

3) Jrgend cinom Kogol- 
^chnitt [3;]; 

dor Schaar Puncte die 
iji seincm Umfango liegcn: 

und den gesammton Strali- 
Ion, die ilin boriihreii: 

4) Da von der Schaar Puncte 
die in dom KegolHchiii tto 

[IJ liegcn (3), im A]lgojnoinoii 
nil (I liochstons zwei in die be- 
.'ondnro Geradc fallen: 


Anmuikiiiig. 


(welclio vier Oorado z,, y,, x, , 
g, boruhrou) nur oino oiiiKigo 
Parabol. 

11) So vet’oinigL kIcIi die 
dorado g, mit oinor (lor droi 
Ilaupi-goriidoM , y,, x, , dio 
diuiii von dor Sebiiar Kogol- 
schnillo [gj in oino in be- 
stimiuLen Punct boriilirt wird. 
IT. s. w. 

1) Zwoi bosllmmto Strah- 
lon a,, b, ; 

dor durcU hIo und durob dio 
llauptgoriulon /,, , y, , x, bo- 
.stiinmtc Kcgolsehnitt 

(lor (lurch xic liostiininlo 
Punct, d. li. ibr Durcli.schni tts- 
punot j£,. 

2) Ein bo.stimmtcr Punct 


oin bestimmtor ECogel- 
schnitt pp,], dordurcli iiin gclil 
(und dom tlaupt(lroiH(ji t yi-v, 
oingoHcltrioboii ist); 

dor in ihiu von dio- 
sem Kogol.sclini tto iiorfilirlo 
Stralil a,. 

3) Ein liOKti inintov J’unct 

dio Scliaar KogolHcliiiitto 
dio (luroli Uin golion; 
dio gcHuminton Strablon 
do8 StrahlbiiKcbols .IJ;,. 

4) So siiul (inter dor Soluuu' 
Kogolschnitlo ['P,], (wolclio 
droi dorado z,, y,, x, Ixn’iiiirou 
und (Uircli oinon I’unoL T, 
gobon), ini Aligojnoinon und 
hdch.stonK /.ivoi Parabolii. 
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F)) Da irgeiul zwci Tvogol- 
KcliriiUc [5K], [3J] (die cl cm 
])i’eisei i rst ciiigC8chi*iol)Oii 
siiid) oinaiulcr im Allgcinoincii 
uiid liochstiins in vior Punctoii 
a, 1), C, b vscliiioidon: 

U. s. w. 

1) Frgcud oinom Kogol- 
sckniLt, dor irgcnd zwoi dor 
drcL Ilauptgoradon r, s, i bo- 
rukrt, z. B, irgend oinein fCo- 
golsclinitl [rs], der r, « bcriihri; 
del Schaar Pun etc die in 
soineiu Umrangc licgcn; (iind 
dor Scliaar Siralilon a, die ihii 
berulu'oii): 

2) Da von dor Schaar Dnnotc 
^ (1) do8 KcgclHcknitios [rw] 
iin Allgemoinoii unci hbclhstcns 
zwoi in dor bosondoren Gera- 
don R liogen: 


3) Da irgoiul zwei Kogol- 
Hchnitto [rs] oinandor im AIl- 
gomoinou in vior Puuetcu a, 
b, c, b schnoidcii: 

II. H. W. 

I 

1) Irgoiid oinor bolicbigon 
Ourve C do8 n^^” Grades: 

Da durch jodon der droi 
Ilaaplpuiicte j, l), }: im Allgo- 
uioinon u(ii — 1) Stvahlcn go- 
ken, woloho die gegobenc 
Curve C boruhron: 

U. 


5) So gicbi QH im A1 ! go- 
me i non mid hoe listens vior 
KofrolsohnUto [a.L [0,], [c.], [b.], 
welch (» durch zwei bcstiiumte 
Puncto 3lj giilion (iiud drei 
Goradc Zj, y^, borulircn). 

TJ. s. w, 

1) Hin l)ostimmtGr Kcgel- 
schniti, dor die oiitsproclien- 
don zwei Ilauptgoradcn 
(^n Xn bcriilirt, also z. B. 
ein bostimmter Kcgclsclinitl 
[ZjY,]; die Scliaai KcjgolKcliiiitia 
[^,], die ihn bcrtlliren; (und 
die Sohaar Sirahlon a^, die 
ihn (uud diosc Kogolschniite) 
boriiliron). 

2) So sind iiutor dor Schaar 
Kogolsclinitle [^^5,], (die einoii 
Kogcischiiitt [/iiVi], /iWei Tan- 
gcnteji Zj , yj dc5ssclbcn und 
ciiic dritte Gcrado Xj beriih- 
ren), im Allgomoinon zwei J^a- 
riibolu. 

B) So Iconnon irgond zwoi 
Kcgelselinittc [ZjyJ im Allgc- 
incinen von vior bosiiinmlcii 
Kogelschiiitien [a,J, [bj], [cj^ 
[b,] boriihrt word on. U. s, w, 


1) Eino bowtiininte Curve 
C, dor 2n(n — 1)^®** Classo (111, 
2, b). 

So muss jede der drei 
Ilaiiptgeradeu Zj, Vn im All- 
gcinoinen n(n — 1) mal von der 
gonannten Curve boriihrt 
word on. 

I. w. 
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2) Eine bostimmtc ()ui‘vo t\ 

viortcr Classo, dio j<^do tlci' 
drci IlaiiplgcraclGn y,, x, 

(loppclt borulirli; 

dio Sohaar KogolsctliiiliLo 
die sic bcriihrcui, iiiid dio 
Sohaar Tangoiiion a,, dio is in 
mitdic«oii (in den Horiihrungs- 
puiicton) goiYioin liaL 

3) Einc wololio Ourvcj (\ 
viortor Classe, dio drol sinf^u- 
liiro Puncto hat, in donon sin 
vou don droi llaup Igoradon 
z,, y,, X, bot’iihrl wird, iind dio 
in oinor (roracloii liogoin 

U. w. 

Iliemach siobt man, wie dio gogciiKcitigo IJozioliung dor Ebonon c, Gj, 
((jdor dor *Strahll)tifichol 5D, ©,), init dor gegonsoi tigon lb‘/dcduing dor 
noucii Ebenen e, (II) cinorsoits uboroinstimml, imd andororsoilts hIoIi voji 
dioscr unterscheidot; namlich sic sthnmt dom IJmfango mudi gaiiz tnil 
dor lot/ioren iiborcin, so da.s*s alio jeno Eigcusoliaftoji, Stitzo, Aiiigalxni (dtj,, 
YOU uolchen obcii (li, 3) Erwahnung gosclinh, sich oboii .so violhiltig (hiroli 
SIC nmwandoln lasscn, und dass iihorluui]>i alio dasolbst g(nnn<i]il,(M» Me- 
moikungen auch aiif sic Anwondung findon; dagogcii abor untoi\s(dHd(l<it 
sic >iich von dor andcron diircli dio Art dor onlsprecluMulen lClc3inon(o, 
und zwar dorgostalt, dass wonn z. B. irgoncl oiii Satz iibor J^'ignroii in don 
Ebonen e, s, gegeben ist, daiin dor ontsprooliondo Saiz In don noiicn H!)(\non 
z^ (odor ill den Siralilbusclioln 3), unmittollmi’ daraus abgidoitol. 
werdeii kann, wenn man liicr iiborall: Oorado, Punct, IlauptdiM^ijioi i , 
oingoschriobeiicr Kogolschniit, in s. w, (odor Imi 3), KImuio, 
Slrahl, Ilanptdroiflacli, oingesohriobono Kogolflaoiio olo.) 
wo durt, respective; Piinci, dorado, IFanpUlroieck , innsob rio])OU(u’ 
Kegelsclinitt, u. s. w. stclit; und auch inngokohrL Das >jiigloi(!hsLail- 
linflen dor oinandor cntsprcclioiidcn Eigoiifichal’ton unil 8atzo in don vor- 
schiodonartigen und verscliiedcnartig aiif oinandor bozogonoii (loi)ildo- 
Paaren s imd e,, 2) und 3)^, ist oiiU5 iiothwondigo nud natiirlioho h'olgo 
(lavon, dass die beidorseitigen Bczioliiingoii dnreh das Ml-ralilsystoju |AA,] 
bewirkt wordon. Aus donsolbon Oriindon (iiidct ubri/rons aiicli sogitr (diio 
Abhungigkeit zwisclicn den Eigenschafton irgond zwoior ungloiohartigtu] 
fTebilde statt, was, wie folgt, gozeigt wordon kanii, 

2) lian kaim namlich auch zwei ungloicharligo Oobihlo^ 55, M. die 
Ebone s und don Strahlbiiscliol 3),, mitielst des Sirahlsysteins [AAJ mif 


2) Jrgoiid cinom beliobigon 
Kegclschuitt C, dcr koine dor 
droi Hauptgoradon r, s, t bo- 
1 iilirt, 

(ler Scliaar Puncte die 
in hoinem Umfaiigo liogen, und 
dorSchaar Strahleii a, dio ihu 
in diescu Punctcii boriihi-on: 

3) Jrgend ciiicm beliobigon 
Kegcisohnitt (\ wolcher diiroh 
jodon dcr drci IlaupliniiioLo 3, 
1), y go hi: 

U. s. w. 
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«ii)a.nclor bcziolieii. Wordoii zxi ilicsoni Eiulzweck die PunclGj in wclcheii 
3 voii clcii Axon A, gotroflbn wirtl, wto oboii (II), durcli v, dor diircli 
wio g'oliendo Strahl diiroh x, luul werdcn aiulcrer.seits die Ebeiieii in S)p 
wclclie durcli dio Axen A, A^ gcheii, wie oben (Fll) diircli ibre 

OiircliscliniUslinie diivch ij, wird forncr der Punct, in Avolclioin e voin 
SLralilo getroffcn wird) durtdi t, iind werdou die nerudon, in wclchen 
sic voii don Ebonen Ci, gcsclmittcn wird, durch z, y; iind wird ondlich 
diojojiige Ebono in 35p wcdcJie diu'cli don Stralil x gclit, durcli iiiid 
Avorclc]! dio Siralilen, in wclchcu sio dio Ebonen Cp schnoidet (odor 
wclche durcli jono Punotc V, § gohen), durcli r, , Sj bezoiclmct; so kann, 
in ahnlichoiu Sinncj wie oben (fi imdiri), das Dreicck r§t llaiiptdreiock 
dcr Ebeno e, luid das Droiflacli Hauptdreiflacli des StralilbusclicLs 
S)i, und forncr kdniien z. lb dorjenigo Punct a in e iind diejonige Ebono 
«i i-u 3)p wokdiG beido diu’cli irgoiid oinon und deiisolbon Stralil a dos 
iStnililsy stems [AA,] bosliniml worden, ontsproclioiido ElemeiiiG dcr 
(icbiUlo £, 3) I goiuinnt ^vordon, u. s. w., so dass sich alsdanii zwisohon 
dioscMi zwol fiobilden oinc analoge Eozioliuiigstabollo aufstellou liisst, wie 
cdjcii /.>Yischon gloichariigou Gcbildc-Paaron; was etwa durcli folgende ein- 
zulno Ucispiclc orliiiitert wcrdcu mag: 

a) J)cn Elomenton und Gcbildcii 
hi dor Ebono e ... Giitsprochon ... ini Strahlbiischcl 2),: 

1) Irgond ciiieni Ibincto a 
(iiu Allgomoinoii): 

2) Irg'cnd oiucr Gonidcn 1, 

(I. li. don goHHinmtcn Puncion, 
die in irgond oiner Goradoii 1 
lioj^on, wolclic (lurch koinoii 
dor droi llauptpuncto r, t 
golit : 

;i) Jrgciid oinom Strahlbii- 
sclicl S3, d. li. don gcsaminlen 
(h^raden, dio durcli ivgend oi- 
ncui Punct S3 gehen, wolchor 
in koinor dor droi llauptgora- 
don z, y, x liogt: 

-1} Irgond cine in dom llaupt- 
dro io ck ViSt um.schriobonon TCo- 
golschniti [1]: 

{3) Irgend oincni Kogcl- 
sclmiitt, wolclior durcji irgond 


1) Eiiio bostimmto Ebciio a^. 

2) Eino bostimintc Kogcl- 
riiicliG [1,], d. li. die gosammten 
HGiiilirungsobonon oi nor Ko- 
golflacho zwoiton Grades, wol- 
cbo dom llauptclroiflacli 
eingosoliricbcn ist. 

3) EiiiG bostimmto Scliaar 
Kogolfliichcii [33i] zwGiton Gra- 
des, wolcliG aiisser don drei 
llauptobonon Cp r/p f, cine bo- 
.stimmte viorio Ebono bo- 
vulireii. 

4) Ein bcstiniintor Stralil 
1, (odor Ebonenbiischcl IJ, der in 
k Cl nor der 3 llauptobonon Cp 
Tjp liogt, 

5) Eino Kogolflaolio zwoiton 
Grades, welcho die eiitspro- 
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zwoi IlauptpunctG g;oht, cUva choiuloii zwci llaiiptcboneu bo- 
einoiu Koi^clsoliJiil.t [v^S]: riilirt, also eiiio Ko^^'ol fUicilio 


Odor (luiikt mail sicli min oinc iieiio Eboiie , wololic clou S trail 1- 
buHcbol S), sclmeklot, initl bohali die obcii (1) for die Ifau|)tcleinonUi 
dorse] bon Ibslgesotydoii Hozoichmiiigoii mid lioneninnigon boi, so liai niiin 
zwisclicn dell Eboncii e, folgende gegeiiscitigo Bezioluiiig: 

|5) ])cn Elemoiiteu unci Gobi Idea 
in dor Ebono e ... en tsproclien ... in dor Eboiio E^: 


1) Irgoiul oiiiem Piinci a 
im Aligemeinon; 

2) j)en gesainmton Pune ten, 
wolche in oiner der clrei 
llauptgoradon x, y, z liegon: 

;]) J}en ciiizolnon llaupt- 
puncten r, §, t; 

4) Einem gewissou lioson- 
(lorcn Punct dh 

()) Irgoiid oiner Goradon g, 
wolebe diiroh kciiien der droi 
ilauiitpuiujto V, t dor 

Scliaar Puncio, die in ilir 
liegen: 


1) Jrgoiid cine bosLinuiile 
Gorade a,. 

2) Eino und dioseJbe do- 
rado, niiinlich oine dor droi 
II ail pt gorade 11 x,, y^, z,. 

«3) Dio samintliclion Htrali- 
len der llaiiptstralilbu.soliol 

tp 

4) Dio unoiunicli entfornto 
Gorade 

5) Ein boRtiinmtor Kogol- 
schnitt [g,], wolchcr dom 
Ilaup tdroisoi t z, y^ Xj oingo- 
schriebon i.st; die Scliaar Go- 
rador, dPo iJin boruhroin 


Dalior: 


Don geaammton Goradon 
(in dor Ebono); 

6) J)cr unondlioh onlferiiton 
Goraclen Q: 

7) [rgend oiner Goraden, 
wolclic diircli einoii der droi 
Uauptpiiiicto V, t golit; dor 
Schaar Puiicte, die in ilir 
liogoii: 


Die gosammtoii Kogol- 
sclinitte [J^iyjxj, 

(5) Ein boHllmintor bosoiidoror 
KegelscJmitl [Q^]. 

7) Ein bostiniinLor Punct, 
dor in eiuor dor droi iiaupt- 
goraden Zj, y,, liegt; dio 
Schaar Gorador, dio durcli ihn 
go lion. 


Irgeiicl oiner Goradon, 
olio clurch cinon dor 
Ilauptpnnctc v, t gohi: 


Odor: 

wel- Ein bostimmtor Stralilbu- 

droi .schel, dc.sson Mlttolpunct in 
oilier dor drei Haiip tgoradon 
Zj, y,, X, liegl. 
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Uiicl 

Don gosammtoii Strahlon 
«inc8 .dor drci Siralilhiiscliol 
r, t: 

8) Irgoud oiiiom Strahlbu- 
Hchcl S3, d. h. don go.sammton 
(Foradcii, wolclio durcli irgond 
oincii 1^1 not 33 gohoii, (dor in 
k oilier dor droi llaaptgeradon 
55, y, X liogt); 

9) Doin bosondoven Stralil- 
bii solid m (4): 

10) Oa von doii Stralilcn 
dos Strahlbusohcls S3 (8) luiv 
oin cinzigor durcli don boKon- 
ilorcji Piinct golit: 

11) Irgond einem Kogol- 
solmiitt [T], wololicr dcin 
II aujitdroipdc r§t umscliricl)cn 
1st; dor Scliaar Punclo, wclclio 
in ihm liogon; uiul dor 8chaar 
(Ictador, woloheihn boruhron: 


also: 

Dio go sain in ton Piincto dor 
oiitsprodiondou Ilauptgoraden 

Yo Xj. 

8) Eino 8chaar Kogol- 
scliiiittc [IJJ, d. h. alio Kegol- 
sclinitto, ’wclcho aussor den 
droi llauptgo radon 

uoch oinc bovStimmto vierto 
Gerade Bj boriilircii. 

9 ) Dio Scliaar Parabdii [RJ, 
(wolcho dem Ilaiiptdreiscit 
ZjyiX, dngoschricbcii werden 
k dll 11 on). 

10) So befindet sich u liter 
dor Schaar Kegolsdniitto [B,], 
wolcho irgond vier Ocrado z^, 
Yj, x„ Bj boriihroii, luir ohio 
oinzige Parabcl (9). 

11) Bill bostimmter Puiict 

SS;^; dio Schaar Gerader, dio 
durcli ilin gohen (d. i. dor Stralil- 
biischol S^i); unci die Schaar 
Kogelschiiittc [5JJ, dio diirch 
ihii gohoii (iiud dem Ilaupl- 
(Ireisoit oingcschriobeii 

sind). 


Dahor: 


Jlcn goMammton Kcgol- 
s oh nit ton [v§t]: 

12) Da dor Kegolsclinitt [T] 
(il) im Allgomoinon undhdcli- 
stoiis von zwoL Siralileu dos 
ahlbiischcls 5R (9) bonihrt 
wil’d: 

IH) Dor Schaar Kogel- 
sohnitto [P], wolcho durcli ir- 
gciicl olnon Punct gohen, 
(uud dem llaupidroiock v^l 
amscliriobou sind); 


Die gosanimteii Punctc. 

12) So sind luitcr dor Schaar 
Kogolschnitto [%]^ wclchc 
(lurch cinon Punct gohoii 
und droi Gorado z^, yj, x, bo- 
riihroii iin Allgciuciiioii zwei 
Parabcln [RJ. 

13) Die Schaar Piincto 
wclclio in irgend cinor Gora- 
deii P, liogon, (die durcli koiiien 
dcr drei Uauptpiiucte I’j, 
goht). 
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14) Dor ScJiaar Kegol- 
sclinitte [6], wolohc irgciid eiiic 
Crorade (j boraliren (mid dem 
IlaupUlrGiocIc v§t lunschriclien 
sind): 

15) Dor Soliaar Para bo hi [Q], 
die dom Ilaiiptdrcicck vSt urn- 
sohricben wcrdon koniicn: 

16) Untcr der Scliaar Kogol- 
schnitto [P], wololie diircli vier 
gegebeiic Punctc r, t, go-- 
hen (13), befinden sich iin AID 
gomeincn zwei Parabolii; 

17) Da irgcnd zivei Kegcl- 
sclinitte [M], [N], (woJchc dom 
llauplflrGiock r^t umschrioben 
sind), im Allgomcinon iind 
hoclistcns von vier Ocradon 
a, b, c, d berhlirt worden: 

18) Durcli drci gogebenc 
Piiiioto r, 0, t goJicn iin Allgo- 
moinen inul lidch.sions vioi* 
Kogolscliiii ttc [a], [b], [e], [d], 
wovon jedov ivgeiul zwei gege- 
beno Cieradc M, N boriiliri: 

U, s. w. 


14) Dio Schaar Lhincle (5)^^ 
wolche in cinom bostinnntoii 
KogelscliiiitL licgen, (dor 
dem Ilauptdroiscit z^y^x, cin- 
goschriebeii i«t). 

15) Die Scliaar Puiiote 
dcs bosoiidcroii (dom llaupi- 
droisciL z^y^x, cingGscliriobc- 
non) Kogclscjhni Ltos 

16) Woil die Gorade 1^ mit 
dom Kcgolsohnitt [£}J im AJl- 
gemeineii uiid hdch.sfcons zwei 
Puncto gomcin hai. 

17) So giobt OH im Allgo- 
mcinon and libcliHtons vier 
KogolHcluHtto [aj, [0,], [c,l, [b,], 
wolche droi go go bone 0 ora do 

Yu boriiliron und dnrcli 
zwesi gogobone Puncto 9J7,, % 
goIioiL 

18) Woil irgond zwoi Kc- 

golschiiitto ['iR,], wolche 

dem IlaiipLdroisoii z,y,Xj oin- 
goschriobon wind , oinandcr 
im Allgomcinen und Jidcli- 
sloiiH ill irgoiid vior IhiucLen 
a,, b,, C,, bi Hchnoiden, IL s. w. 


Wcmi iiisbosoiidoro die Dboiio R^ mit dor Eboiio e ziiHammonlalll, 
dann dt'clcen sioli das Tlauptdroisoit und das Haupidrciock i‘§t, und 

es fiiiden sodanii einige mcrkwiii'digo XJmsUiudo statt, wolche Hpator be- 
rucksichtigt worden mbgon, Ebenso giobt os ciiio bosondere gegimseitigo 
bage fiir dio Ebcne e und fur don Strahlbiischol S)j, dnrcli wolclio oigon- 
Llnimlicho interossanto UmsLando vorursacht worden, und wolche gclibrigon 
Orts (im zwoiten Abschniil.e) aiisfiilirlich (mlwiclndt worden sollcm 

3) Es kann nun lernor nocli oriimort worden, dass, da alios, was su- 
eben liber dio zwoi Eliciien s, bemerkt wordon, alnilichorwciso von zwoi 
Strahlbiischoln 3), 1),, odor da ulierhaupt allcs, was in don vorstohondon 
Betrachtiingcn iibor die liboiionpaarc s und e, (II), E und E^ (1), e und 
E, (2) gosagt und angodcutet wordon, ahnUchorwoiso von Straldlnisohel- 
paaron 3) und 3), (HI), D und D,, 3) und D^ gilt, dass also, sago icii, 
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die gosammtcii RcKiiUate, wclclic in don vorstehenclon Betracli- 
tungen (von II his kierlior), ihcils cntwickelt, theils bloss ange- 
deutet wordcn, sicli inittelsi dor Strahlbiiscliclpaaro ® und 3)^ 

D nnd D,, ® und Dj <anf die Kugelflaclio iihortragou lasscii (siehe 
An merle. § 34 und § 48 ). 

T. ]^ei den vorstolicndcn l^cirachtungen siiid, ahnlicliorwcise wie hoi 
vicleii friihoren liciracldungon , verschiedene besondcrc Fiillc moglich, die 
inimlich dadurcli ontslohon, das.s man doii Axon A, Aj und den Gebildcii 
e und 2) und u. s. w. oigcniliunilichc hago zukonunen liisst, dass 
man z. R. dio cine odor andoro Axo, odor das eino oder andore Gcbilde 
ill unondliclio Forno verseizt, u. s. w.; dadurcli erhalten dann aiicli die 
ResiiUate eigcntluimliolic Aussagon, wodurcli sie oft melir Intoressc eiTOgon, 
als die allgomoinon Resnliatc. In dor Folgc wird sicli Golegenlioit dar- 
bioien, alle dieso Fallo zu erortorn, ^vo alsdaiin iiach vorangogangeuov 
Enhvickelinig dor Eigenscliaften projoctivisclior Ebonen mid Stralilbiiscliol 
dio Masso dor Resultato ohvas ausgodGliiitcr and umfassoiider scin Avird. 
Jfior mag zum Scldusso mil don betracliletoii Figuroii noch folgciules il'a- 
noYcr Yorgcnonimon werderi, wodurcli oinige Eigenscliaften, die vorhiii init 
Stillschwoigoii iiborgangcn wordcn, klarcr luid bcsliminter liervortroten, 
uiid wodurcli man cines Theils eine freiero Uebersicht Hber die voiiicr- 
gGhendon Rotraclitungcn, iiber doren Zusaminonliaiig imd iibor die daraus 
enispriingeiien Resultate gewinnt. 

Das don obigcii Betrachtungen zu Grimde liogendo Strahlsystcin [AA J, 
wolchcs Gincrscils diircli zwei Gerade A, Aj, imd andcrorscits durch zwei 
Ebonenbiischel A, Aj erzougt wird, indem iiainlicli jedcr Stralil dessclbon 
sOAVolil durch irgond zwoi Puiicto dieser Ooraden, als durch Irgoud ZAvci 
Ebon on diesor Ebonenbiischel bestimmt wird, kann durch Verundernng 
dcr Lago diesor Gebiklc in folgonde besondore Fallo (ibcrgelieii. Alan Icaun * 
namlicli einerseits dio (feradcii, fiir sich botraolitel, so logon, dass sio ciii- 
andor sclnioidon, inithin in irgoud eiiier Ebonc liogeii, die durch be- 
zoichnet wordcn mag, wodurch daun offonbar alle Strahleii in dicso Ebene 
hiiioingezogen Avordon, und zwar dergestalt, dass sio genau die gcsaimnteii 
Slrahlon (Goraden) dieser Ebene sind; imd andorerscits kann man die 
Ebonoiibiischol, fiir sich betrachlet, so logen, dass Hire Axen sicli scliiiGiden, 
class sie mithin in irgend einein Strahlbuschol liegeii, der durch bo- 
zeiclmei werdon mag, Avodurch claim oUbnbar alle jeiie Stralileii in diosen 
Stralil buscliel zusammengcdraiigi AVOrdon, und zwar dergestalt, dass sie 
genau, odor oinfach, die gosammton Stralilen dieses Strahlbiischols siud, 
Donkt man sich nun iiebst dieseii zwei besoiicleren Strahlsystoinen e.j und 
nocli zugleich jones lU’spriinglichc Sirahlsystem [AAJ, unci be- 
zeichiiot das lotzierc, inn auzudculon, dass es im Raiimc beliebig liege, 
duTcli R, so lindet alsdaim zwischon don drei Strahlsystemon R, 2)^ 

S toluol's Work© I. 28 
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(lie Bezieluing .statt, class jcclom bolicbigcn Stralil in oinoin doi'solljon, ir- 
gend eiii bcstiminter Strahl, sowolil in dem oinon, als in doin ancbn'oii, 
del- zwoi iibrigen (Strahlsystome) ontspdclit; z. B. ivgend oiiiom iSLralil a 
in R, (velcher die Geradoii A, A, in (Icn Punclcn a, rt, li’iirt, und in wol- 
cliom sicli die zwei Ebeuen o, der Ebenonbiiscbol A, A, siilmoidon, out- 
spi'icht in s, ein bestimmter Strahl act,, und in cin bostimnitcn' Hlralil 
ooTj (d. i. die Durchschnittslinic dor Ebencn a, a,). Dalicr ist loicJiL zn 
erachten, dass gewisso Eigcnschaflcn, wolchc oinoin dor droi Slralilsy.sloino 
ziikoinincn, auch in irgend einor ontsprechondon Eorin auf dio jndosina- 
ligon boiden iibrigen Systoinc ubergohon miisson, und /.war iionilii. diosn 
Abliiingigkeit vornelimlich auf don projocUvischen EigonschafUm dor (Irund- 
gcbilde, (111. auf don vieJfiiltigcu projectivischon llozicliungon dor (JenKh'n 
A, A, uiul (lor Ebonenbti&chol A, A,. JIan donho sicli 11, im orsion 
Strahlsystem R irgend cino Schaar Strahlon, wolclio in oinoin oinfaohon 


Hyperboloid liegen, so •\vorclen (lurch sio oinov-soits dio froradon A, A, und 
andorersoits die Ebonenbii.schol A, A, projoctivi.scli auf oinandor lioKOgon, 
und claher wcrcleu im Allgemoinon dio ihnon ontsprechondon Stralih'ii in 
Sj oinon Kegelschnitt umhiillen, wolohor dio Ilaujitgoradon A, A, boriilirt 
(§ 38, IV), und dio ilinon entsprochondon Strahlon in wordon iu oinor 
Kegclfliicho zweiten Grades liogon, wolchc (lurch dio Axon (dor llaiipt- 
obcnenbiischel) A, A, geht.(§ 38, 11). Wordon diojoiiigon zwoi I’uiir.to 
dor Gcradon A, A, in e,, welcho in ihrom gogensoitigon Diirohsohnilto 
voroinigt sincl, (lurch c, c,, nnd wordon diojoiiigon zwoi I'lln'iiou dor ICIionou- 


bu.schel A, A, iu ©j, welcho aiifoiiiandor fallen, (lurch tj, -/j, bozoicdinot 
und wird fenier angenonunou, os sci o dorjenigo Strahl iu K, wolchoi- zu- 
gloich einei-seits die riincto c, e, dor Goraclon A, A, vorbindot, mid un- 
(lerci-seits die Burchsohiiittslinio dor Ebonon v), v), dor Eliononbii.sohol A 
A, ist, so wordon also, im Eallo diosor Strahl o zu dor Soliaar S(,raliloiI 
des genannten Ifyporboloids gohort, oinerscits dio llauptgoradon in c_,, und 
andorersoits dio IlauptcbononbRschel in S>,, allomal porHjiootiviHnli’soin 
so dass folglich in jedom solchcn Eallo doin Ilyporbolobl in II Irgimd oin 
PunctS (der Projoctionspunot dor llauptgoradon A, AJ in c,, und irgoiid 
Ohio Ebene p (dor pcrspcctivischo Duvohschnitt dor Ilauptobonoiihii.sohol 
A, AJ in entspricht. Einoin Hyperboloid abe.r, wohdios iiiclil, duroli 
den Strahl e gold, wird in s, irgoncl oin Kogolschnilt, wolchor dom Winkol 
AA oingosohnebon und in irgoncl oino ICogolllaclio zwoiton (Irados, 
welcho (lorn Winfcol AA, urasohriobeii i.st, onlsproohon. E.s i.sl khir class 
wenn nmn umgekohrt dio llauptgoradon A, A, in o, von irgoncl ’oimuu 
Piinctc ® aus porspectivisch, odor iniUolst oino.s sio boriihrondon Ivog,,]. 
scjluuttos [A A,] projcctivisoh nnf oinandor bozioht, class daim diosoin I'mirl 
odor diesom Kegelschnitt, irgoncl oin oinfaohos Ilyporlioloid in It ontsnricliV 
wolchosimer.sten Eallo (lurch don Strahl o gohl; nnd (lass Entsprodiondos 
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in ILiiiHichi dor llaiiptebcneulnischo] A, A, in ftlalirindel. Domnach 
oiitsprochen don gcsammloii einfacheii Ilyperboloidon in R, welchc dcii 
Stralil tt gomoin liaison, cincrseits die gcsainmten Puncte der Ebene e^, 
uiicl andcrorsoits die gesammton Ebencn dcs Stralilbiischels 35^; deu ge- 
HamiTilen flypcrboloidon in R abor, welchc niclit durch den vStrald e geheii, 
entHx^rcchen in die gosammten KcgcLsclmitle, wclchc dem Winkol AA, 
einyoscJirieben, iind in 3)j, die gcsainmten Kcgellhiclion zweiton Grades, 
wolcho dem AVinkol A A, iimschrioben siiuL U. s. w. 


Zufolgo diesor Rcti'aclilung lassen siolr also zAvischen den drei Stralil- 
systcjnen I?, Sj,, iihnliclio Beziehungstabcllen aiifstcllon, wie oben 
(II , lit li. IV). Dio Form dieses Papiers gestaUci aber nicht, die ent- 
sjireclicndon EigcnschaJton all or drei Systeino nobon einandor zu stollen, 
wio Gs vermogo ilircs Ziisaminenhangcs cigcntlicli sein solltc. Sie sollcn 
daUci' nur paarweiso nobon einandor gosotzt worden, iind zwar imr die 
/Avoi Paaro It luid s^j, und ©g. Dio Knndainentalcigonschaften , aid 
cleiieii dio Rozicluing diosor zwei Paarc bcriihi, siiid folgondc: 

a) Don Elementcii und Figuren 
ill So cntsproclioD ... in R: 


1) Trgcnd oincm Strahle a; 

(I)cMn unondlicli cnlfcriiLon 

8lrahIo Q:) 

2) Irgoiid oincni Punoio 33 
al.s i tiolpunct oiiics Stralil- 
bilschols angoselion: 

Ji) Al>so don ge sain in ten 
V iinol on: 

4) irgend cincr Goraden g, 
das lioisst^ dor Sohaar Puuotc, 
wol ciho in ihr liogoii: 

(Dor imcndlich ontfornton 
a or ad on Q:) 

5) Irgeiul oinonfi Kegol- 
sokniti [AAJ, wolchor dio 
fl aiip Lgoracloii A, A, boriilivt: 

6) [rgoiid oinor Ourvo 0; 
irgond oinem Puncto P in dor- 
no lb on; nnd dor sie in dom- 


J) Irgciul oin Strahl a. 

(Dor iincndlioh ontfernte 
Strahl Q.) 

2) Irgond oin oiiifaclies Hy- 
perboloid [23], welches durcli 
A, A^ niul don Strahl e geht. 

3) Dio gGsainmteii oiiifacliou 
Ilyporboloidc, wolcho die droi 
Strahlon A, c goinein liabcn. 

4) Eiiio Schaar einfachor 
[lyperboloide [G] , wolche 
ausser A, A,, c, irgond einou 
vior ton Strahl g gomoin haben. 

(Die gesainmten hyperbo- 
lischon Paraboloi'dG, wclche 
durch dio drei Strahlon A, A^, 
0 gelion.) 

5) Irgond oin oinfaches Hy- 
perboloid [AA,]. 

6) Irgend eine geradlinigo 
Flliche C; irgend ein sie be- 
ruhrendes eiufaches Hypor- 

28 -" 
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selbcn bcnilireiulen Taiigelite boloicl P; und dor Strahl, l«^iigs 
"J'j dosaeii es diosclbo boriibrt. 

U. fl. w. U* 

P) Den Elomenten iind Figuron 
in So . . . entsprecheii ... in 


1) Jodem Strahl (6era> 
don) a: 

2) Jeclem Piinkt odcr 
Strahlbiisclxcl S: 

3) JedorGcraden g, als Gc- 
bildc, welobes oino Schaar 
Punk to enthalt, angesohen: 

(Der uncndlich ontforntcii 
Geradeu Q:) 

4) Einom Kcgelsclinitt [AA, |, 
dor die Hauptgoradon A, A^ 
beriilirt: 

5) Irgeiid oinoin boliebigeii 
ICogolschnitto C; 

6) Irgcnd etnor beliebigcn 
Curve C; irgoiid oinomPunkto 
^ dorselboii; und dor ziigo- 
hcirigen Taiigcnte T; 

U. R. W. 


1) Irgcnd oiii Strahl a, 

2) Eino Ebono odor oin 
oboiior Stralii biischol p. 

3) Frgeiid oin Ebonenbu- 
schol y. 

(Bill bcstiinniter Ebenon- 
biischol.) 

4) Eino Kcgolflacho [AAJ 
zwoitou GradoHj dio (lurch die 
Ilauptstrahlon A, A, gelit 

5) Irgcnd cine Kcgclflaclio 
zweiteii Grades y. 

G) Irgcnd oino bostimmto 
Kegolflfichc y; irgcnd oino sio 
boruhrondo Ebono P; und ilir 
Rorulirungssirahl t, 

U. s. w. 


Wird dor Strahibuschcl 3 )^ (lurch irgojid eino Ebono Eo gosohnittoii, 
so beruht dio Beziohung dor Eboiien nnd aiif folgondoii khindamoiUal- 
eigonschaften: 


y) Don Elemonten und Figuron 
in Sg , * , entsprechon . , , in 1 \: 


1) Jedein Piuikt odor 
StraJilbiischel 23: 

2) Jodem Strahl odor jo- 
(ler Goradon g: 

(Dor iinendlich ontforntcii 
(ieradon Q:) 

3) Jedein Piiuct 23, und ir- 
gend einom durch ilin gelien- 
den Strahlo a: 

4) Irgond oinor Curve C; 
irgoiid einom Punct ^ dor- 
solben; und dor Taiigento T in 
diesem: 


1) Eiii Strahl odor oino Go- 
rad o b. 

2) Ein' Punct odor oin 
Sfcrahlbusche] 

(Ein bosiimmtor Punct QO 

3) Eino Gorado b, und ir- 
gond oin in ilir liogender 
Punct 2L 

4) Irgond oino Curve K; ir- 
gond oino Tangento p dorscl- 
bon; ilir Berulirungspunct SE. 



50, V. 


Uot3Ci Abhangigkeit vorsclucdeiiar tiger Figuion. 


437 


Dahor; 

fi-geiul oincr (Uirvc C voin 5) Eino Curve ® vom 

Grade: n(n — 1)^®" Grado, odor von dor 

U. s. w. Cl as so. 

U. s. w. 

Wenu l)oi den Ebononbiisolioln A, A, in 3)o, wie vorhin aiigenoininen 
wordoji, die Ebonen /], aufoinander Isegen, dagcgoii die Ooraden A, A^ 
in Sg so golegi Averden, dass slalt dor PimcLo e, e, irgend zwoi andoro 
Puncto, chva b, b,, in ilircm Durchsclmitto voroinigt sind, imd wonn so- 
danii die gogeuscitige Boziolumg dor Strahlsystome e^, in Rucksichi 
auf ibre outsprechenden Elomenlc, wio diose bei ilirein urspriingliciien 
ZusainmGiiliango in R bosiimmt ^verden, bctrachlet wird, so ist dicse Bc- 
zieluing glcicli derjenigen, v^elchc zwisclien den obigen Gobildon e, S, 
([V, 2, a) siattfand, Das vorstohonde Beziohungssystom (7) ist dalier 
11 ur eiu besondoror Fall dos obigon (IV, 2, (3). (Ebonso erliiilt man, wemi 
man das Stralilsystom R durch irgend eine Ebeno sclmeidei, cin Be- 
zio]iiingssyslom zwisclion don Ebenou s, imd s, , welches oin bosondcrer 
Fall dos obigon (fV, 2, (3) isi) 

Das vorslohendo Beziohnngssyslom (y) onthiill ubrigens dio Finida- 
mcntalsatzo, anf doiien die sogonaimte ^^Thdorh des ])olcdve& 
lierulit, wolcho Thoorio gewdhnlioh niilLelst oinos Hulfskogelschnitls dar- 
gcslclU wird (§ 44), woboi nollnvendigorweiso boido Systemo von Figiiron 
ill einer iind dersolbon Ebeno liogen (d, h. dio Ebeiien liegon auf- 

einaiidor). Ilier stollon sicli diose EigGiischaflcn auf allgonioincro Weiso 
nnabhangig voin Kegclschniti dar, und zwar, wie schon bemorkt wordon, 
iiur al>s bosondoror Fall dos obigon Bozieliungssystcms (£V, 2, p). In- 
dcsHoii gebiibrt das Verdienst, die gonannto Thoorio zuorst froier, unab- 
liangig YOiu Kegelsohnitt, aiifgefasst zu haben, clem griindlichon Forschcr 
Mohim (Barycoutr. Calciil). 

Alls dor vorslolienden Bctrachtung sielit man, dass dom Slrahlsystem 
R, welches bol don obigon Beirachtungoii (II, 111 u. IV) niir als Mittol 
clionlc, solbst alio Eigonsohaften anf bostimmlo onlspreohoiido Woise zu- 
kominon, wolclie dort von andoren Gobildon ontwickolt und angedoutot 
wordeu. In dor That siiid die Figiireii in don obigen Ebouoii e, (II) 
als boliebigo Schniiie (diosor Ebencii und) dos Strahlsystoms R anzusoheii, 
•so dass also ihre EigonscliafLon nur als Folgou dor Eigciischaficn dos lofez- 
teroii orscheiueii; ebonso sind dio Strahlbiischcl 35, 3)j (HI) nur mittclsl 
dor Eigonsohaften dos Strahlsystoms R auf einaiidor bczogoii ^YO^don, 11. s. w. 
Da hiernach gowis>so notzgewobeartige Eigenschaflon (fast sammtlicho Ro- 
siiltalo dos erston und dritton Kapitels) in jodom dor 9 GebiUlo e, 

35, 35i, E, E^, J), Dj und R auf bostimmlo Gntsprcchendo 'Woise statb 
findon, so sind also die Eigoiiachafien dos Strahlsystoms 11 koine oigent- 
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lich raiinilichoii, wicwohl classclbo dcu gjuiKOii Rauin orfallt, honclorii sio. 
sind bloss solchc, welclio ihrem waliren Wosen iiacli dor Ebono (e), odor 
(loin Strahlbiischel (©) aiigolioron. (Von oigontlioli riuimlichcn Eigou- 
schaftcu dor Art wird im dritton und viertcn Ab.sclinittc die Rede soin.) 
Audi ist zufolgo dor vorstoliondon Rotrachtniig das StraliLsystom R in 
dor Tlial oinorseits als oino diircli don ganzon Raum auagoliroilotc Ebono 
e,, und andororsoits als ain aiifgolostor, durch don ganzon Ranm auago- 
sti’cuter Skahlbiisdiel S).j anzuschon. In diosoift Sinno lasson sidi iibri- 
gcns auch jono friilicrcn Orobildc e, 6,, E, E,, iD, 3),, 1), J), als Umwainl- 
liingon dor Strahlsystcmo e, und 3)^ (odor rlos Stralilsysloins R) ansolion, 
wodui'di dor Zusamineiihaiig allcr dieser Clebildo von oinor nouon Boilo 
sieh oJtonbart, und zwar, wic folgt: 

AVerden namlicli die zwoi Geradon A, A, , so wic sio liior oboii in 
eino Ebono e, gdegt wordon, zum zwoiten Mai in diesolboj odor in irgond 
oino andoro Ebono e, gelegt, jododi so, dass niclit dio namliolion zwoi 
Puiildo e, e, in iliroin Dnrchsclinitto voroiiiigt sind, wio das orsto Mai, so 
findot zwischon don Slrahlsystemon e^, e,. Ins auf oiiiigo Nobomunstiiiiclo, 
obenbai- diosolbe Boziohnng statt, wio olion zwischofi don Ebonon e, e, 
(IV, 1). Dozoichnot naan dio zwoi obouon Strahlbiischel, in wolohon dio 
oben gonannto Ebono E, (*/) dio Hauptobcnonbiisoliol A, A, in JD, solnioidoi, 
durcli S3, 33„ mid denkt man sicli diesolben zum zwoiton Mai (in dor- 
sclbon, odor) in irgond oilier amloroii Ebeiie E, so gologt, class niolit inohr 
dio niiinlichcn zwoi Stralilon dorsclbon voroiiiigt sind, wio dort in e^, so 
fiiidct zwischon don Eboiioii Ej, E, in Ansohuiig ihror oiitsproohoncloii 
Rloraonto iiliiilicho Bozioluing statt, wio obeti zwischon don Ebonon s, c, 
(11). Eiitspreoliondos findot stall, wonii man dio obigoii Eboiionbii.sohel 
A, A, in zwoi vorscliiodonon Lagoii, in oiiioin und doinsolben, odor in 
zwoi vorscliiodonon Stralilbiischcln 3 ) 3 , 3)j fcslhiill und auf oinaiulor bo- 
zioht. Ill diosor Ilinsioht hiilton also alle vorhorgohondon Boziohungs- 
sy.ste)no unmiltolbar an dio obigen Eundamontalsatzo (§ 38) angosolilosson 
wordon kSniioii. Im fiiiiftcn Absclinitl wird dioso lotzto Bolraohtuiig.swoiso 
aiusHilirlichor oriii'tcrt und mil Brfolg aiigowancU wordon. 

Zum Sclilusso bomorko icli noclnnals, class alio vorhorgohondon Ro- 
zioliungssyslomo auf vorscliiodono andoro, zum Thoil oiiifachero und loiclitor 
zu fassondo Woisoii erzougt unci botrachtot wordon kdniion, woboi oimw 
Tlioils oboiifalls projoclivisclio Eigoiisoliafton (wio liicr obon), ancloroii 'I'lioils 
abor andoro Bostiinmnngon zur Grundlago dionoii, was duroh dio spiitoroii 
Entwickoliuigoii ausfiihrlich gozeigt wordon wird. Es wordon alsclaim dio 
Boziohungssystcnio in solclior Allgoineinlioil clargcslollt, class sio anch dio- 
joiiigon Eiillo umfaB.scn, wo oinigo von don Hauptolomonton (Jlauptpunoto, 
Ilaiiptgorade u. .s. w. , • sioho obon II, III uiicl IV), wolcho bel dor gogoii- 
wiirtigon Bolraclilinig immor rooH waren, imagintiv sind, Anch wordon 
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dann ahuIicliG Beziehmigssystome im Raumo vorkommen , wo iiameutlich 
iu gowisson hosondoro^i Fallon zwoi Rilumo so aiif einaiulor bczogen worclon^ 
(lass jedor Ebcnc in dom cincn Riiiimo irgoud oine FI ache zweiloii Grades 
im anderon Raumo enlspricht, wodurch man sodaim in Stand gescizi wird, 
mil Ijoichiigkoit alio Flachou zwoitou Grades uuter gowlsscii Bodiiiguugoii 
zii erzGugon und ihro Eigonschaflon iius den Eigonschafteii dor ihnen eiii- 
sprechenden Ebouoii abzuloiten 


A n li a n g. 

All f gab on und Lohrsiltzo, 

60. Dio nachfolgendon Aiifgabon luid Lehrsatze sind zu dom Zweeke 
luerher gosotzt, iim deujouigon Lesern, welclm sich sclbstthatig mil dor 
in (liosem Worko aufgGstollten Mothodo bcscluiftigon wollen, Gologciilieit 
zu goben, sich an zwookiniissigon Boispielen zu iibon. Solltoii sioh in der 
Thai Licbhabor findGii, wclclio dom oinoii oder audorou diesor SUtze ihre 
Aiifmorksamkeit mil Erfolg schenkten, odor wolclio solbst andore daliiu 
gohorigo Siitze aufsuchtou und bcwiesoiij und sollto ihnen daran' gclegou 
scin, sie miv mitzuthoilon, uni sio bekannt zu maoheii, so ^YUrdo icli gorn 
boi der nilclisteu schiokUclion Golegonlioii darauf Rticksioht nolimon, odor, 
im Fallo sie nach ciner andoren ‘Mctliodo l)ehandGlt, aber von allgomemem 
lutcrosse waron, wiirde ich sio Horrn Ch^elle uborgobou und ilin orsuolion, 
diesolbon in soiii Journal fiir Matliomaiilc aiifzunolimen. Die Ziisoii- 
dungon inusston jedooh, ivio os sicli von solbst vorstoht, portofroi ge- 
schohon, und koniilon nach Beliebon an don Herru Rodaotour dcs ge- 
naunien Journals odor an mich adrossirt wordon, 

D Ju lioziig auf (lio gogonwai’tigo Bfttvachtuiig inogon hior nocli folgondo Boispiolo 
von besoudoion Bozioliungssystemcn erwahnl ,woulou. Zufolgo jedcs dor zwei orston 
(noben oinaiidor stohoiulon) Siitzo in § 46, 1 hat man namlich oiu BozioiiiLugssystcm 
zwischoii zwoi auf Ginandor liegond gcdacJiton Bheiioii, wo 7 . B. nach dom Satzo rechts, 
dio Boziohiing darin bostoht, dass jedora boliobigon Pun do ©g in dor oinoii Ebono 
ii’gcnd oin bostiimnter Kogdschnitt [93 ©ij in dor andoron Ebono oiitspiichi,' wclclior 
duicb dioi beslimmto fosto Puncto ©, ©i (AAi) goht; n. s. w, Eiiio andoro Ait, wo- 
dnreh solcbo besondcro Boziolumgssy&teino zu Staiido gcbracht worden, babe ioh beioits 
im dahro 1828 in oiuzolnon Lolirtsiltzon angcdcutot (Journal fiir Mathomatik, Bd. HE. 

211, Lobrs. 22—25). (Of. S, 178 clioser Ausgabo, Lehisatz 12—15,) — Wio mif dioso 
Woiso andevo ZAisammongoaolztcro Systomo dor Ait aufgcstellt wordon konnon, ist loiebt 
z\i soliou. Namlich durch jodos Poiisma, woriii z. B, dio Abliihigigkoifc xweicr Piuicto 
Yon oiiiandor so boscbalTou ist, dass wtihrond dor ciiio sicli laiigs irgoiid einor Gcradon 
(odor Curve) bowogt, der andoro irgoud cine beslimmto Curve diuclikuft, ontstoht oin 
seiches Boziohungssystoiuj u. s. w, 
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1) Wcnii iji eiiier Goradoii A vicr harinonlsclic Piiiicto iiiul in Ginom 
ebonen Strahllniscliol 33 vior hamioiiiscliG Stralileu go^ebon siiid^ so siud 
(lie zwci Gcbildo A, S3 in Ansehung dioser gegobciicn Elejnoiito auf 8 
vei-scliiedeno Arton projcctiviscli (§ 8» I, imd kojinon in Riickriioht anf 
jedo Art ia perspoctivische Lage gobraclit wordcu (§ 6). Wenn mm in 
einor Ebeiie die Lage 


cler Geracloii A als fest angenommon 
iiiul (ler Strahlbiischel S3 auf alle 
Arton init ihr porypoctiviscli golcgl 
wird, wcicho gogonscitige Bcziolmiig 
haboii dann die 8 (odor 16) Puncic, 
in welclio sein Mittolpunct fallt? 


dcs Stralilbiisclicls 33 ills fost an- 
gonommeii und die Gcrado A anf 
alio Arten mil ihm porvspoclivisoli 
gologt wird, wolcho gegeiisciiigo 
Boziohung habcii dauii die 8 (odor 
16) Ooradon, in wolclio sio zu lie- 
gon kojnmt? 


2) Bio dor vorstolioiidon Aufgabe (1) ontspreoliondo Aufgabc ini 
Stralilbiiscliel 2), wena niimlich liior in oiaom cboiion Strahlbii^oliol 33 
und in cincm Eboaonbuschol A vior liarinonischo Eloinento gcgoboii sind 
(§ 53, 16). 


3) Wona ia oiJior Ei)ono zwei 
boliobige Gorado A, A^ und in je- 
dor irgoiid vior liannonisclio Pinictc 
gogeben sind, so bo.sliinmon die 
lotzteren, paarwoiso genoininon, 16 
Slraldon s, diose schnoiden sicli in 
72 Piincton p, ii. s. w. ; weiche Eigen- 
schafl liabon die »Stralilon s in llin- 
siclit ihror gogciisoiligon Lago, und 
wolcho dio Puiicto p? wio oft liogen 
von den letzloron 3, und wio oft 6 
in einor Goradon? it. s. w, (Qiebt 
es z. E. 8 KogolsohnilLo, vwon jo- 
der die gegobenen Goradon A, A^ 
und 4 Strahlcn s boriihrt? Liegoii 
imtor anderen von den Puncloa p 
8 Tual 6 in oiiior Goraden , und 
sohneiclen sicli von dieson 4 und 4 
in cinom Piinct? ii. s. w.) 


3) Wonn in oinor Ebeno /wei 
boliobigo BlraJtllniscliol S3, 33, inu! 
in jedom irgond vior harmonisclic 
Rtrahloa gogeben mnd, so schnoidon 
sicli dio lotzteren, puarwobso go- 
noaimon, ia 1.6 PunctcMi p, diese 
bostimmen 72 Stralilon s, ii. s. w.; 
wolclio Eigonsoliaft liabon dio Punoio 
p in Ilinsiclit ihror gogonscitigon 
l<agG, inul wolclio dio Strahlen s? 
wio oft gelion von dou lotzioren 3, 
und wio oft 6 (lurch oiuon Piiiict? 
u. s. w. (Giobt os z. B. 8 Kegel- 
schnitto, wo von jodor diivoli die 
Mittelpmioio S3, S3j and diirch 4 
Pnneto p golil? Gehoii iintor an- 
deron von don Stralilon s 8mal 6 
durcJi einen l^incl, uad liogon von 
cliosen 4 und 4 la oinor Goradon? 
II. s. w.) 


4) Dio don vorsiohondon (3) almliclieii Aiifgabon im Raiinio, wonn 
iiainlicli in zwoi fcsteii Goradon A, A^, odor in zwoi foston Ebcnoiiliusciioln 
By vior Jiarinonisolio Eloinonto gogobon siiul, 
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5) Dio doll vorslGhoudcii (3) alinUclicii Aufgabon, woiin in oitiom 
KegoLschnitt zwcimal vior liarmoiiischo Piincto^ odor zwoimal \iov luir- 
iifionisclie Tangcntoii gogobcn sind (§ 43, II). 

6) Iliorlior dio obigcu Aufgabon (§ 21, IV). 

7) Die don Yorylohenden (6) ontsprechoiidGn Aufgabcn im Stralil- 
biischol wonii nhmlicli droi prqjociivisclio cbojie Strahlbuschcl 93, 93,, 
SJg imd droi projectivincho Dbcnonbiiscliol A, A,, gogoboii siiul. 


8) Woiin droi iiiitor sich pm- 
jootivische Ooradc a, a,, a., im 
Haiuno belicbig liegoiu so be.stim- 
nicii JO dnd ontsprochondo Piinclo 
clorsolben oinoEbono ;^Yolcllo krummo 
J^^lacliG wird von alien dicsoii Ebcnon 
boriilirt? 

t)) Wenu vior uutor sieli pro- 
joclLviscJio Gorade im Haiimo ho- 
liobig Uogon, wio oil bollndon sich 
clanii vior oiitsprecliondo Piincto dor- 
solbon in oinor Ubono? 


8) ^Vonn di’oi untor sich pro- 
jcclivisohc Ebenonbiischol A, A, , 
Ay im llaiimo liollcbig licgoii, so 
schneidon sich jo drci cntsprccliendc 
Elieaon dor sol bon in ciiieni PuiKii; 
in wclclior knunmou Linio liegen 
alio dieso Ihincto? 

9) ^Venn vior iiater sich pro- 
joctivischo KbotiGnlmschol im Kan mo 
belicbig liogoii, mo oft treffon sich 
danu vior ontsproGhondc Ebenoii 
dorsolbcn in oinom Punci? 


10) Zwoi beliobigo projeclivisclic Gerade a, a, in eiiior Ebono so 
XU Jcgon, dass sio oinon Krois orzougon (§ 40, I). 

11) Zwei beliobigo projeciivische obono Strahlbiischcl 33, 33, , odor 
xwoi beliobigo projoclivischc Ebeneubuschol A, A, im Stralilbusohel 3) 

zu logon, dass sio oineu goradon Kegel orzoiigGii. 

12) ZavoI beliobigo projoclivischc Gcrado a, a, odor zAvoi beliobigo 
p)rojectivischo Ebonenbilschol A, A^ im Kauino so zu logon, dass sio oni- 
wodor a) ein riindos oinfaclies Hyperboloid (dosson Slrahleu deii Slrahleii 
cinos goradon Kegels parallel sind (§ oJ,IV)), odor b) class sio das in 
(§ 63, tl, i) boschriobeno besonderc einfache Hyperboloid erzougom 

13) ZavoI boliebige projeotivische obono Stralilbnschol 33, 23, in oinor 
ISbone so zu logon, dass sio onlwcdor a) die dom Kreise am naclistcii 
kommondo Ellipse, odor b) die am meiston von dor gleiolisoitigon ab- 
Avoichondo Ilyporbel orzeugen (§ 40, II). 

14) Einon gogobonon Kogcl ZAVoiten Grades odor cin gogebcncs oin- 
fachos Hyperboloid (mlttolst oinor Ebono) in eiuein Krcisc zu schiioideii; 
odor: Womi ZAVoi projoclivischo Ebenenbiischol A, A, in boliobigcr fcsicr 
Ivago gegobon sind, sio mittolsl oinor Ebene e so zu sclmoidoa, dass die 
dadurcli ontstohoiKlou oboueii Slrahlbuschel S3, 33, gloioli uiid glcichliGgond 
fTiind, und mitliin einon Kroi^s orzougon (§40,11); (dcsgleichcn Avonii in 
cinom Slrahlbiischol 2) irgcnd zAvoi projcotivisolio obonc Strahlbilschel p, 
Pj gogobon sind). 
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F)) ^Vonn iin Raumo vior boliobigo festo liboneii gcgnbon siud,, wol- 
gooinct>i.sohen Oi(o wcrdcn clann alio Govadon, dio vm, don««ll>on 
in cinem und derasolben gogebonon Doppolvovhiillniss gosdinitlmi wordon, 

angelitiron? . , i ■> »,i • 

Dieter Aiif.Tabc .sleht oinc andorc zurSoito; wolclios^ \\ a,s Iindot ins- 

hfsundem das gcgoboue DoppclvorldiUniss liunnonisch is(,? 

16) Drelien sicli zwgi belioblgo, doj* Grosso mum xiiivoriiud{M'licJic 
Winkel (ab), (a.b^) (Fig. 56) in eiiior Eboiio dorgosialL mu iliro foston 
Scheitelpuncte $' SB,, dio in oiuem gcgobcium KogcdHclinitto Uogon, duns 
dor Durchschiiittspmict fl zwoior iliror Solioukol a, (\^ dioson KogolsoliiiiLt 
dnrclilaiift, so boscbreibt jcdor der droi iilirigon Piinol.o b, c, b, in donoii 
sich ihrc Schenk ol paarweisc schnoidon, onion ICogolschnilL, Avolclior dnroli 
die zwoi festen Scheitel SB, 33, gclit. llioizii golidiL oiii GogonsaL^ii 
wcicher? 


17) Drebcu sich zwoi dor Grosso nacli gogobciio inaolioiiwinkol (c/p), 
(vjp,) iim ihre festen Kantcn A, A, dorgosUdt, dass dio DurchsohniLlsliiiio 
zwoier Seiten-Ebenoii a, (z, stots oino gogolMsiio Ibsto (Jorado 
tiifft, so boschreibt jede der droi tibrigen l)urcliH(5hniltsliniou (pp^), (ap,), 
(Pc^,), welche dio Seiton-Ebenen paarweiso bildon, oin oinfaolios IJyjiorboloTtI, 
welches duich die festen Kantcn A, A, goliL — lliorzii dor GogonHaP/i; 


wio heisst or? 

18) Weun die Grundlinio eines 
Dreiecks der Grosso und Lago iiacli 
gegeben ist, und wenii ontwedor 
a) die Siiinme, odor I)) dor Unicr- 
schied der an dersolbou liogoiidcn 
Winkel gegeben ist, so ist der Ort 
der SpitzG dos Droiocks: a) auf 
zwei glcichc Kroiso boschrankt, 
wolcliG die Grundlinio ziir geniein- 
schaftlichen Sclmo liabcn, odor b) 
auf zwoi gleiclio gleichscitfgo Ily- 
perbeln, welche ebonfalls die Grund- 
linic ziu' gemeinschaftliclion Sohno 
haheii. 

19) Wenu eiii Kantouwinkol (ab) 
eines droikantigon Korporwiiikcls 
(a be) der Grosse und Lagc nacli 
gegeben, und wenn entwodor a) 
die Siinimc, odor b) dor Unler- 
schied der beideu daran liogondcii 
Flachenwinkcl gogeben ist, so ist 


18) Wonn dor Wiiikol an dor 
Spitzo oinos Droiocks dor Grbssu 
und l^ago naoh gogobon isL, und 
wonn ontwodor a) dio Muinnio, odor 
b) dor Untorschiod dor ihn oiti* 
scldiesHOiulon Moiten g(^goboa Iwl, ho 
boruhrt dio Grundlinio in alien ilu* 
ziikoinmomlon liiigon siols oino von 
vior Puraboln, W(d(dH) doin gogebo- 
non Winlvol (und dosson Nolam- iind 
Sohoiiolwinkol) <dngoH(jliriobon siiid, 
und woven 2 und 2 (din in dou 
Bchoiiolwinkolu liogon) glolcli .sind, 

19) Wonn oin Flachonwinkol («p) 
oinos droilliichigon Kdrporwiulads 
(apY) dor Gnisso und Lugo naoli 
gogobon, und wonn oidwodor a) dio 
Summo od(U’ b) <lor IJidorschiod dui 
boidon daran liogtuidon Kanlonwiii- 
kol gogo))oii ist, so beriihrt dio dritto 
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tier Ort der dritten Kanlo o auf 
vier IjGslimmio (imd besondoro) 
Kegel flaolion zweiten Grades bo- 
^vckdio dom gogebciion 
Kaiitenwiiikcl (ah) umso]iriGl)cn, uiid 
wovoii iiwei und /iwoi ciiuiudor glcicdi 
wliicl- 


SoitentUichc in alien ilir^Kukom- 
mondeu Ijugcu slets oine von vier 
bcstinimten Kegolflachon /iWeiten 
Orades, wolcho dom gogebeacn 
Flachoiiwiiikcl cingosclirlebon j uiid 
woven /wei und zwei gleich s\iul 


Oder: 


die Grnndlinie einos splui- 
risclieii Drciocks dor Grosso und 
nacli gogoben, und wenii eni- 
WGcler a) die Summo, odor l>) der 
UinterscluGcl dor darau liegondon 
'Wiiilccl gegeben ist, so ist rlor 
Ort dor Hpitze dcs Dreiocks auf vier 
befjtiinmtG sphiirisohe Kegolschnitle 
bofecl\ranki, wolcho jone Grundlinie 
YAiv g-omoinsohaftlichon Solnio luibon, 
und wovon zwoi und zwei oiiuindor 
gloicli sind. 


Wonn zwoi Seiton eiiies spliari- 
schcu Groiecks in zwei gogobcuen 
Iluiiptkroison liogonsollen, und w^eun 
entwodcr a) ihre Summe, odor b) 
ihr Untorschiod gegeben ist, so bo» 
riihrt die dritte Seito in alien ihr 
mogliclierwoise /Aikommeiidcn La- 
gen stets cinon von vier bcsthnmton 
spliarisehon ICegelsohnitton, wolche 
jeiio Hauptla’eise boriihren, iind wo- 
vou zwei und zwoi oiuaiidor gleich 
sind. 


20) Bowegon sicli zwoi Ebcnen a, a,j die sich urn zwei feste Oerade 

A, drelien, dorgesUlt, dass entwedor a) die Summo, oder b) der 

Unlorticlucd der Winkol, wolcho sie mit einor foston dritten Ebeiie e, die 
Joixen boidoii Ooradon parallel ‘ ist, bilden, constant bloibt, so boaclircibt 
iJiro Diircliscliniitslinie (aa,) oin oinlachos Hyperboloid, wolclios duroh die 
rojiteii Goradon A, A, gold. — Wio lauLot dor liiorzu gehorige Satz? 

21) Bewegon sich zwoi Eboiion die sich uin zwei festo Oerade 

A, flrolicn, dorgcsialt, dass sio siets irgond zwoi ziigoordnetcu Duroh- 

mossorn oinos gegobonen Icston Kogolsclinittes parallel sind, so bescliroibt 
ilu'o XluvchschniUsliiiio (aa^) ehi oinlachos Hyperboloid (vergl, §53, 11,2). 
Lic5goii clio Goraden A, A^ in einor Ebene, so tritt an die Stelle des 
Hypo rboloids cine KogeKliicho zweilon Grades. 


22) Wenn ein Kaiitonwinkel 
oine s dreikantigeu Korperwinkols 
dor Ordsso und Lago nacli, und 
went! der iliin gcgeniibcrlicgondo 
Flaclionwinkel dor Grosso nacli go- 
{^cboii ist, in wolcher KogoKlachc 
bcfiiidct sich daiin dio Kante dcs 
lot»tovou boi allon ihroii vorscliio- 
(loiioii Lagcn? 


22) Wonn oin Elaolienwinkol 
oiues dreiflachigen Korporwiiikels 
dor Grd.ssc und Lago nach, und 
wemi dor ilun gogeiiiiber ILogoiido 
Kaiitonwinkel der Orosse nacli ge- 
golien ist, wolcho Kogeldiichc bo- 
riihri dann die Eboiic des lolztoron 
in alien ihren vorschiedenon Lagen? 
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J)io^c Aiifgiibon fiinci Becliirfniss in dor Storeometrio. ^Vmn aucli clio 
genannteu ICogelflaohcn voni vierton Grade sind, so .sind sio violleicht von 
soldier besondoren Ari^ dass sio deshalb dodi bequom boi versohiedenon 
(’oiistruclionoii aiigewandt worden kdiinen. Wio lauten die den vorstohon- 
den cntspreclionden spharischoii Aufgabon? (§ 34 iind § 48.) 

23) AVenii oiii dev Gvossc iiadi 23) ^Wiin oiii der Grosso iiach 
luivorandcvlidier Wiiikel (aa,) sidi nnvGrandorlicliorB]iiclioinviiilcel(fl«j) 

so iim soinoii festen 8choitol drolit, sidi dorgostalt bewogt, class sciiio 

class seine Sdieiikcl a, stots irgend Soiiennadicii stols duroli irgond 

7.wei festc Gerado A, Aj im liaumc zwoi fosio Oorado a, a, iin Kaiimc 

sehnoidoii, ^velclio krinnme Fliiclio gohon, welclio krnininc Flaclio wire! 

wil’d claim von der dnrdi die DiircJi- dann von sciiior Kanio (ctaj he- 

sdmittspuncie goiicnclen Geradon lie- sdiricbon? 

sdiriebon? 

24) Bcfinden sich zwoi projeetivisdio Gobilde, nine Gorade A imd cin 
obeuor Stralilbiisehol 23, in bcliobiger scliiofer J^ago in oiiior Ebenc, niul 
man Jiielit diirch jeden Piiiict dor Geradon einon Strahl, weddun- oiiLwodor 
a) dem (dein jodosmaligeii Bund) ontsprodioridcii Straiil dos Slralilbiisdiels 
parallel ist, odor b) woldior yai iluu reditwinklig ist, so boriiliron alle 
soldio Stralden oine bostimmte Parallel^ wolclio aiidi von dor gogebonon 
Geradon A Iioriibri wird. 

25) Bdinden sidi dinselbeii Goliildo A, 33 (24) in bcliobiger sohiofor 
faigc im Raiime^ mid ziebt man diirdi die PnnoLo in A Htralilon, welclio 
den onisprediondon Siraliloii in S3 parallel sind, so Jiogon diosdbon in 
einein liyperbolisdieii ParalioIoiVl (§ 52); iincl fallL man aus don Puncion 
ill A sonkrcdite Ebonoii auf dio ilineii oiithprodiondon SLrulilon in S3, ho 
boriiliron alio diescEbonon einon bostiminien parabolisohon Cylinder (§40, HI). 

26) Relinden sich zwoi projeetivisdio Gcbildo, oine Gorade A und oin 
Ebencnbiisdic‘1 a, in scliiofer Eugo, und fiillt man aus don Piincton in A 
Lotho auf clio ilmeii cnlsprodiondon Ebonon in a, so liegon alio diose Lotlio 
ill oiiiein liypin’bolisdioii Paraboloid. — Was fiadoL slatt, woini man diirch 
dio Punctc in A Ebonon logt, dio don eiitsprodiondon Ebonon in a pa- 
rallel sind? 

27) Liegon zwei projeciivisclie obeno Slrahlbil.sdiol 93, 33, boliobig im 
Raume, und logt man cliirdi irgend einon gegobonon Punct.S) Ebonon, 
woven jodo irgend zwd oiitsprodiondcn iStrahlon dor Hiralilbiisobol parallel 
ist, so iimhiillen sie oiiio Ivogeldadio 2) zwoitoii Grades; odor logt man 
durcli 3) solclic Gorade, woven jodo zii irgend zwei Gntsprodumdon Htraliloii 
dor Stralilbilsdiol dor Riditung nndi roditwinklig ist, so liogon sio ia oilier 
Kegelfliidio zweiton Grades, 

28) Sind ini Raumo irgend zwei Gorade A, A, und irgond oin Eboneii- 
biiscliol a in fester Lage gogobou, imd cine andoro Gorado g bowegt sich 
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liings jcneii boidon so, dass sio stets zu irgond oiner Rbono dos Ebencii- 
biischols scnlcrcclit ist, so bescliroibt sio ciii gloicliscitiges hyporbolischos 
Paraboloid (§ 52, II). 

29) Ist irgcnd oiii Kogcl ZM’eitcn Grades iind siiul irgond zwoi Gorado 
A, A^, dio <auf zwoi belicbigcii Boriihriiiigscboiien dossolboii senkrecht stelioii, 
gegobon, iind cine drlUe Gorado a bewogt sick so, dass sie stets Joiic zwoi 
Geraden schnoidot uiid l)estandig zu irgond Ginor 13oviiluningsobenc dos 
Kogcls reclitwinklig ist, so bcschreibt sic cin oinfaclies Hyperboloid. 

130) Alio Ebciioii, wololio (lurch irgond ciiicii Ibstoa Piinct 3) gclioii 
und cin gogobcinos oinfaohes Hyperboloid in gloicdisoitigoii llypcrbelu sclmei- 
den, berulirGii oiiion Kogcl 2) zwcitcii Grades*’). — Heim liyperbolischen 
Paraboloid isi dicser Saiz irnnn?!’ indglicli (§ 52 und § 53, 4, links). 

31) Allc Eb(nioii die durcli irgond oinen gegobeneii Punct gckeii und 
irgcnd oiuc gcgcbcnc Fliiclio- zweileu Grades in iihnUchcii Ciiryoii scliiieidon, 
umliiillon was fiir oino Kcgolllaclio? 

32) „Boini oinfaclien Hyperboloid liogen allc Norjnal(3ii liiiigs irgond 
chics Str allies dcsselbcn in Giuein gleichsoitigcn liypcrbolisohcn Paraboloid.” 
— Hicsor bokanutc Sai.z liissl sich leiohL durch projeotivischo Eigcnscliafteii 
bowolson (§ 52 und § 53). 

33) Bei jedcr Eliiche zweitGii Grades sind die Normalcii kings irgond 
cinoH obonen Solniittos dcrselbon jcdosmal don Strahlcn irgcnd eiuos Kegels 
zweiten Grades parallel. 

34) Wio vielii Normalen sind iin AllgcmoinGii von oincm beliobigou 
Piiucte ans auf irgcnd oino gogebeno Fliiclio zweiten Grades mdglich, und 
wclclic Boziobnng liabon sio untcr sick? 

35) Im Allgomcinen stoht auf jedem Durchmessor oincr Fliiclio zwoiton 
(irados olu bestimmter, ihm zugeordnoler, andoror Burckinesscr st^nkreokt, 
Allc Hurchinesser, wclcko zu solcken aiiilcreu, die in irgcnd oilier Hurcli- 
messer-Ebeno e (d. i. oino Ebone, die durck don Mittolpuuct dor Fliioho 
goht) liegGii, zugeordnot und reclitwinklig siud, bofiiidcu sick in oiner 
Kcgolflacko zweiten Grades, welche clurcli den jeiier Ebeiic e zugoorcliietcn 
und durcli den auf ihr senkrecht stGlicndcii Biirclunossor dor Fliichc gold. 

36) AHg Burclimesser-Ebeiien oiner Fliiclio zweiten Grades, die zu 
solcheu Burclimcssorii zugeordnot sind, welche in irgcnd oiner Keg(?liliiclie 
zwgUoii Grades liogen, berukreii eiue audoro Kcgelflache dessclbca Grades; 
und aucli iimgckeiirt. 

37) [n jeder Durckiiiessor-Ebene oiner Pluclie zwGiicn Grades liegou 
im Allgoineinon zwoi zugeordiicte, zu ciiiaiuKr rccktwiixkligo Durcliinessor; 

Alio Eboncii, welch o (lurch iigoiul ciiioii gegobeneii Punct 5D gohoii nud irgond 
cine gogebono Pliiclio zwoitou Grades in Parabohi schiicicleu, nnihiiHon oiiion Kcgol 
zwoiton Grades, wolcher doin Asymptoten-ICegcI jener Fluche gleich und init ilim pu- 
rallol ist, ^ 
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wclche-5 ist dor Ort der lolztoron bei einoin DurclinK'ssor-EboiuinbiisclKG A 
(d. li. b«i finer Schaar Eljoneii, die iliu'ch oiiien l)iiirlimos.s(‘r A cIcm’ 
Fliicho gelieii)? 

1 < 

38) Wenn lin Haiimo irgcnd zwoi Ocrado A, A, uml irpond {‘jjio 
ehoiie Curve ii“" Grades C gegoboii sind, iiud os bewogl sioli fine d]-tt((" 
Gerade a so, dass sic stets jene drei fosten Klciticnle A, A,, C solmojikd, 
so bcsclircibt sic oino Fliiolio a'Oih 2n'''' Grailo, wolelie Jedtieli von iJti- 
zahligoii Ebcnen a, p, y, • • • i>i Ciirvcii vom u*'" Goradc' gescliiiil.lnn ^vo^’- 
den kann. iind zwar Widen alle solcho Eboiien oiiieii l)osl,iniinl.en Klioiioii- 
hiischel. — Es giebt oinon andoren Satz, Avelolicr diosoin ziir.Mdile slelit; 
wie iautet or? 

39) Beiikt man sicli um oin gogol)eiies Dreiock eino Scliaar (d, i. 
allcmoglichcn) ahuIicherKogcLsehnitto von irgeiid (dnor bosl.iniiiileii (inllung 
bescUricbeu, so werden diesolbon alloinal von irgcnd einor bosliiiiinloti 
Clurve vierton Grades C ninhiilll (beriihrl,), welchc die drei (i](ilc])uiU!lo dns 
Dreiecks J.', 1), g zu slngularen Puncten hal.. Dorjenigo I’unel,, in woi- 
cliem jeder KegelsclinitL von dor Curve (J bortibrl, wird, iind dorjenigo 
Punct, in wolchom or den dem Droioolf iiinseltrielxmon ivroi.s K znni 
vicrlcn 3Ial schneidet (aussor don Piinolen.r, ij, sind allenial I'liidiniiiolo 
einos und dcsselben Durohmessors des KogelscliniGes. Oer Kreis l\ wird 
in jedoin Punct von zwoi der gcnaimlon Kegelsclinillo gesehnillon, imd die 
zwei Puiiote, in wclchen dicso von dor Curve C bortibrl, werden, Jiegini 
allemal in otner gloiclrseitigcn Ilyperbel, die dent Droieck nm.sc.|iriob(in 
i.st; u. .s. w. In Ilinsichl dor Curve C linden folgendo wesenIJieiKt (irenz- 
fiillc statt: a) Gelit die Schaar Kogelschuitto in K ref so tilmr, so fallen 
sic alle in ciiien einzigen zimmnion, in wololion ebonl'alls die Curve <1 
iibergeht, und welcher der doin Droieck iimscliricbenc Kreis If ist,; 
b) verwandeln stcli die Kogolschnitte in Paralioln, so gebf, die Curve c' 
in eino uneiidlich enti'ornlo Gerade fiber; und e) sind die Kcgol- 
scluiittc gleichscitigo Ilyporboln, so roducirl sidi die Curve (3 nnf 
oinon Fund, niiralich aiif denjenigen, in wolchom sidi die drei lliihen 
des Dreiecks .scinioiden, d. Ji. „dureh diesoii Punct, gold, jede dtu- gonannlmi 
Hyperbela“, 

Welcho.s ist dor Ort dor Mittolpuncto , und wolcljos ist dor Ort dor 
Brcnnpuncto dor vorgeiiannton Schatir Kogolschuitlo? 

40) Logt man an je zwoi von drei Kreison a, p, y (IGg, 57), wohslio 
irgeud einom Drciseitxyz oingeschriebon sind, oino (viorto) gmnoinseJnifl- 
licho TangentoA, Aj, Aj, .so Widen die.so oin Droi.soit A AjA^, in woltiluw 
«ic I unzaLligc Dieioclvc aci^dj, so boscliroibcn lasson, rtuHs iliro Boitc’ii jojitj 
Arciso beruliron; logt man uiimlich aus oluoni bollobigon Puuot a In A 
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oiiie Taiigonto aa^ an Am Krois 7 , aiis dom dadurch bestiimnlon [Mnctc 
a, in Aj forner eiiio Tangoiito an don Kreis a, so horulivl. allcmal 
die Geradc aa^ den Krois p. — Jlan erliiili oinon iihiiliclion Satz, wenn 
mai^ nocli don vierieu Kreis 5, ^volcher dem gogobeueu Droisoit xy^ oiii- 
gftschricbou wortlon Icann, zu Iliilfe niminl. Beido Sat/c sind jcdoch niir 
bosoiidore Flillo des folgcndcn allgomeinon Satzos (rochts). 

41) Worden eiiiom gogebenen 4t) Werdoii oinom gogobonom 
Dioleck bcliebige n Kogcl- J)roiscii xyz bcliobigc 11 Kcgol- 

sclinitte umschrioben, untl boilick- sclinilte ohigescluiebcn iind Icgi 

siclitigt man die n Puncto S 3 , 33^, man an je zwei, nach dor Rciho 

S3^, in welch cn JO zwoi, nach unmiitoll)ar aiif cinander rolgondc 

der lieilio ninniltolbar auf eiiiandor Kogolsclmiitc cine (viortc) geinoin* 

folgende Kegclscimitto sich solmci" scliafiliche Tangent 0 A, Aj, 

den, so lasson sich iinzilhlige n-Ecke so lasseii sich imziihligo n-Ecko so 

so boschreiben, dass ilire Scitoii bcsclivciben, dass ihro Ecken nach 

nach dor Reihc duveh jono Piincle der Kcilio in jouon Tangonfccn Uc- 

golien, und dass ihro Eckon nach gen, iiiul dass ilire Soilon nacli dor 

der Ordnimg in jenen Kogolsohnittcn Ordinmg jeiio Kogolschnitto ho- 

Uogen, . riihron, 

AVoforu man eino odor zwoi Gorado als Kogolschnitt bolraclUoi, so 
sind in dieson Siitzon, nntur andcron, aucli die oliigen Siit-zo (§ 23, FI iind 
ITI) und (§ 42, 1) als l>csondorc Eiillo enthalioii. Ausserdom onlstolieii 
auoli inorlaviirdige besondoro h^iille, wenu angcnoniinon wird, von don ge- 
gobciiGii Elomonton y, l), j und x, y, z soilon oinige imaginiii' odoi' lin- 
en dlicli entfornt seiii. 

42) Wonn in oiner Ebone ein boliobiges 11 -Seit und alio Ecken oiiics 
n-Ecks, bis auf zwoi, gogebon sind, so soilon dicso zwoi unLor dor Bodiii- 
gung gofimdou worden, class >sodann unondlicli violo n-Ecke mdglich sind, 
wolcho zugleich jenom n-Soii oingeschricben uiid jenom n-Eck uinschriobon 
sind. (Dor Ort dor .zwoi gcsiichten Eckpimcie isl auf zwei liosiimmto 
G Grade boscbriinkl, welolio diircli dicselbon pvojooliviscli gothoiU worden, 
lSo dass also die sio vorbindondo Seilc, in alien ihron moglich vorscliie- 
dc'non Lagcn, slots oinon bcstinimton Kcgolschuiit l)oru]ui.) — Wio hoissl 
(lie cUoser Aufgabe entgegenstohendo Aiifgabo? Beido Aufgabon linden 
aiich sLatL, wonn das gogobono n-Soit iiiid n-Jilck niclit in einor Ebono, 
sondorn im Raumo (§ 55 ) sich bofmdoii, wozu insbosondoro dio nach- 
crwahiito Aufgabe gohdrt. 

43) Ilierhor die Anfgabo imd der Satz in § 58, Nolo. 

44) Wonn in der Ebono oin boliebiges n-Eck gegeben isl, oin anclcres 
zu boschroibcii, wolohes jenom zugloich urn- und oingescliriobcn ist. — 
MopMus hat gezoigt, dass diose Aufgabe bciin Droiock mid Yiorock iioch 
niclit mdglich ist (Journ. f. Math oin.). Dio in §25 gogobono Auildsiing 
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muss (lies bestatigen, woiui man die boidcn Viereckc gJeich werclon luifl 
aiif eiiiaiiclor fallen liissl; man Avird danii fiiidon, class bci don auf oin- 
aiiclcr liogoncleii projoctivisclicn Goraclen A, A^ koine onlsprechoiKlcn riiiicto 
vci’cinigt sincl. Ebonso muss man fnidoix komien, ol) die vorgclogto Auf- 
gabe fur das Fiinfeck u. s. av. moglicli ist. 

45) Wciin iin Raumo irgoiul eiii ii-ElacIi (§ 55) und irgoiid oin ndick 
gogeben sind; 

Bill n-Eck (im Raiimc) zu he- Ein ii-Elach (im Raiime) m bo- 

sebreiben, Avclohcs dein n-Flach oin- schroiben, Avolehcs jonom li-Flach 

gescliriobon und jcnoin n-Eok uni- oingcschriolion und doin n-Et*k uni- 
sebrieben ist. schriobou ist. 

Odor; 

Wonn iin Raumc n beliobigo Ebencn und n bellebigc Piiiicto gegoljen 
sind^ oil! ii-Eok im Raumc (§ 55) so zu besclircii)onj dass soino Ecken 
nacb clcr Reilio in jojien Ebonon liogon, und seine Seittni naoli dor llcilie 
Jurch jeno Punote goben, — Dicso Aufgabo liisst im Allgemoijion Aviovicl 
Auflbsimgon zu (vergl. § 25 Note)? Criobl os I5ille, wo alio diese Auf- 
Idsungon zugleich moglicli siiid, odor verliiilt es sich damit so, dass, wiib- 
rend ein Tboil dersclbcn moglicli ist, die amlcron Jiiclit stattfiiulou ktiniion? 
JJassolbe kann boi § 25 und § 66, 4 gefj’agt ivcrden. 

46) Zwoimal drei ziigoordnolo 46) Zwoimal droi ziigoordncto 

barmoniscbePoloinBozug auf eiaen JIannonisclio in Boziig aiif cinen gc- 
gegebenon KegclscbiiiU (§ ‘^“1) He- gehenon Kogclsolinitt (§ 44) bontli- 

gon allomiil in irgond einom aiidcrn ren alloinal irgoad einon aiidorn Ko- 

Kogelscbnitt, , gclscbnitt. 

47) Habcn irgond droi Kegel- 47)* Ilaben irgond di'oi Kegel- 

sclmitto K, K,, in eiiicr Ebone sclmitto in oilier Eboiio 

zwei goincinscliaftlicho (rooJle odor zwoi gemoi ns cliaftliclio (roollo odor 
imaginarc) Punote v, so ist dor imaginlirc) Pangoiiton r, s, so be- 
Ort desjenigen PunoLos SP, dessoji riilirt jodc Gr;ulo g, deren droi bar- 

drei [farmonisebe in Bozaig aiif die- moiiiscbo Pole in Beziig auf dioscl- 

selbon (§ 44) sich in irgond oiiiein bon (§ 44) in irgond oiner aiidorn 

Punct schneiclen, so wio dor Ooraden g, liogon, so wic aucb clieso 

Orfc diesos Iclztoroii Piinclos, oin lotztore Gorado, stets oinoii und 

und derselbo bostiminto vicrlc Kc- don.sclbon bostiiniutoii vierton Ko- 

gelscbiiitt Kg, Avolcher mit jonon golsclinitt wolchcr niit jenon 

dreien die namlicben zwoi Puncto droicn dio namlichoii zwoi Tangon- 

gemein hat; iindfcrnor: dio Gerado ten gemein bat; mid fomor: dor 

gelit stets diu'cli oinon be- Punct (gg,) liogt stots auf oiuor bo- 

stinimtcn fcstoii Puiict £), ivelchor stimmton fosten Ooradon Q, wolclio 

clcr barmoiiischc Pol dor Goradon vj§ die Harmon isclio dcs DurcJisclmifcis- 

in Bezug auf den Anortou Kegel- punctes (rs) in Boziig auf cion vior- 
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schnitt K 3 Lst, unci in woldiciii sicli 
cliu clrei Sekanten, wolclie die drci 
gegebeneii KogeJschnitle, paanvekso 
genoinmeji, gomein liaboii (aiusser 
dor Bckanto v^), solmeiden; 11 . s w. 

48) Wenu in einer Ebene drci 
hetiobigo KegolsduritLe gcgol)Gn sind, 
welches ist dann dor Ort dosjonigoii 
IbincLcs dosscn diei Harmon iselio 
ill BovA\g auf die KogolschniUG «ich 
in irgond oincm anclcron Pmicto 
sdiiieiden? imcl wolclie (hirve wird 
von tier Goraden boriilirt? 


ton Kegclsdinitt ist, and in 
wclchor die tlroi j)urclisclniitispmicte 
der drei Paar Tangenion, wclclie die 
drei gegebenen Kcgolsclinitie, puar- 
woise genoimnon, geiuoin habon, 
liogen; u. s. w. 

48) Wenn in ciiier Ebono droi 
hcliebigo IvegcLschuilto gcgobcii sind, 
wolclie (hu’VG wil’d dann voii der- 
joiiigoii Gemdon g, dereii drei har- 
inonische Polo in Bexug auf die 
Kcgelsclinitte in irgeiul oinor amlcroii 
(xcradoii liegen, boriilirt ? imd 
wolcho.s ist dor Ort des Darch- 
sohiutlspimctos (gg,)? 


49) Wie steht es mil den vorstolicndon Siitzon (47) iiiid Auf- 
gaben (48) in don besondoroii Fiillen, wo siatt jodcs gegebonon iCogel- 
sclmittes /Avci Geradc (links) odor y.woi Puiicto (recliis) angonominen 
werdon ? 


50) Ilaben irgend vier gegobeno 
PHichon zwoiton Grades cinen (rc- 
ollen odor imaginaren) KegcLsclmiit 
K gemoin, so ist dor Ort dosjonigon 
Punctos % closson vior harmonisohe 
Ebonen in Bozug auf dicselben sich 
in irgond oinom andcren Ihinct 
schncldcn, so win dor Ort dos lolz- 
toron Piinctos, cine imd tlicsclbe 
bosliminie lunfte Flacho dossclboii 
Grades, Avelcho mil jonon vioron den 
luiinlichen Kegolsolinitt K gomein 
hal; uiid fornor: dio Gorade 
goht slots (lurch oiiien licstimmten 
fcstoii Pallet £), wolclier der liar- 
monisclio J^l dor Ebono K In Bo- 
ziig auf die fimflo Flacho ist, iind 
durcli welchon die Ebonon dor soclis 
Kcgolsciinittc goheii , wolclie die 
vicr g(igobeiion Flachcii , paar- 
woiso goiioinmon, gomein haben; 
u, s, w. 

StQ i i\oi 'h Werke I 


50) Ilaben irgend vior gegobono 
t*'lachon zwoiton Grades eimm go- 
nioinschalXlichcti Horiihrmigskegel AV, 
so bcrulirt jedo solohe Eb(me s, 
derc'u vior hannonischo Polo in 
Bezug auf jenc Flaclion in irgend 
oilier andcren Tiliciie e, liegon, 
wie auch dioso lotztere Ebono, stets 
cine unci diosclbe ijosiimmto fanltc 
IGiicho d(5sselbon Grades, w^clclio 
mit jonon vieren den nlini lichen 
Beriihningskogel Al gemoin hat; luul 
foriiort die Gorade (es,) liegt slots 
in einer licsliiiiniton festeii Ebono 
z, wolcho die harmonischo Ebono 
lies Puiiotes AC in Bozug auf dio 
funllo Flitche ist, uiid in wololior 
(lie Miitolpiinclc dt 2 Y scclis iieruh- 
riingskogol liogen , m'oIcIio die 
vior gegebonon Fliiclioii , paar- 
woiso geiiommon, gomein habon; 
11. s. w. 
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51) Wonn vier beliebige Flachcii bl) IVoim vior boliobigo I'’liiolu>n 

zweiten Owulcs gegeben sind, wol- '/woitcii fJradoH gogobon siiid, wiil- 
clies i.st (lann der Ort desjciiigen chc krumino Fliiclio M'ird daini von 

Piinctes'P, dessen vier hamonische dcrjonigon Ebono e boriilirl, do mi 
Ebeneii in Beziig anf dicselben sioh vior liarmoni.seho I^lo in Boziig tiiif 
ill irgoiid eineni andcren Pimcl i|i, diosolhcu in irgoiul oiiior iindoroii 
sclmeideii? imd Welches isl der Ort Jibonc e, liogoii? nnd wolohe.s isl 

der Oeradcii (ijj®,)?*) do’’ . OurohnohiilLlsJitiio 

(ee,)?*) 

52) Habeii irgend zwoi Kegel- 52) JIabeii irgoud Kwoi Kognl- 

scluiitte vier gomeinschaftliche schnitto vier goineiiisclmCtliclu) 'riin- 

Puncte, uiid gehen von den achl genlon, and liogen von den iiidiL 

Taiigcnten, vou welchen sic in den- Piinclen, in wolelioii .sio veil den- 

Dtdben beriilirt werden, drci diircli selben boriihrt \Verden, drei in ir- 

irgcnd eiiien Punct, so golit allomal goiid oilier Geradoii, so liogl alle- 

nocli cine vierto Tangenlo duroh mal noch oin viorter I'liiiol, in der- 

deiiselben Piuicl, und es gehen ids- selben (leradeii, und os liogen ais- 

daim aiich die vier librigen Tan- dann aueh die vior iitirigcii Pun ole 

genten durch irgend einen und don- in irgend einor uiid dorsolben (ie- 

solbon Punct. radon. 

Solche Bozichinig, wie hior die zwei Kogolsclinitte, liat bei den oliigon 
Siitzeii (47) der vierto Kogelschnitl zu jodeni der drei gegoboncn. 

53) Haben irgend zwei Pliiclien 53) llaben irgend zwoi l*’Jii(;lu>n 

zweiteu Grades zwei gemoiirsohaft- zwoilon (Iriidos zwei goinoinsohtill- 
liche Kegelschnittc, und haben von liclie lloriiliriingskegel , nnd liogen 

den vier Kegelfliichen, von welchen von don vier Kegelsolinidon, in wel- 

.sie in dciiselben boriihrt werden, chon .sio von donsellion boriilirl wer- 

zwoi oinen und denselben MiUel- don, zwei in eiiier und dor.selbeii 

punct, so liaben auch die zwoi Ebono, so liogen auch die z\v(d 

librigen Kegelflachen irgend oinen iibrigon Kogolsclinitte in irgend einef 

Punct zumgeraeiiischaftlichonMittol- und dor.solii()n Eliene. 

puiict. 

Solche Bezicluuig, wie hior die zwoi li’liicliou zwoilon Grados, luil bei 
den obigen Siitzen (60) die fiinfto Vliicho zu Jodor der vior gegeboneii. 

54) „Trgend 6 Puncto oinos be- 54) ..Irgeiid (> 'I’angonleii nines 

licbigon Kegolschnittes bosliminon boHelilgen KegelseiiniUes bestiiniiien 

60 euigosclu-iebeuo einfaoho Soohs- 60 iiinscliriohene oinfaoho Koclis.seilo 

Eigentlmmliclikoiton ftndon hoi diosoii Aiifgalioii, smvio lioi dim .satzeri 
(,JU> slatt, wonii fur jode aiigogobono Kluclio insbosondoro oino Kogolllaolio zwoilon (Irn- 
ue!> Oder zwoi Kbcnoji angenonution wordoii? 
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Gcke (§ 19); in jedcin dor letzteron (§ 19); injcdcm dor lotzterGii gchen 

liegeii dio drei Piincte, in welclien die drci Diagoiialen, ^velclie die ge- 

die gegenllbor liogendon Seiton sicli genuber stehenden Ecken verbinden, 

schneiden, meinerOeradcnCT(§42jI), durch cinen Puuct ^ (§42,1), so 

so daas also 60 soldier Geradon G dass also 60 soldier Pimcte ^ statt- 

stattfinden; von dioson GO Geradon findou; von diosen 60 Piinoten lie- 

gelien drei und drei durch irgend gen drci iind droi in irgoiid oincr 

cinen Piuict P, so dass 20 soldier Geradon ©, so dass 20 soldier Gc- 

Puuctc P ciiistehon; und von dicseii raden ® entstclieii; und von dioson 

20 Piinoten licgeii 15mal 4 in einer 20 Gcraden golicii 15 mal 4 duicli 

Goraden g, so dass jeder in drei oinen Punct p, so dass jede diircli 

solclion Geradon liegt/^ (WelclicBc- droi soldie Punctc golit.” (Wclche 

zioliung habeii dieso 16 Geradon g Bezieluing liaben dioso 15 Pimcte p 

Avoiter zu einandcr? wcilcr zii oinauder?) 

jjSind bci eincni iijul demsdbou KegolsclmiU die gegebciion seohs 
l^iiicLo (links) zugleidi die Borulivungspimcte dor gogeboiioii sechs Tan- 
goiiton (redils), so sind: 

die 60 Geradon G die lIarmonis(5]ioii dor 60 Piincto ^ (§ 44), 
die 20 Piiucic P die harmonisclien Polo dor 20 Goraden 
die 15 Geradon g die Ilarmonisclion dor 15 Pniiole p in Beziig aiif 
don Kegelsohnitt.^'^) 

55) Wenn boi dem vorhergehen- 55) 1Veim boi dom vorliorgcheii- 
don Satze (54) die 6 Puncto insbe- den Salze (54) die 6 'Pangeuten 

solid ere so angenoinmen word on, dass iiisbosondoro so angenoiiimen wor- 

sie^ paarwoise, in drci Geradon don, dass sio sich, paarweiso^ in drei 

liegeii, wclclio durcli irgend eiiieii Puiioton schneiden, wolclio in irgoiid 

und dcnsollien Punct gelion: wclclio einer und dcrselbon Gcraden liogoii: 

boHonclero Lago liabon iilstlaiin die wolclie besondere Lage haben als- 

(50 floradou G, die 20 Pimcte P, und daim die 60 Pimcte % die 20 Go- 

die 15 Goraden g? radon ®, und die 15 Puncto p? 

56) BosioliL, in llelraclit dor Satzo (54), dor gegebeno Kegelsclmiti 
links aus zwoi Goraden und rcchls aus zwoi Piinoten, so hat man feriior 
insbesondcro Iblgcndo Siitze (§23, Til): 

,,Wcnii in jeder von zwoi Go- „\Vonn in jodoiii von zwciStralil- 

radon A, A,, die in oincr Eboiio biischeln 23, S3j , die in einer Ebeno 

liegen, drci boliebige Puncto angc- liogcii, drei beliobigo Strahleii an- 

Boi cl or cjstoii Bckaimtmnchimg ilicsor SiUzo c/e t. XYIIT, 

Of. S. '22d (liosoi Aiisgabo) hatto sich in liotrolT dcr Goradon g uml dei Puncto oino 
Unrichligkoit oiiigcschHchen. - TTuIfsmittol, clinch wolclic die Siifzo sick bowoisen 
lassen, siiul im gogonwaitigon Tiioilo ontlialten (§42 uucl§4G). — Dio Silt zc (56) habo 
icb obondasolbst ziiorst bokaniit geinacht. 


29 ’^ 



452 


A It hang- 


i'A 

nommon wot’clon, so lasseii sicji cliu'cli goiiommen \\ ordcn, so sclinoiden sicli 

(liesc^ piuLL'wcise, 9 Gorado G legeii, dioso, paarwoisc, ia 9 Piiiictoii 

wclclic sicJi, piiarweisc, in JSPiuictoii diu'cli wclcho sicli, paarwoise, 18 (!(•- 

P schncidoa, wo von G mal 3 in eiiicr rado ® logon lasson, \vo\^on G inal 3 

Goraden g iiegoii, uiid von dioscn diircli oiaon Piinotp gcdion^ luid von 

0 (ieradeii g golicn 3 unci 3 duroh diosou G J\incteu p liogon 3 uuil 3 

einon Punct“ in cincr Goradond^ 

57) Weiin in Anschnng dor obigeu Siitzo (54): 

Von don angenoinincncn sochs Von dcni angonoinmcno!i sooh.s 

Piincton fCinf fcst blciben^ walivond Tangontcn laid' fosl l)loil)on, wiili- 

:ler seclisto don IvogolsGhnitt diircIi- rond clio soolistc sicli um dm Ko- 

laiift: wio bcwcgcn sich daiiii die gclsclinitt hcrumbowcgi: wio bowc- 

10 Goradon G, wic die 20 Piincto \\ gen sioh dann die GO Pinicto % wio 

.ind wio (lio 15 Gcraden g? die 20 (ioradoii mid wio dio i5 

Piiiictc p? 

58) Dio Siitze (54) beziohen sicli auf soclis gloicharKgo ElomeiUo 
oiues Kegolscliniltos , welolie oigoniluimliolicn fiatze findcn boi soebs iii|. 
gloiclinainigcn Elomenton slati, d. In, wonn 5, -I, 3, 2, I Piindn miii 
re.spectivo 1, 2, 3, 4, 5 Taiigonlon oinos Kogcdsclinitlos gegobon sind? 

59) Denkt man sicli im Uaumo irgoiid zwoi rochl.winklige Goordi^ 
Jiatonsystemo um oinen niid clGiisolbon AnJaiigspiincI , sn findef 

dos statt: 

Dio G Coordinaionaxon liogcii Dio (5 (k)or(linalen<d)oiuni hoviih- 

allemal in irgend oiucr Kogclltaclio ren allomal irgend eiiio Kogcll'lacli(^ 
zweiton Orados. zwoiton Grades. 

Diosor Satz isL oin l)esondoror Fall oiues iimlassonclerou Salzos. Audi 
kann cr auf entsprocliomlG Woise, wio dor obigo (5d), weLtcr aiisgudobul 
worden (§ 33 mid § 48). 

GO) Wenn irgend 9 Punnto cincr Idaclie /weiUm Gnidos gogobcii siiiiL 
beliebigc aiidero Piiiicte dorsclbon ((lurch (JoiislruciUon) zu linden; utiori 
jjWcicJio llGlaiiou liiidct zwisohen irgend 10 JhuKdoii oiner IGaclio zw^ltui 
Grades statt 

Die zweile Fragc ist boroits zwoimal von dor Diussclor iGcadojiiio 
als Proisaufgabe gogobon wordca, uber bciclomal, so viol icii weiss, olirn! 
Drfolg-. 

Gl) Wonn van dor DurcJiscluuUscurvc zwoior Idaclion zwoiien flrailo-* 
irgend achi Piinotc gcgebeii sind, beliebigc aiulcro Puucio chjrsclben (diiich 
Construciion) zn fiiidon, 

G2) Duroh acid belicbigo gogcbciic Puncto im Jiainno cine iCegeb 
llacho zwoitou Grades zu logon. — Liisst im AllgGincinon vior Aiif- 
Idsinigcn zu. 



Aiifeaben und Lehijaatze 


453 


m. 


GB) Welches ifit dor Ovl dor ’Miilolpuiiclo (Schoitel) allcr KogelflnGhoii 
icweifoii rJnulos, wololio diircli irgcnd G mler 7 gogobono Punctc im 
l?aiimo golion? 

G 4 ) AVonn ach 1 bolioliigo flcrado im Haiimo gcgeben sincl, oiiio Kogel- 
riiicho zwciion Tirados zii findon, wolcdio (liosol])Gii Ixmihrl. 

GG) Welches isl, der Ori dor JUtloIjiiincto (Wchcilcl) aller Kegellliiclioa 
zweiton Grades^ wolclie irgond G odor 7 gegcbciio Gorade im Rauino 
beriilircn? 

GG) AVolchos isi dor Ort allcr liboneiK wclchc irgcnd G odor 7 go- 
go bon o Gorado im Paumo so schnoidoib dass das rlnrcli die DurohscbiiiUs- 
pinicto bcstimmlc Sccliseck odor Siobeiiook irgcnd oinom Kegclsclinitt inn- 
schricbon ist? 

G 7 ) Dor Ori dor ]\[iilolpiiiiclo allor KogolfliicliGn yAVcilcii Grades, wolcho 
irgcnd oinom gcgeboncii 8 cclisook im Rainno (§ 55 ) oingeschrieben sind (d. h. 
dosson 8 oiien boriiliron), isi oiii oinfachos Ilyporlmloid, 

Diosor Sat'/i iiiul die vorhorgehoiuleu Aidgabon (GO bis ( 5 G) liabon ihro 
XiUgeordiioion; wic lauien sic? 

68 ) Welches isi dor Ort dos Aliitelpuiictos der geraden ICegclnaclic, 

a) welclie diircli irgend 4 odor 5 gegebono Punctc im Raiinio gold, odor 

b) welcho irgcnd 4 odor 5 gegebeno Gorado im Kaiunc lieriilul? 

f) 9 ) AVelclics isi der Ori dor Ebono dos Kreisos, a) ’wolclicr irgend 
4 odor 5 gogcbcuo Ebonon horiihrt, odor b) 'wclchcr irgond 4 odor 5 go- 
go beno Gorado im Raumo schneidot? 

70 ) Wolcho Eigonscliafton hat einc Soliaar iihuHchor )SpliaroTdo, wciclio 
(lurch irgond 4 odor 6 gog(ibcno Puncto im Raiiinc' golicii; a, lb von wcl- 
clior kriimmcn Fliicho wt^rden sio umhiillt (vorgl. 39 ), wolchos ist der Ori 
iliror Jliitolpuncio odor ihror Bromipuncle ? u. s, w, 

71 ) Wolcjhos ist dor Ort der Mittclpuncto aller cinfaclion llyporbc- 
IoTcIg, 'wolclic durch die Scilon oinos gcgcboiien Viorsoiis im Ilaumc (§ 55 ) 
gclien? 

72 ) >,Einc Kiigol m linden, wclclio irgcnd vior gogebeno Gcrade iin 
Raiimc bonihri.“ 

73 ) Einc Eliicho zweiton Grades zu linden, wolche irgend 9 gegobeno 
(foradc' im Haiuno beriilirt. (AVic violo Auflosnngou sind mdglich?) 

74 ) Dio Axon (d. i, die droi zu oinandor rccJilavinkllgen conjugirien 
Dui'chinesscr) cines gogoboiion scliiofon Kegels zwoiton Grtacles zii ruidcn. 

j* * 

75 ) Wcrilon »wcl bclicbigo Ebciieii e, e, miilcist ii^cncL oiiics Btralil- 
biiHchols 3 ) aufcinaiidor projicirt, ho class jcclom Piuict (lor oiueii cin bo- 
.slimnilor Pimot in dci- andoni cntsprichl, imd -werdon solbrt die Eboucii 
in bclicbigo andcrc (Hohlcfc) Lago gel)raolit, so outslclit die b’rage, wolohoin 
fioKotz sodann die Projcolionsstralilen , cl. li. die Gcnulon, wololio die out- 
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sprocheiiclon Puucto vcrbindcn, imtorworfcn seieii, odor woloho Icnimiiin 
Fla{ 3 ]ie von ihncn bcriihrfc wcrde? — Diese Aufgaho, nobsl doi" iiu- Kiigo- 
oi'dueten, werden dnrcli die Bctrachtungon dcs ziwcitou AbKclmil-lcs goiost 
werdcn. 

76) Wonn man Polyiider mir in Ilinsiclit dor Art odor (Juttuiig ilirnr 
Orenzlliichen von einander iinterschoidct, d. li., jc niiclulom dioso Droietdco, 
^'ierecko, Fiinfcclco, u. a. w. sind, so gicbt es bokanntlicli iiiir oiiion vicr- 
fliicliigeu, zwei fiinfflachigc , inid siobcii sccbsiljicbigo Xdrpc'r'''). jjAV'io 
viel vcrschiodono 7, 8, 9, ... n flachigo Korper .sind in dio.scr Jlinsiohl. 


uioglich?"’’’^) 

77) Woiin irgond ein convexos Polyodor gcgobon ist, lasst siub diuin 
iinmcr (odor in welchcn Fallen Jiiir) irgond ein ando]us, wolclics init iliiii 
in lliusioht dor Art luid dot Zu.suminon.sotKung dor (iron/.llaclion iiboi'oiii- 
.'.timmt (odev von gleichor Gattung ist), in odor uni oiuo Kugolllanlio, (uU'r 
in odor um irgond oinc andcro Fliioho zwciton Grades bescliroibtni (d. b. 
dass seine Eckon alio in dksor Fliicho licgen, odor seine Grotizlliichon alio 
dieso Fliicho bon'ihren)? 

78) „Fallt man aus don Eckon oiiics boliobigoii vierockigou Koi’jx'i's 
(droiseit. Pyramido) bolho auf die gogomibor liegeiidon Groiizllilohon. ho 
liogcn alio vior Lothe im Allgomeinou in oinom llyporboloicl , und x,\vnr 
gohoro]! sie zu ciner iind dersolbeu Schaar Stralden dessolbon, .st» dass os 
also Hiizaliligo Geradc giebt, wovoji jodo alio vior J/Otlio scliuoidnt (§ ,^>1), 
IVonn in.sbesondcrc zwei dor vior Lotho sich .sehnoiden, so stilmoidon sicli 
aiich die zwei iibrigen; und wenn insbcsondoro droi Lotho sich .schiioidoii, 
.so schnciden sich nothwendigenvoiso alio vior in oinom uiid doinsolboii 
Piuict.“ 

In den bosondcren Fallon gold ollenbar das llyporlioloVd in oiiiou (Iron/,- 
fall (in zwoi Ebenon, imd in cincn Kogel) iibor. Pei dor orston Uokanid- 
maclumg die.se, s Satzes (Journal f, JI a tljom, Bd. 11. S. i)?)-’""') biiinj icii 
(lie besomleren Falle uiirichtig aiigcgeboii. 

Es liiidot oin dom voi-stehonden ziigcordnoler Salz statt; wio lioiHst cr’-' 

7.1) „Haben irgend zwei viorlliiclnge Kiirpor (droisoitigo Pyranitdon) 
solche Lago da,ss die vior Lothe, wololic aus don Eckcn dos oinon in l.o- 
stmniiter Ordiiung auf die Grouzllachoii des aiuleron gofiillt M'Cifh'ii, iti 
n-goud eiuem Punot zmsammonfrolfcu, so gohon allomal auoh diojon go.i 
vior Lothe wolclio man in ontsprochondor Orilnung aus don ICckon dos 

oT,: - 


p Sioho System dei Geomotrio voii iScAwain^. 

n Of.'s.I 28 \li;so, ruillTlSo!’ orfalgl. 
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a) „Fallt man aiis cineiii bolicbigon Piinct E aiif die Orcnzdiichen 
iVBC, ABJ), A CD, BCD irgend cines gogebenon Tetracclori^ ABCD Lothc 
Ed, Eg, Eb, Ea, nimmi in cliescn Lollien vior belicbigo Pimcto d, c, b, a 
als Eckon oiiios zwoiLcn TctrawlcrM deb a an, nnd lallt aiif dosson Gronz- 
flachon deb, dca, dba, eba axis den Ecken A, B, C, D des orstcren 
liOtlic Ac, Be, Cc, Be, so trofFen diese oinaiider allomal in irgeiid oinem 
Piiiicte Und ferncr: 

b) jjNimxnt man in don vior erstoreii Lotlien almlichorwoisc vior 
anclorc Punete d,, Cj, bj, a, als Ecken eines dritten Telracdcrs an, so 
wil’d diesom in gleiclier IkziGlunig ein Ikinclc, cntspreolien ; und alsdann 
liegon die vicr Bnrclisclmittslinion p, Yj Q vior oiiiandcr ont- 
spreolicndon GronzHaebenpaarc dcs zwoitoii und dritten Tetraeders (d. i. 
die Durclischnittsliniou dor Ebonenpaare deb unci djCjbj, dca imd 
djO^aj, dba und djbja, , eba und c, bja,), allomal in irgeiid einer Ebene 
(apYB); und 

c) diose Ebene (ap^B) steht allomal auf dorjenigon Goradon oCj, 
wolcliG durcli joiie zwoi gonainiten Pune to o, e, gclit, sonkrocht/* 

Dioson Satz, nobst don zwei anulogen Satzeii in dor Ebeuo und auf 
dor Kiigollliiclio, bei welclieu niunlicli, stall wie liier Tetraedor, ahiiliclicr- 
woiso Dreiocko in Botraoht kommoii’^), babe ich schon an eiuoin audoren 
Oi’te 7A\ bowoisen vorgolegt (Journal f. Math cm. Bd. II. S. 287)*’^). Alio 
drei Siitze sincl iibrigons bosondore Fullo von otwaa allgomoinoren Sfitzon, 
wIg man zu seiner Zoii sohon wird. Audi habeu alio clroi Siilze ihre zu-* 
goordnoleii Siitzo; wie laulon diose? 

80) c^) „Sind in oinor Ebono irgond zwei oinandcr niclit sdiiioidoiido 
Kroiso gegebcneii, woven man sidi don einon ziiiiachst iiincrhalb 

clcR andoren liegcnd donken mag, und man bosdireibt iu clem zwischen 
boidon ICroison liogondon Raumo oine Roihe Kroiso m,, in^, m^, . . . 

so, class jedor jonc zwei und doii ilim unmittolbar vorangohondoii boriihrt, 
so finclet oinor von rolgenclon zwoi Fallon statt: onlwedor a) dio Roihe 
vorlangori sicli ins TJnencllicho und ist mcommoiisurabol, odor b) sio kehvt 
in .sich solbst /Airiidc und ist commcnsurabcl, d. h. naclulom sie in jonem 
ZAvischonraiim irgencl oiiio Anzahl u TJmlaufo znriickgolcgt liat, gclangt man 
zu eineni Kreise m,i, wolchcr don orsten m, beriilirt, dioson also zu 
seinom Nadifolgondon hat, so dass hior die Reiho sioh schliosst.“ 

p) „Von cliescn zwei Fallen finclet immor dor namlicho und zwar 
auf cinerlei Woise statt, man mag den orsten Krois m^ axmohmon, wo 
man will, so dass also das Vorliandensein dos oiiion odor andoicn Fallcs 
Jcdiglich von der Grosso und Lago dor zwei fostou Kroiso M,, Mg ab- 
hiingt.*^ 

Auch finclot ein analogor Satz im Strahlbiiscliol statt, 

Ob S. 157 (liesov Ansgabo, Lohrsatz 1—3, 
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Anhdiig. 




y) „Bezcichuot man die Radien dor Kroiso M,, cluroli R.,, uiid 
den Akstand ilucr Miltclpiincto von oinandcr ilurch A, so liai innii (lir 
den Fall, wo die ((onaiinlo ICreisreiho aiif clio aiifteffolicno AvI. eninm(*ii- 
siuabel isl, Iblgcndc oinfacho Bcdingungsglcioliung: 

(R, 4zRj)“rp4 K., R„ tang'' w = A % 

woraiih jodo dor funf Grbssen R, , A, u, ii golunrlen wird, womi die 
vier librigen gegobon sind. liiogon dio Kreiso l\r,, Rlj in oinaiulnr, so hul 
man die oberon, und liegen sie ausser einandor <lie iiiitesron Vniy(i.i(*lii5n 
zii iiehmen." 

81) „Hoi Kreisen auf dor KngoHIfichc (so win aiidi l)oi goimdeii Kc- 
goln ini iStrahlbiiscliel) linden analogo OinsUindo sUtt, win im vorHlelKni- 
den Satze boi Kroisen in dor Ebonc, iiiid zwar hat man dio llodingiitigh- 
gloicluing; 


eo.s(R,qpRj)d_ 2 KinR,.sinR 2 tang" ^ IT = oosA.“ 


82) „Es soioii M, , M, irgeud zwoi Xugoln, woven, ziiin loicddorrnj 
Vcrsta’ndniss, dio cine Jl, innorhalb dor aiidoroii goflaoUt woi-don noil, und 
fernor sei eino belicbige solche Kngcl, weloho iin ZwiHolionriium zwiaidioii 
jenon zwoi Kugolllaclien liogt imd sie bcriilirt." 

„Wird eino Roiho Kngoln m„ m„ in,, ... so bosoliriolxm, dans ,jodo 
die drei Kugein JI,, Jf, boriilirt und dass sio oiiiandor dor Onlimiig 
nacli beriiliron, so ist sie entwedcr eommen.siu'abol, odor iiiclil, d. b. ont- 
weder a) gelangt man, naehdein dio Roilie u Uinl/iuld urn dio Kngol iM 
pmacht hat, zu oiiicr n'™ Kugel m,„ wolcho wiodoruiii dio onsto 

leriihrt, odor b) dies tritt nio oin, wenn auch dio lioiho ufionilliidi Ibi-t- 
gesetzt wird.“ 


„Aiif dieso zwoi Umaliindo hat woclcr dor Ort, wo dici Kiigo! ]\1„ im- 
gonoinmen, noch die Lage, die dor oraten Kugol in, dor Rollu! nngowLsoii 
wil’d, Einlliiss, d. h. e.s lindet immer dorselbo auC dio-sollm lVois<^ 

.s alt. e.s iiiogen die Kugein M.„ m, luitor don vorgoiiannLoi. nodiiigmiLron 

Lm to feta „,ci K„j,|„ M,, M. (ibo,- ,1a. ,,o„ „ 

Oder anderen Falles cntsclioidct.« 

Fall (ajr «« Air don coinino,i.snraboIn 


(R, d_RJ’'_|_ 16 R|R^sin'' — TC = A". 


Eie unteren Zeichen gelton fiir den Fall, 
ausser einander liegen. 


wo die fo-sloji 


Kngoln ]M,, 





GO. 


All f [fallen und Lolu'^^at^e 
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83) „Nach Aiigabo dah lei.zlcti Baizes (H3) lioriihren dio droi Kiigeln 

My, M3 oiiianclor dor Roiho nacli, und jede von ilineii bcruhi'L dio 
Rcihc Kiigoln in,, m^, . , Gs wchliossen sicli daran lolgondG woiloro 
EigenscharLGn.“ 

a) „l)io di’oi FCtigoln M, , M,, M, sine! (rlicdor oilier XAvciten Kugol- 
reiJio JM,, M,, M,, ... wnvon jede alio luigoln jener erHlcii Reihe und 
zugleicli dio ilir iininiilelhar vorhergehendo boriilirt.^ 

b) „Dic Mittclpunclo jeder luigcli*oiho, filr sicli gonommen, liogon in 
eincm KegeLschnilto; die Kbonon dor zwei IvegolscimiUo >siiui zu einander 
sonkiechl, und dio llaiiplsclioilo] cinos jedon sind zu'glcicli die Erenii- 
pmiote dos anderen, su dass'also onUvedor a) boide Kogel.sclmitto (gleicho) 
Raralioln, odor p) dor oino Ellipse mul dor andorc llypcrbol ist.“ 

c) „Bcidc Kugolroibcn Iiiingen so von cinaiulor aii, class sio zu- 
glcicli commousurabol, und zuglcicb in comm oils urabel sind; 

d) und zwar riiidot fiir don commonsurabeln Fall das Iblgoiule nicrk- 
Aviirclige Gosotz atatt, class allomul 

u IJ _ » 

ist, wolioi namlich U die Zahl dor TJniliLnfo und N dio Zahl dor Gliodor 
(lor zAvoiton Kugolroiho bezoiclmcl ( 82 ).*^ 

J)]G Satzo 80, 81 und 82 liabo i(di sclion in don AnneUf^s de Mathdm, 
tom. XVirr'*’) und den Batz 83 im Journal I’iir MalhcMuaiik Eel. II, 
B. 192 '■*) zum BoAvoison vorgelogt Im niimlicliGn Bando des Journals liabo 
ioh (S. 290, Lehrs. 59, 60 und 61) ’'‘0 cinige bcsoiidero Falle dcs Satzes 82, 
so Avio (S. 96) f) oino Aulgabe, Avelclio don Saiz 80 zuiri Ziek liattc, auf- 
gostollt. til Folge dieser bosondcron ]''allo und dieser Aulgabe hat Clamen 
im 6. imd 7. Bando dcs Journals dio Baize 80 und 81 unalytiscli bo- 
AviosGii, olmo (lass cr von Jonon Biiizeu in den Annalen ICeiuitniss go- 
lialit zu habon schoint; aucli sind seine Aiisdriicko der Form nacli von 
deu iTiGinigcn vorscliledon. Ein Tlicil des *SaizGs 80, iiainliuli (p), ist schon 
im ersLon Baiulc (B. 256) dcs gonannton Journals *}*•{*) von mir bcAvioRGii, Bel 
spaloroii EntAvi(;kelungGn Avird sioh Gelegenliolt darbieion, allc vier Biitze 
so elemenlar uls moglich zu bcAvoiscn. — Es onlstohen vcrschicdone in- 
toressautc Fallo, Avonn man statt der oiiion fcstoii Kugcl (in 82 nnd 83) 
cino Ebono, odor statt dos oinen feston Ereisos (in 80 odor 81) eiuc Goradc 
odor oinon Ilauptlcrcis aniiimmt. 

**’) Cf. S. 226 ctiosor Ausgube. 

Of. S. 135 diosor Aiisgabo, Lohraalz 11.. 

IgQ dieser Aiisgabo, Lohrsalz 6—8. 

) Cf. S. 127 dio.sor Aiisgabe, Lolnvsatz 4. 
ft) Cf, S. 43 (licsor Aiisgabc. 



Anhaiig. 






84) Woiin boim lotzteii Satze (83) clio Kiigolroihon coinmon?iunibof 
sincl, hO finclct in jedor fiir je zwoi Kiigoln, dio als fcst angujiominoii 
weuleu, unci zwischoii doiieii nacJi der Roiho nur eino andoro Kugcl 
liogt, wie z. B. fiir in der zweiloii lioilic, dio obign Bodingiings- 

gloiclmng (82) statt. Es kann gefragt Avordcn: ob aiich fiir Kiigoln, zwisolion 
doneii zwei, oiler irgcnd cine Anzahl x, Kiigcln licgon, in gloicliom 8i]mo 
cine Bodingungsgleicliung siattfinde? mid welcho e« soi? 


A n m 0 r k u n g. 

85) Vielo von dcii vonstohondon Aufgabou iind Kiilzoii lasHOii hwU 
niittelst der obigen Correlations-Hysteme (§ 59), so wio aiicli zufolgo dor 
Anmerkiiugen (§ 33, § 34 imd § 48) auf vcrscliiodono Woiso iiimvaiidoln, 
Welche siiid es? unci wio lautcn die nouon Aufgabou iiiul Siifczo? 


E n ( 1 0 d 0 s 0 r s 1 0 n T li o i I o 
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Dies Weik i.st hw J. 1833 (zu Berlin boi Fonlinand Dmtimler) or.scluoncn. 



Einleitende Uebersicht, 


§ 1 . 

Die Cleomotrio im engevcn Siiine bodaif zu ilireii Constnictioneii s^wcier 
lustruineiiiG, des Zirkels uml dcs Lineals. Ein italioiiischor Matliematikorj 
^lasclieroniy liat aiif cine scliarfsinnigo Weise gezoigt'**), (lass alle gcome- 
Lrisoheu Aulgabou mittelst des Zirkels allciii gclosi -worclcn konnon. Aii- 
dorcrseits habcii in der nouesten Zeit ciiiige fraiizosisclic llailicmatikcr aiif 
zalih'eiche Aufgabou anfmeuksam goinaclii, doron Losung mir die Iliille 
dos Lineals, oder das Ziehen gerador Liaioii zwischon gogobeiicn Puucton, 
orfordort, Ja es liaben Einigo sogar sclion die Vermurtuuig aiisgesproclion, 
class miltelsl des Lineals alio Coustructionen aiisfiilirbar seioii, sobald in 
der Ebene irgond ein fester Iliilfskrcis gegobcu ist. Die vorliogonde kleiiio 
Sell rift hat zum Zweok, diese Vormuthung zu bosUiligcn. Ujid zwar wird 
cliesor Zweek loichtor crroiclil, als icli anfangs glaubto imd als es, nach 
(loin Uinfango des Gegonstandos, den Anschoin hatte, Demi, wirft man 
oinen strongon Blick auf die gosammton Conslructionen , wio sie in dor 
gcwohnlichen Gcometrie, boim fteion Gobraiicli des Zirkels imd Lineals 
vorkommon, so sieht man, class sie, die Falle ausgonommen, avo das 
Lineal alloiii goniigi, im Grunde nur anf den folgoiidcii zwei Ikupicoji- 
striicUonon: 

a) „die DurchHchnitte oinor Goradon iind oines Kroiscs“ iiiul 

b) „dio Durohsohnifcio zweior Kroiso zu fiiidcn", 

beriilien, so ziisainmongesetzt sic iibrigons aucli sein inogen. Fiir die gc- 
geinvartigon boschrankteron llulfsmittol zeigtc cs sicli, dass * von dioson 
zwoi Aiifgaben die orsio allein als Ilauptaiifgabc sich geltoiul maclit, dass 
also die Losiingon allor Aiifgaben anf dor einzigon Ilauptaiifgabe: 

A) „dic Durchsohiiitte’ oinor Geradon nud oiiies Kreises zu 

fin den ‘S 

borulion, indom aiich die vorstohonde andere Aufgabo (b) anf diese zii- 
riickgefiihrt worden muss und kann. Dor Xlmstand abor, dass die Duroli- 

►) MascliBronVB „Qobiaiich dos Zirkols“ aiis dom ItalJoiiisclion in's I^ranzosischo 
ubersotzt von Gmoile uiul in's Doiitscho von Grilson^ Borliii 1825. 



4(i4 


Eiiiluiteiiclc LFol)er!>ichl. 


§5!. 


.schnitto cioer freraden und dos gogoLeiien Ilulfskreiso^ unnuttolbar gogelicii 
siiid, bewirtvl, class man zunachst die folgondtm, liaulig vorkommemlcni 
und ihrem Weson nacli die ineisten Elcmcntaraiirgabon iimiasseiidon lli'dfs- 
aiifga))Ou: 

c) „parallelo florade zu zichoii^^; 

d) „dor (juosso nach gogebeno Geradc beliebig zu vervud' 
• fachon odor in l)eUobig violo gdeicho Tboile zu thcilcji'*; 

e) jjZii einandor reclitwjiilclige Geradc zu zieheii^^; 

f) „dnrcb eiiioji gegebonon Piincl einc 0 evade zu ziobon, 
die init einor gogebonen Geraden einen Wiiikcl ciii- 
schliessi, wolelicr oinem dor Grosso und Lago nacli ge^ 
gebenen Winlcol gleicb isl“; 

g) „eineii gegobonen Winlcol zu liiilfloii, odcr beliebig oft zu 
verviclfacheid^ ; 

h) ,>an oiiien gcgobenoji J^uici iiaoh belie bigor Riolitiing 
cine Gorado anznlcgoiij wolche oinor der Grosso und Lago 
nacli gogohcnoii Geraden gloich isl.^^, 

leicht loson kanm Die Arf; und Weise, wie diese Aufgabon gcldst werden^ 
woichi natiirlfcliorwoiso von der in dor GcomeI.ric ublicdieii ganz und gar 
ab, und zwar dergostallj class hicr oinigo von dicsen Aufgabon dnzii dionon, 
die obigen zwoi flanplaiifgahen (a), (I)), odor vielmolir die oinzige HaiipU 
aiifgabo (A) uiitor alien Ibustfindon zn Idson^ also aucli die Durcliselnutto 
einor Geraden und einos inir der Ivage und Gj'osse nacii gogebonen Kreises 
(d. 1 l nur der Millolinnud und der Radius sind gogcboii, dor Kreis selbsl; 
nielli gozojcdiiiet) zn linden, stall (lass dori jene initlolsi diesor goldsi 
werden. 

Ob es mir golnngcn sei, dcji vurgosiockten 55 week auf die einfacliste 
Woise zn orroichen, vermag ich nicJit zu eiUscIieidcn, aiicii bin ich niebt 
einmal libcrzoiigt, ob sclbsL bei dem von niir oingosclilagonen Weg ilberall 
die j)e(|uoinsien (’oiislruciiunen angowcudot Avordoii sind odor niohi. Wenii 
inclossen dor Gegensland oiniges Interesso orrogon sollto, so \vir(l bei dom 
eifrigeii Roiriebe der (Teoineiric in unseror y^eit das k^ehloiido bald von 
Auderon ergaiizt werden, iind ich diirflc danii wohl auf oinigo Naolisiclit 
vochnoii. 

Sind die MaschdroHi‘'tid\Qn (^onstruciionen fiir die Mcchaniker und ho- 
soudcis ziir Anferligung aslronomisclicr Jnstruineiiio von grossom Vortliei], 
wie er beliaiiptet, so diirflcn dagegen die gegemviirtigcn fiir die Ingeniours 
und Foldniesser vun niciit geringcrem NiUzen soiii, worubor ich jodoch von 
dioson letztoron selhst das sacliverstandige Urtlieil crwartoii will. 

Die Siitze und Eigonsohafien der FigiiroUj auf wolclion die Ldsungoii 
dor vorgGiianntcii Aufgaben (§1) l)eruIion, sind uiiter ancloron fcheils iin 



riannonische Kleineiite iind Transvoi salon. 
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§ 3 . 

orstcn Thcil dor ^Systematisclien Eiit-svickelung der Abliaiigiglioit 
gooinetri,sclier Gestaiten von einandcr^^ '^) und theils in der Abliand- 
luDg ^jEinige geometrisclxe Betvaohtiingon^^ (Journal fiir Mathematilc, 
Bd. r, S. 161) onthalteu, .so dass also init Bezicliung aiif diesolbeii die 
Yorgelogton Aufgaben auf ciiiom Baume von wenig Sciteii ciledigt worden 
konnteii, Allcin da das gegoiiwiirUgc Workclion loicht in Vielor Ilande 
Kommen kann, welclie jene Scliriften nicht bositzen, so hielt icli oa fiiv 
z’wockmiissig, jenc Siitzo und Eigenschaflen hier kurz zu wicdeHioleii, wo- 
Lei ich mich beiniilile, sio so elemontar als moglicli darzustelleu, Diesem 
gorniiss bostchi die gogcuwiiutigc Arbeit aus drei Kapiteln, die folgendeii 
fnlialts siiid: 

Ersies Kapitol. Einigo Eigonsohafton goradlinigcr Figureu iu Ruck- 
siclit auf Trans vcrsaloii, harmoiiisclie Straliloii und Punolo; Cousiructionen 
mitielst des Lineals alloin nntor bestimmton Voraussotziingon, d. li. wonn 
onhvedcr parallel o oder in gogebencm Verlialtuiss gotheiltc Gerade gogeben 
sind, so lasson sicli audero dor Grosso und Lago nacli gogebene Geraclo 
beliebig verviolfaohou und thcilon, Uiul andere Parallolo zicliou (sowie 
auch rcchtc Winkol halftcii und boliobige gogebene Winkol vorvielfaoheii). 

ZweitoH KapitoL Vom Kroisc. 1. Ilarinonischo Eigciiscluiften des 
Kreises. IL Von don Aehnlichkcilspuncloii (oder Prqjoctiou.spiiiiclen) 
zwoior und mehrorcr •Kroiso. Ill, Vou der Poionz boi Kroison; A. Ort 
der glcichcn l^otoiv/oii; IL gemeinschalUicho Potoiiz in Bezicliung auf die 
AcbnlichkoitspimcLc. 

Drittos KapitoL Losung aller goomelrischon Aufgaboii inittclst des 
LinoalSj 'weim irgoud cin foster llullskrois gegcboii ist; onthallcnd die obigcii 
no] it Aiifgabon (§ 1, a bis h). ycfilussbomcrkimg, 

Aussordom word on in oinem Anbango nooli einige wosonlliclie Aid- 
gabon iibor Kogolschnitio aiifgcstcllt, wclclio al.s zwetikmSssigo Beispielc 
dor Anwendiing der gogonwariigon llothodo dienen soli on. 


Erstes KapiteL 

I'linigc Eigonscliaftoii goratlliiiij^or Eiguren unci darauf gogmiulcte Uonstruclioiien 
miltolsfc (los Liiioals ulkiu, 

J. Harmonisolie Strahlen uucl Piincte, Traiisversaleii. 

§3. 

I. Es soi /liJC (Pig. 1) oil! bcliobiges Drcioclc; aus dor Spitzo B 
golio dor Stralil h durcli dio Millo b uiul dor Slralil d parallel clcr Grinul- 

‘^) Cf, S. 229 (liosor Ausgabe. 

CL S. 17 cUosor Ausgabe. 

aCftiiior^s Worke. J, 


30 
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I. Kapitcl. Eigonschaftoii gciaillinigoi Figtireii. 




linie AC Ziolit man (lurch die Mittc h do]' Grimdliuie irgoud ome Goracle, 
odor Ihmsvcrtiale ab, so wird diose von 'den zwoi Soiten c iiad von 
den Strahlen d in den vicr Pimcteii a, t, C, b so gosclmittcn, class 

ylbri^b ahiab (wcil Aa>^lbco Aa/^b), 

6'b;7ib = cb:cb (woil A c 6'1) co Aci^b), 

folglich, woil 

Cb 

isi wil’d 

ah : ab ~ cb : cb, 

odor 

ab :bc — ab: cb, 

das lioisst: die Strccko ab wird so iii drei Abschnitto gothoilt, dass sich 
der ersto ab ?5um zwoitcu be, wio dio Ganzo ab zum dritteii cb vorhalt, 

Verinbgo dieser Eigoiischaft; wordou die vicr Pimote a, b, C, b ^vier 
Jiarmonischo Pimcto^^ gonannt, imd zwav hoissen amid c, so wio b imd 
b „zugeordnete liarmoiiische Punctc^^ Ebonso werdeii die vior 
Strahlen ciy by Cy d „vier harmonischo Strahlou" iiiid sowohl a iind 
c, als b iind d „zugcordnoto harmonischo Strahlen gonaimt. 

IL Worden die Strahlen a, A, c, d als fest imd unbogreiizt ango- 
nommon, so tlioilen sic nicht allein jodo Transversal o, welcho durcli don 
Punct b goht, harmonisch, sondera os wird offoubar jodo boliobige Trans- 
versalo von ilinen in vior hannonischen Puucton gcschiiitton; doim in woh 
choin Pimcte oine solcho Transvorsale aiich dem Stralilo A bogoguon mag, 
so kanii man iinmor (lurch denselbon cine Gorade sich denken, die dor 
AG parallel ist, nnd soclann den vorstehenden Bewois anwendon. fsi ins- 
besondoro die Transversale mit oinoin dor vier liarmonisohon Strahlen 
Uy A, Cy d parallel, wic zum Boispiol AC mit dy so liegt der Punct b, in 
wclchem sio den dem Parallelsirahl d ziigeordnotcn harmoniscjiou Stralil 
A sclnioidei, in dor Mitte zwischon don zwei Piuioien a und c, in wolclien 
sie von don zwei nbrigoii Strahlen a und c gesohniiten wird; und iimgc- 
kelirt; fuidot das Lotztere slatt, so ist dio Tvausversale mil jouom Strahle 
parallel, 

Werden nnderersoits dio vicr harmonisolien Puncte a, b, C, b als fest 
angenommen, so folgt iiliulicherwoiso, dass jodo vIor Strahlen Uy by Cy dy 
wolche von irgend einem boliobigon Pimcto B aiis diirch diosolben gehon, 
vior harmonischo Strahlen sincL 

in. Es ist loiolit zu sohon, (lass, weiin droi Strahlen (dio durcli cinoii 
Punct gohen) gogobeii sind, woven zwei als zugoordnot angenommon wer- 
den, alsdaiin nur ein oinziger bestimmtor Siralil indglicii ist, welchcr zu 
dom dritteii Strahl6 zugeordnoior harmonischor Strahl ist. Denii sind z. B. 
dio drei Strahlen a, Cy d gogoben, und sollon etwa a und c zugcordiiot 
sein, so denke man sich irgoiid eiuo Gorado AC parallel dem dritton 
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Btrahlo dy so muss dor vicrto dom d zugcordmto Strahl b clurcU die JliLto 
1) dor Goraden AC geheu, imd ist also gcnau bestimmt. Odor diircli ir- 
gciid omen Panct dos driticn Strahls, wie etwa durch den PuiiGt b des 
Strahls by Avenn die drci Strahlcn ity by c als gcgobeu mid a unA o als 
Kugeordnot aiigcnommen werdon, donko man sicli cine Gcrado AC zwisohon 
a mid c so gezogen, dass sio durch jonoii Pimkt h gehiilftot wird, so wird 
alsdann derjcnigc Strahl dy wclclior dor. Goraden AC parallol ist, dor 
oinyjg moglicho, dom b zugcordneto, viorte harmonischo Strahl sein. Aohn- 
liclics gilt voii vier harmonisclion Pimctoii o, b, c, b. 

IV. Wcnii insbesoudore das Droieck ABC glcicliscliciiklig ist, imin- 
lich BA — BCy so wird dor Strahl by da or durcli die Mittc b dor Oriiiid- 
linio AC goht, uuf dioser, so wio auf dom Stralilo dy soiikreclil stohoii 
und mil den StraMon a imd c gloiche Winkol cinschUcssen, so dass 
Wiukol (ah) — (ic); und daher muss auch d mit a und c gleiclio Winkol 
((id) — (dc) bildeii. Das hoisst; 

„Wenn von vier harmonischon Strahloii a, by Oy d oiiicr, etwa 
by mit zwoi zugoordneten a und c gloicho Winkol bildet, so 
fiiidet dasselbo auch bei soincm zugeordiictcii Strahle d statt, 
und bei do Strahlcn h and d s toll on auf o in and or roclitwiiiklig; 
uiirl iiingokohrt: wenn bei vier harmonischen Stralilen zwoi zu- 
goordnete h und d auf einandor rechtwinklig siiid, so lililften sie 
die von den zwei iibrigen Strahlcn cty c cingesohlosseucn Winkol. 

§ 4 . 

Irgoiul vier Goj^ado a, Cy a^y (l^ig. 2) in eiiior Ebonc, die einandor 
im Allgomeinon paarwoi.so in sechs Puiiclon Ay Cy Fy Gy //, I schiieulcn, 
boissen „ vollstiindiges ViorsciPh Ehi .seiches Viersoit hat, wio man 
siclit, drei Diagonalcii ^16^ GVy Illy die sioh in den droi Puncteii By D, E 
schiioidoiL Es liis.st sicli icicht /AUgon, class diG.se drei Diagonalcii oin- 
aiulor harmoniscli sclmeiden, niimlich wio folgt: 

Donkt man sick zu den drei Strahlon Oy d den viorton, dein d zii^ , 
goordiictou, liannoni.sclieii Strahl by und cbonso zu don drei Strahlon a,, 
cjj, den viorten, dom zugcordneton, harmonischon Strahl b^y so muss 
jodcr dor zwoi Strahlcn h, b^ clio Diagonalo in demjenigon Puiicte 

B schnoidon, welchor z^ don gogobenen droi Pimoton Ay Cy D dor vierto, 
dom D zugcordnoto, harmonischo Punct i.st (§ 3); cbonso miisson bcido 
Strahlcn by \ die Diagonalo ITTE in demjemgen Pune to B scliiieiden, 
wclolier zu don drei Pimctoii 7/, ly E dor viorto, dem E zugoordnoto, 
kainnonisclio Punot ist; da abor h und nur eiiion oinzigen Punct B go- 
inoin habon konnon, so muss folglich derselbo ziigleicli der Durclischiiilts- 
puiict dor Diagonalon ACy III seiu, woims doiin hervorgeht, dass clicHc 
Diagonalen harmoniscli goschnitten werdon. Aohnlicliorweiso kanii gozeigt 

30 *^ 
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wcrclcn, ilass die dritte Diagonalo GF von deu uwci audcren in den Pimcteu 
Z>j E harmoniscli getlieilt wil'd. Also: 

„Bei jodem vollstandigen Viorseit 'ivird jede dor drci Diago- 
naleu von den zwei iibrigen hamoniscli ge.schnitton, d, h. die 
Pinicto, iuwelclien eine dor drei Diagonalen von deu zwei iibri- 
geii goschuilteii ivird, sind zu deu Eclqnincteu, welclie sic ver- 
biudet, zngeorduete barinonische Puncte, zum Bcispicl A, 

G, D sind hamoniscli und B, D sind zugoordnote liarmonlschc 
Piiucto." 

§5. 

Yon don zalili'oiclion Polgerungon und Anwcndungon, die sicb aiis 
dein lotzten Satzc (§ 4) ziolieii lasson, solloii hicr mir einige und zwar 
zuniiolist folgonde licraiisgoliobeii werden: 

I. „Zu irgeiid drei gegobenon Piiiicton in einer Geraden 
einen viorton harmonischen Puiict raittolsl dos Liiienls alloin 
zu fin den." 

«) Sind ctwa die drei Puncte G, D, F (Pig. 2) gogcbeu, und es soil 
der doin D zngeorduete viorte harinoiiisclio Puuol E gcfuudon wordon, 
so ziolio man iiacli oinom boliobigoii Punct A die Geradoii AG, AD, AF, 
nolimo in AD einon boliebigen Buiict C, ziclio dio Goradon GOT, 
FOE, wodnrcli man dio zwoi Piu’chscluiitto / und I[ crliiilL, uiitl zicho 
ondlich die Gorado HI, so wircl dioso don vorlangton Punct E angoboii. 
Odor: 

A) Sind G, F, E gogoboii, und os soli dor doin E zugoordiioto viorte 
bavin onisoho Punct D gofiindcn werden, .so ziolio man iiacli oinom will- 
kiirlichon Ibmct A dio Goradon FA, GA, .schneidc sic durch oino be* 
liebigo, duvcii E golioudo Gorado EIR in don Punctoii T, II, ziohe sofort 
dio Goraden GI, FJl, dio sicb in C ki-ouzen, uiid ziolio oiidliob dio Go- 
rado AO, so wil’d diese durch don gcsuchtoii Punct D gohoii. 

n. „Zu irgoiid droi gogoboiion Strahlon, die durch einon 
.Punct gchon, oinon viorton liarmoiiiachon Strahl inittolst dos 
Lineals zu findon." 

Sind otwa dio droi Strahlon a, e, d (Pig. 2) gogobon, und soil dor 
dom d zugoordiioto vierto harmoiiisohc Strahl I> gofundon wordon, so ziolio 
man durch oinon boliobigen Punct G des Strahls d irgoiid kwcl Gorado 
GA, GI, wolcho dio Strahlon a, c in A, I, C, II schneidon, ziolio sodami 
dio Goradon AC, HI, dio sicli in B Icreiizon, so wird FB dor gosuohto 
Sti'alil sob. 

Auf diosolbo Woiso wird, wonn dio Strahlon a, h, c gogobon sind, 
dor dom b zugoordacte viorte harmonischo Strahl d gofundon. 

ni, „Woiin oin rochter Winkol und oin andoror boliobigor 
Wiiilcol oiuorloi Schoitolpunct und oinon goinoiuschaftlichon 
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Sohcnkol habon, so soli dor letzte Winkcl miltolst dos Lineals 
vcrdoppoli wordon." 

Angeiiommcn, cs soi (W) (Fig. 1) dcr rechto und (be) dor andcro 
Wiiilccl, so suche man zii don drei Strahlcn h, c, d oiuoii vierten, dem c 
zugoordnoten, liarmoiii-schcn Strahl a (11), .so Avird alsdaiin zuMgc (§ 3, 
IV) Winkel (ab) = (he) und miUiin Winkcl (ae) dcr vcrlangte doppelto 
Witikel sein. 

IV. „ Wonn von droi Stralilon, die diircli oinen Puuct gclion, 
der oinc mit don zwei andoren gloicho Wiukol bildot, so .soil 
mitlolst dc.s LinoaLs oin viortcr Stralil gefundoii Avorden, avoI- 
chor cbonfalbs mil don zAVoi Ictzloron glciclie Winkcl cin- 
sclilio.sst und milliin zu joucin orston rochlAvinklig ist.“ 

Lie Losung dioser Anfgabo griindel sick cbonMLs auf (II) und (§ 3, 
IV), Avic die vorigo. 

V. „Worden irgond zAvoi Gorado a, c (Fig. 2) von boliobigen 
Creraden a^, i,, c,, ..., die durcli irgond oinen Puiiot G gelien, 
g oscliniltcn, und man vorbindel die Diu'clisohiiittspunclo von jo 
zvvei dor lotzloren kreuzAveiso durcli oin Paar Gorade, Avio olAi’-a 
^IC und i/I, ylL und HM, so liogon alio Puncto, Avio K, in 
wolclicn sich dioso Goradoupaaro kreuzou, in oinor bostimmten 
G-oradon b , avcIcIio durcli don DurcliscliiiiUspunct F dor zAi'oi 
e I'stgonaniilon Goradon «, c gcht und Avelclio zu dioson und zu 
dor Goradon FG odor d die viortc, dor lotzloren zugoordnato, 
hannouischo Gorado isl," 

Dio llicliligkoil dieses Salzes folgt, Avio man loichl soheii Avird, aus 
(11) odor (§ 4). 

VI. „Durch oinou gogobonon Punct mitlolst dos LineaLs 
oino Gorado zu ziolien, wolclio mit zwoi gogobonon Goraden 
nach oiuom und domsolbon Puncte goriclilol isl, Avenn niimlich 
dicsor Punct vorliandoner Ilindornissc Avogen .unzugSinglioli i.st.“ 

Es .soi olAva B (Fig, 2) dor gegobono Punct und AAJ, TIL die gogo- 
bonon Goradon, avoIcIio abor nichl bis zu dom Puncto F, nacli Avololiom 
sio goriclitot sind, sollon vorliingcrt Averdon konnon. Man ziohe dio Go- 
radon AB, TIB, Avclolio dio gogobonon Goraden in C, I schnoiden, und 
zielxo fornor dio Goradon All, IC, die sich in G kreuzon; durcli dieseii 
Punct G logo man oino boliobigc Gorado GM (dio uicht durch B zu gelion 
braucht), avoIqIio dio gegebonen in M, L schiieidct, und zioho sofort AL, 
II AT, die .sich in K krouzeii , .so Avird dio Gorado KB dor Aufgabo ge- 
mlgcn. Das Vorfahron bicibt sich gloich, dor Punct B mag zu don go- 
goboiioii Goradon AM, IIL oino Lage habon, Avoloho man Avill, Avie z. B, 
dio Lage von (?; ebonso konnon dies© Goradon gegen cinandor oino Lago 
liaben, Avelche man Avill, z. 13. parallel soin. 
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J)io dicscr Aiiflosmig bomlitj wie man bemerlceii ^vird^ auf 

dam YorhergGlieiidoii Satzo (V). (Vcrgl A bhang, gcom. Gcsialtoii. 
Thl. L S. 77.)*) 

11. Constrnctioncn mittelat dos Linoals iintcr gowinscn 
VorauBSOtziiugen. 

A, Weiiii Paraliclo, oder rational gothoilto Slrockon gogobon siiid. 

§ K. 

Ill Ansohung der obigon Axifgabo (§ 5, I) findoi eiii "sviclitigor beaon- 
(Icror Fall statt, dor niilicr betrachtct wordon muss. 

Tritt naitilioh dor besondoro Fall ein, dass bei den droi gogebonoi) 
Functcn G, Bj F der Piincl D gorade in der Mitto zwisclioii don Pniicton 
G imd i^liegtj so wird dor vierto, ilim ziigoordiiote, ]iarinoni.scbo Punol 
E sioh ill’s Unendlicho entfornen, d. h. so muss die Gorade 777, (lurch 
wclcho or gefimden wird, mit dor gcgebonen Geraden GDF parallel soiu. 
Und iiingekciu’t: Scliiioidot man zwei Seiton AQ^ AF emes beliobigoii 
Dreiecks GAF durcli irgond oino, dor Grundlinio GF paraliclo Gorade III 
(Fig. 3), vorbindet dio Durohsclmitispuncto 77, 7 mit don gegoinibor liogon- 
den Eclcon an dor Grundlinie durcli Gorade Flf^ GTy wolchc sicli im 
Puncto G krciizoii, und zioht durcli dieson und durcli die Spitzo A dos 
Dreiccks die Gorado ACDy so goht dioso allcmal durcli dio Mille D dor 
Grundlinio. 

flieranf gi'iindcn sich dio Aulldsiingoii folgendor Aufgabon: 

I. „Wonn in oiner Goraden droi Puncto (?, 7), 7^ (Fig. 3) go- 
gcbon sind, wovon dor oino, 7), in dor Mitto zwischon don zwoi 
iibrigon liogt, so soli (miltolst dos Lineals alloin) durcli irgond 
oinon boliobigcii Punct H mit jonor Goraden oino Parallolo go- 
zogon worden/* 

JIan ziohe die Gcradon Glly Flly nohrao in GJi eiuoi/willlciii lichen 
Punct A und ziolio ADy AF\ durcli don DurchsclinUt C der Goradoii FT! 
und AD ziohe man aiis G dio Gorade GCI^ wololio AF in I solmoidel, 
so i.st oudlich HI die gefordorte ParaJIelo. 

TL „Wenn irgeiul zwoi parallolo Gorade GFy 7/7 (Fig. 3) go- 
gobon sind, so soli irgond oino gogobone Streoko in dor oinon 
odor andoren, otwa dio Strocko GF^ gohalftot M^orden." 

Man ziohe aiis einom willkiirlichon Puncto A nach don Endpuncton 
Gf F dor gcgoboiion Streoko Gorade AGy AF^ wololio dio andoro Parallole 
in Ily I sclinoideii (ira Falle dor Punct A zwischon den Parallolen Jiige, 
wie Cy odor jensoits GF, iniisste man die Goraden AGy AF vorlangorn, 
Cf, S, diosor Aiisgabo. 
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bis sio III sclmiitoii); clieso Durchsclmittspiiuotc vorbindo man niit jeiicii 
Eiulpiincton diircb Gcrade IIF^ IGy die sick in irgend einoin Piiiicto C 
schiioidon; diirch dioson iind diirch jonon angGnoinnioncn Punct A logo 
man eiidlioh die Gerado ACDy so wird diosc diirch dio Slittc D der gc- 
gobenen Strocke GF gciion. 

Ilf. „Wonn irgend zwoi parallclo Gcrade gogobon sind, so 
soli (lurch irgend oiuon gegebenen Punot oino dritto Parallolc 
gozogon wordon/^ 

Man lialfio nacli (E) irgend oinc bolicbigo Stvccko in cinev dor zivci 
gcgeboiiou Geraden, so isl alsdann die Aufgabo auf (I) znriickgefiihrt. 

lY. „Wonn zwoi parallele Gerado uiul in der einen irgend 
cine bogronzto Strocke gegoben sind, so soil man; 

a) in dor namliclion Goraden cine audere SlreckOj 'wclchc 
ein boliebigos Viclfaches, otwa das 7^faolio von jenor 
Strocke ist, von irgend oinom gogebenen Piiincte an, ab- 
stocken; Oder 

h) die gogebono Strocke in irgend cino gegobene Anzalil 
gleiclior Tlicilo tlioilon, odor in zwoi Tlieilc Iheiloii, dio 
sich zu oiuandor verhalton, wio zivoi gegeboue Zalilcn; 
odor ondlich 

6’) eilio andoro Strccko findon (in dor namliclion Goraden) » 
dio zu dor gegebenen oin gcgoboiics rationales Vorliall- 
nisH hat. “ 

Es soien BFy hf (Fig. 4) die gogobonon rarallolon iiml obva BC die . 
gegobene Strocke. Man ziehc dnrch cinon boliebigon Ihmct A eino drillc 
Parallele AG (III) nnd nach don EndpuiKitcn dor Strocke dio Geraden 
A By AC\ welcho (lie zivoito Parallele in 6, c sclmoiden; sofoii zieho man 
dio Gorade 0% die dor dritten Parallolon in G begegnot luid ziehe GclJ, 
so wird, ivio loiohl zu sohon, BG^BC jiind folglicli IW doppolt so 
gross, als die gcgobeiio Strocke BC soin. Zieht man nun waiter die Gc- 
rado AD und soclaiin GdEy daiin ferner AE nnd darauf G(^F ii, s. w., so 
wordon oilenbar die Streekon BCy CDy DEy EPy . . . gleicli gross scin, so 
class man auf dioso Weise jcdcs bolicbigo Vielfacho dor Streoke BO or- 
liiilt, wie zuin Boispiel BF ihr Vierfaohos ist. 

(а) Soil nun oin solchos Violfaclios von irgend oiiioui gegobonon 
Puuctc X an abgosclmitteii wordon, so zieho man die Gerado Xh (oder 
Xf\ vorliingoro sic, weiin os noting ist, bis sio dio AG in Y ficlincidotj 
und ziehc YfZy so wird XZ die verlangto 7&fuclie (hicr viorfaclic) 
Strocke scin, 

(б) Soil die gogolieno Strocke BG in 7i gloicho Tlieilo goihoilt ivcr- 
don, so ziohe man, wenn hf das t^facho you he ist, die Geraden Ch^ B/, 
dio sich in I krouzen, und zieho sofort c//, dihy c/s, . , . , so werden dio 
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Sti’ectfen CV> 76 , 8 e, ... einanclor gleicli, iintl zwar joclo cler 71 ^^ TJioil von 
der gegobeDGn Strcckc BC soin. 

Soli die gogobeiie Strccke BC in zwei Absolinitto getheilt werclcii, 
(lie sieh verlialteji ^yio zwoi gegebene Zahlcii 2h S'? muss b/ das (p^qy 
facho von io soin, imtl alsdann ziihlt man von h an p Stroclcoa hc^ cd, . . . 
ab, zicht vom Eiidpimcte cler letzton, z. B. von die Gerade ^/J3, so 
were! oil sicli die Absclinitto 6'8, B^ vorlialten wio 

(c) Soli ondlich cine Strecke gofiindon worden, die sicli zii dov go^ 
geboiion vorluill wic q:py so zieho man, Avenn otwa/r/, db sicli ebenfalls 
wie cjip vovlialten, die Gomdoii Cd^ imd aus doin Pimct, in weldiom 
dicsG sicli kreiizon, ziohe man oiiic Gorado duroli f, so wird dicso dor 
Geraclon BC in irgoud oinem Puncto, der W lioisson mag, begogneii, niul 
cs ist aodaun CW die verlangtc Strocke, d. li. es wird sicli BCiCW 
verlialtcn. 

Aninorkiiiig. Soil von dor gegobeneu Sirocko BC bloss oiii bo-* 
stimmter einfaclior Tlieil abgesclmitton wordon, d. h. oin Stuck abgc- 
sclmitlon werdon, ij^clches sicli ziir ganzon vcrhalt, wio 1:71, wo 7i ciiio 
ganzo Zalil ist, so kanu man aucli wio folgt vorfaliren: 

Aus oinom willkurliclion Puncte A (Fig. 6 ) ziolic man nach den Knd- 
piiiicton dor Strooke dio Geradeu AB^ AC, wolclio in it dor andoron Pa- 
rallelon dio Burclisohnilto b^c bilden; sodami ziolio man die Goradon 
C'b, die sicli in d sclinoiden, und ziohe weiter AdD, so ist CX) dio Ilfilfto 
dor gegebonon Sirocko BC, 

"Wird luin foriicv dio Gorado cD, dio dor Goradon Cb in e bogegiiot, 
and soforl gezogen, so ist CE—^BC. Bonn vormdge des voll- 
stlindigon Viorseits Aced (dessen clroi Diagunalcii Ae, cd^ CX> siiid) sind 
die vicr Pimoto B, D, E, C harmoniscli (§ 4), so class man hat 

CE:ED = CBxDB, 

woraus folgt, da 

BB^CJ):^ I CB, 

dass 

CE iCB, 

Auf almlicho Woiso folgt, dass, wonn man woilor die Gorado cE ziold, 
dio Cb ill / schneidot, unci sodann A/E, dass dann CF= iCB sci; umJ 
(lass durdi dassclbo Verfahron man zu CQ — }CB golangL, ii. s. w. f, 

Diosos sinnrGiclio Vorfaliren schobiL von oinom franzosisclion Ariillerio- 
Uapiiaiii, Bricmchon, zuorst aiigowondoi worden zu soin (Application de 
la Thiorie de^ Xpamvecsales, Baris 1818, p. 37), Dersolbc beliandelt 
aucli mohroro dor vorhorgoliondcn Aufgabon und zeigt bosoiiders, wolcho 
vortlioilhafto AinvoiKluiigen auf dein Foldo, im Kriego u, s, w. sich von 
sololicn Aufgabon inaohen lassen, weshalb icli Militairs mid Foldmesser 
auf seine Arbeit vorwoiso. 
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§ 7 . _ 

in oilier Cloradon zwei iiebeii ciiiauclor liogeudc 
Stroclton DC (Fig. G) gogoben siiid, die irgoiid ein gogeboncs 
rationaloK V^erliiiltiush zii cinaiidor liabeii, so soli man (inittelst 
(les liiiicals allein) durcli irgend eineii beliobigeii Puiict mil dor 
gogebenen ftoradeii oiiic Parallolc ziehou.^^ 

Da dicse Aiifgabe wolil melir tlicorcti.sclios Tnlevesse ak praktischen 
Niitzoii habon mag, so will icli liior dio Moglichkcit ilircr Ldsiiiig nur 
kurz anciouton uiid das Auffiiideu dor loicliteslcn uud bequomston Auf- 
Idsung Andoren iiborlassoii. 

Die Aufgabc ist als goldst zu betracliton, sobald man in dcr gege- 
bonoji Goraden irgend drei Pimcto gcfiindcii hat, woven dor eino gloicli 
woiC von den zwei tibrigon entfornt ist (§ G, 1). 

Das gogobeue rationale VerliiiUniss dor gegoliouon Streckoii BDy DC 
ISsst sioli iininer, in wolchcr Form os aiicli gegebon sein mag, durcli zwei 
gauze Zablcn a, 6 aiisdriickcn, wclchc iiiitor sich Primzahlon sind. An- 
gonominon os soi ^ i. Man constriiirc zii don drei gcgcbeiicii Pimclcii 
By C don viorton, dem D zugcordnoton, harmoiiisclioii Piinct E (§ fi, 
1)> so bat man 

BD : CD = BE: CE^ 

odov, wenn man stati dor Jniiicn die ilinoii ontsprocliondon Zahleii setzt 
uud C'iS durcli die Zalil ^ ausdriickl, 

a : t i -h .-i;) ; ii; 

unci folglicli 

b(a-]rh) 

a — b' 


Wil'd BC = a-hi =^y goselzt, so hat man 

b(a-\-b) , 

— — T — 


odor 


( 1 ) — i), 

clay lioisst: ^Aus den gogobonen Strcckcn BDy CDy die sich vor- 
haltoii wie dio Zalilcn a, b, lasson sich zwei ncuo Sireclccn BC] 
CIS odor y, A* fiiidon, die sich vorlialtoii, wio die Differeiiz dcr 
gogcbonoii Zableii a — h zu dor kloineron Zahl Dalier wird 
mail durcli wicclorholto Anwondiuig dieses Verfahrons eudlich zu zwei 
Slreckeii golaiigoii, die einaiider gleioh sind, d, h. man wird drei Puncte 
haben, woven dor oinc in dcr Mitie zwischen den zwei iibrigou liogt, mid 
woLlurcli sodann die vorgelegte Aufgabc aufidie obige (§ G, 1) zuruckge- 
bracht ist. Doun ist z. B. dio Differenz a — b grosser als by so wird man 
durcli oiiiG neue Oonstruction zwei Strocken crhalicii, die sleli vorlialton 
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1. Kopitel. Coiifiti'iictioiiDii mittolst ilos I<ineals, 




^vio h\{(i — 2h)] iind so kaiiii mm fortfahren, bis man zu zwol Strocken 
gclangtj (lio sich vorhalten wic h i (a — nb), wo der Rest a — nb Ueiner 
als b and etwa —c ist, Sodann fuidot man weiter 55 ^Yo^ Strcckoii, die 
sich verhaUcii wic cih — Cy u. s. w. f., was noiliwondigorweiso zulotztj da 
(ly b, c, , ganzo Zahlon sincl, die dor Reihc iiacli immor klciiicr wotden, 
zu zwoi Strecken fiihren muss, die sich vorhalten wio 1 : 1. 

AVird DE odor b-\-w — z gesotzt, so hat man, woim statt .v der 
o1)igG AA'^orth gosotzt wird, 


a : z == Cl i b + 


a—b ’ 


odor 

(2) aiz ~ a — b \ 2b j 

das iicissl; diirch die niunliclic Construction golangt man zii zwei Streckoii 
BDy DEy wclclio sich vciihalteii, wio die Riflforonz dor gogebonoii Zaldcji 
a — b zii dor doppolton klcinorea Zahl 2b ^ wodiircii man in gewissen 
Fiillon sicii otwas schiioller dom vorlaiigtcu Vorhaltniss 1 : 1 niihorn \mm. 

1st ziiin Bcispiol 

(a) a — 2 imd b=l, 

so ist A’ = 3 iind mithin C in dor Mitto zwischon B und E; unci woiin 

((5) a — 3 unci 6 = 1, 

so ist iV^2 mid mithin E in dor Mitto zwisciion B iind Joclor dicsor 
zwoi Falle erfordort also mir cino ehizigo lliiirsconstruction. 


J}. Wenn zwoi Paar Parallole, odor zwoi rational goth oil to Strockoii, 
odor I*arnIlolo und latiorial gothoilto Streckoii zugloich gogobon j^iiid. 

§ 8 . 

[. „Woun in oinor Ebciio irgond zwoi Paar parallolo Go- 
rado, also irgond oin Parallelogramm gogobon ist, so soli man 
(mittolst clos Lineals allein) 

a) nach allon Riclitungen parallole Geradc ziohon, cL h. mii 
irgond oinor gegobeiieii Geradon diirch irgond cinon go* 
gebcnoii Pnnet eine Parallole ziehon, und 
h) jode lioliobigo gegobeno Sfcrocko nach irgond einom go- 
goboiioii Vorhiiltniss verviolfachon odor tlioilon/^ 

Es soion AB imd AD tnid BC (Fig, 7) die gogebonoii Parallelon 
luul mithin ABCD das gegobonc Parallelogramm, dossou Diagonalen y] C, 
BD sich in E schneidon. Rurcli don Pinict E logo man mit oinoin der 
zwoi Paar Parallelon, otwa mii ADy BC, cino dritto Parallole EFy so 
bclindot sich dioso olfonbar in dor Mitto zwisclien jonon zwoiou, d. ]i. sic 
ist von beidon gloioh woit ontfornt, so class also dioso droi Parallelon jedo 



§ 8 - 


Womi Paiallolc imd rational gotlioilto Sticckeii gogobeii Mud. 
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ftiidcre Cloraclo (die nichi mit ilmcii parallel ist) in drei solchon Puncton 
ficlinoidon, wovon dor cine in dor Mitto zwwchcn den zwei iibrigoii licgL. 

[si nnu oiiio Gorado, etwa GKy gegobon, ao ’wird dioselbc von dcii 
cli’oi Parallolen in den drei Punctcn II gesclinittoii, wovou dor cine, 
F, in dor Mitte zwischen don zwei ubrigon, G iiad II, liegt, iind wodurcli 
al«o derFordenmg (a): „diirch joden wUlkurlichon Pmict mit dcr Geraden 
GK cine Parallcle zu ziohen^S zufolgo § G, I, goniigt werden kann. 

Odor, anstatt die dritle l^arallelo zu ziolieii, kannman aucli, wio 
folgt, vorfahren: Diirch die Piincto I, K, in toIcIiou die gogobone Gorado GK 
die Parallelou AB, DC schneidot, ziolie man die Goradon IE, KE, 
wolclio dicsou Parallolen in L, M l>ogogiicn, so ^\uA dio Gerado LM 
ollciibar dcr IK parallel sein, und sodaim Icaim diirch joden beliobigon 
Puiict, zufolgo § 6, III, mit IK cine Parallolo gezogon wordon. 

Die zweito Fordoruiig (b) mnl durcJi Iliilfc der ersten uiid iiach Aii- 
loILniig von § 6, If orlodigk 

ir. 5 jWenn in einor Ebone ontwoclor: 

droi Parallolo, wolcho irgond eino viortc Gorado in gc- 
gebonom rationalon Verhaltniss schiiciclon; odor 
/>) in z^voi Parallclon irgond ZAvoi Strcclcen, wclclio oiu ge- 
gobenos rationales A^orhiiliniss zu cinanclor liabcn; odor 
ri) irgond zwei Parallolo und irgond oiiio in gogobcnoin ra- 
tionalon Vorhaltniss golhoilto Strccko; odor ondlioli 
d) zAVoi boliobigo, niclit parallolo Strookoii, woven jedo in 
irgond cinoin gogobenon rationalon Verlistltiiiss go- 
tlioilt isl, 

gogobon siiul, so soli man: 

a) nacli jodcr boliobigon IlicliLung Parallolo zieiiou, und 
jl) jodc boliobige gogoheno Strccko nach jodem bcliebigen 
rationalon Vorhaltniss thoilen odor verviclfacliGn.” 
b'all ft. Scliiioidou etwa dio drei l^irallelcn AB, CD, EF (Fig, 8) 
oiiio viorto Gorado AE so, dass sicli ihro Abschnitto AC, CE verhaUen 
wio i) : (Jf wo p, q relative Ib'imzablon siiid, so vorviolfaclic man in dor 
oinen Parallolon, oLwa in AB, oino Avillkiirliclio Streolco, und neliine AO 
glolcli doin j} faclion und GB gloicli dom ^faclion diosor Strccko (§ 6, IV, a), 
ziobo sofort dio Ocradoii GC, BE, so wordon dioso parallel soin (avoH 
ACi CE— AO : QB—p:q), und dadurch ist also die vorgclcgto Aiif- 
gabc auf dio vorigo (I) zuriickgofiibri. 

Um ciii andores Paar Parallolo zu orhallon, koimte man aucli, zufolgo 
§ 7, mit dor in ratioualom Vorhaltniss getlieilten Ooradoiwli? irgond cine 
Parallolo ziolicn, was abor Avoltlauftigor soin Avtirdo, als das orsto Vorfahren, 
Pall b. Es soion AB, CD (Fig. 8) die gcgobciien Pfuullelcn iind 
otAva AB,EII dio gogobonen Strockon, Avolche sieh A^orlialtcu Avio zwoi 
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I. ICapitol. Constrnctionon mittolst dos Lineals. 


§ 0 . 


gogobeiie Zahlon p, q. Man zielio diirch die Endpiincte der Streckon die 
Gei-aclen AC, BE, die sich in irgond cinoin Puuclo E schnoiden (man 
Icdiinto cbcnso die Goracleii AE, BC zichon), so wil’d man, vermogo dcr 
ilhnlichcn Drciccko AEB, CEE, z. B. liabcn 

AE-.CE=AB:CE^p:q; 

mithiii ist auch das Veduilti)is.s der Streckoii AC\ CE gegoben, niiinlicb 
= (^p~q)-.q, so dass also dadurch dor gcgenwiiiiige Fall aiif cion vorigon 
(a) gcbracht ist. (Es ist daboi nieht iiothig, dio drilto Parallolo EF nu 
ziohon, was leiclit zu sclien ist.) 

Fall c. Sind etwa A, B (Fig. 9) die gogcbenoii Parallolon nnd CE 
die gegebeno Strecke, wclclio in D so gotheOt ist, dass die Ab.sclinitto 
CD, DE .sich vorhalten wio zwei gegebeno Zahlon p, q. Man zioho dnrcli 
dio Piincte C, D, E droi Gorado, wclclio den Goradon A, B parallel siinl 
(§ 6, ni), so hat man alsdaiin don orsten Fall (w). 

Oder, man ziolio diircli irgond oincii boliobigou Puncl oiiio Parallelo 
rait CE (§ 7), .so hat man die Aufgabo anf die obige (J) gebrachi 

Fall d. Sind etwa ^16', DF (Fig. 10) die gcgobonoii Streckoii, 
welclic diirch die Puncto B, E in gogobonoin Vcrhaltniss gothoilt .sind, so 
dass AB-.BC—p-.q mid DE:EF—ris, wo p, q, r, s gogoboiio Zalileii 
sind, so ziclio man diirch irgeiid oiiion Piuict ciiio Parallolo inifc AC uml 
diirch (densolbon odor) irgond oiiioii aiidoron Punct ciiio Parallolo init DF 
(§ 7), so hat man die Anfgabc aiif dio obigo (I) zuriickgcrilhrt. Odor man 
ziolie (lurch zwoi Puncto dor oinon Goradon, etwa diirch F, E, mit dcr 
aiidoren Goraden AC Parallolo (§ 7), so hat man dio Aiifgabo a«f don 
Fall (») gcbracht, luid dio Construction wird in doii moiston Fitlloii im 
Ganzcii otivas kiirzor soin als die vorigo. 


0. Wojin oin Quadrat gogoboii i.st. 

§ 9 . 

Ausser den Aufgaboii, wolclie vorhin durch Iliilfe oinos bolicbig^n 
Parallologramms sich Idsen liosson (§ 8, 1), koimcji in dom bosoiiclorcii 
Pallo, wo das Parallologi’amm ciii Quadrat ist, uiiicr aiidoren iioch folgourio 
Aufgaboii golost worclcn. 

jjWoiiii ill cinor Ebone irgond oin Quadrat gogobon ist^ fiO 
soil man: 

a) auf irgond oiiio gegobciie Gorado, aiis irgond oinom go* 
goboiion Punct oinon PorjioiuUlcol fallen; 

b) irgond oinon gogobouoii rochton Winkol lialfton; 

c) irgond oinon gogcbeiien Winkol boliobig oft VQrviel- 
fachon/^ 



§9. 


Weim oiii Quadrat gogobon ist. 
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Es sei ABCD (Fig. 11) das gegebene Quadrat, imcl E dor Diirch" 
sclmittspimct seinor Diagonaleii ACy BDy also sein Mittelpunct, 

Zieht man duroli deu Mittelpunct oiiie beliebige Geiade GEy so ist 
cs leicht, diejeuigG Gorado IK zii findcii, wolclic iin Mittelpunct E auf 
ilir scukrecM stolit. Niimlicli man zieht aus F die Gerado FIT parallel 
dor Soite BC oder AB (§ 6, III), uiid sodanii aus dem Pimct Hy iu wcl- 
clicm sio dio Seito AB trifft, die Gerado III parallel dor Diagoiiale AEC 
(§ G, I), so ^Yird die Geradc lEK zu FEG- soiilcrecht soin. Dcim ziifolge 
diescr Coustruction ist, wio loicht zu sehcu, FC—IlB = BIy uiul ferner 
ist BE—CE imd Winkcl EBI—ECFy folgUch die Dreieckc EBI mid 
ECF oiuander congruont, dalicr Winkel BEI— (JEFy uiid folglich Winkel 
BEC—IEF— einem Ilechteii. 

Da aus dor Coiigrueiiz der Dreiecko BEI imd CEF ferner folgt, dass 
EI—EFy mitlxiu das Dreiock lEF eiu glciclisohoukliges, so class also 
dio Gorade ELy welche dcsson Winkel an der Spitze E halftet, auf dor 
GriuKlliiiio IF sonkrecht slelit, so liisst sioli dioscr Wiukol Icicht halftcii. 
J)ciHi zu diosem Endzwock ziohc man EN parallel IF unci &Ky und 
zioho nach der ebeu gozcigteu Weiso MEL rochtwinklig auf ENy so 
wil'd EL den rochtoii Winkel lEF hlilfton. 

Wil’d min verlangt, cs soil auf cine beliebige gegebene Gorade 
aus irgond einoiu gogobencu Pimcie i oin Porpondikcl gefallt wordon (a), 
so zieht man diircli den Jliltelpunot E die Gorade FG parallel er- 
riclilot JTjB/ rochtwinklig auf FEG und ziolit durcli den gegcboncu Puiict i 
dio Gorade ie parallel lEK (§ G, I); so hat man ollenbar dio Fordoruiig 
erfiillt. Es ist klai’, class das Vorfalireii sioh glcich bleibt, weuu aus dein 
Jhnicte e in dor gegobonon Goraclcn fg auf diesor ein Porpondilcel errichtet 
worclen soil. 

Wird ferner verlangt, man soli irgcnd eiiioii gegebeiien reclitcii Winkel 
fci hiilften (6), so zieht man EF parallel of und El parallel ei, liiilftet 
sofort den AVinlcel FEI mitlolst dor Geradcn EL und zieht oudlieh durcli 
don Punct Cy mit EL parallel, dio Gerado ely so wird dioso oflenbar der 
I*' Oldening goniigoii. 

Dor Fall (u) ondlieli liisst sicli miltolst dos Falles («) imd oiner 
fruheren Aufgabo (§ 5, 111) leicht erlcdigon. Donn Grrichtet man aus dom 
ScliGitcl des gegebeiien Winkels auf eiiion seiner Sclioiilcel, welchc cty b 
hoissen mdgoii, otwa auf eiiion Perponclikcl (wio soeben gezoigt wordon 
(a)), so kami sofort diesor Wiukol, nach Anweisimg von § 5, III, ver- 
doppelt worclen, ch h. man hat zwei Winkel (a6), (6c), die einander gloich 
siud und den Solionkol h goinein habeii, so class der Winkel (ac?) das 
Zwoifaclio des gogebeuon Winkels (a6) ist. Errichtoi man mui woitor auf 
dioselbe Weise auf don Schonkel c oiiien Porpondikol und vorcloppclt dio 
an cliesom Schonkel liegenden boidon Winkel (<?6), (pci)y so erliiilt mau 
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il. Kupitol. Ucbfli Eigonscliaftou (kss Kilm'scs. 


^ 10 . 


zwei iiouo Schonlccl d, e, iind .os ist (itd) das Droifaohc imd («c) das 
Vierfaclio dos gcgoljcncn Winkols (ab). Aiif gloiche Woiso golaitgl jnuii 
null mittolst cinos Pcqjondikcls auf den letzten Schoiikol e ziiin 5-, (>-, 7- 
iind Sfachoii des gogobcnen ^Vinkols, iind sodaun durcli oincn nouon I’or- 
pondikol zum 9- bis Kifachcn u. s. \v. f., niimlich durcli den «*“» roi|ion- 
dikol gelangt man zura (2"+l)- bis 2“+^ faclion. 


Zwcites Kapitel. 

Uobor ojuigo Eigonscliaftoii ties iCreiscs* 


L Von liitrmonisclien Eigcuschaf Ion 

§10. 

1. Siiitl a, D, C, b (Fig, 12) irgcnd vior liarmonischo Piincto, so siiul 
jode vier Strahleii h, c, welclio von irgcnd oinoin IHiiiclo B aim (lurch 
(lieselbcn golion, obonfalls hajinoniscli (§ 3). Werdoii die vior Puncio ids 
fost angcnonnnon, und sollcn von don Strahlon zwoi yAigoordiioto^ olwa a 
mid Cy zii einandor roohiwinklig *soin, nutliin dto von don zwoi libiijidii 
cingcsclilossonon AVinkcl liiilficn, so class Winkcl (ab) = (ad) 

(§3, IV), so ist oAbnbar dor Ort des Punotos B oin Krois My wolohcr tlio 
Strcoko ac zmn Durohinossor hai. 

Dio 8traldon by d bogcgnon doin gcaaniiton Kroiso M znm yAVoiirii 
Male in e, f. Da AVinkcl (Ac*) = (t/t?), so ist auoh Hogcn ec = fc. Dalior 
folgt (wenii man dio glcichon Solincn ec, fc ziolit), dass Wiiikol y — 5 
mid Winkcl ebc = fbc; und hiorans folgt weitor, dass der zii don divi 
Htrahlon be, 6c, bf gohorige, dom be ziigcordiiete, vierto liannoniscdm Stnibl 
bqzii be senkvccht ist und init don bcidon librigon Htvahlon be (oclcrb/O^ 
bf gleiclic Winkcl bildot, nainlich AVinkcl ct = p, und dass ol)onso dev 
Sill don droi Stvalilcn bc, bc, bf gohorige, dem bc zugoordnctc, viorto iiiir- 
inoiiisttliG Stralil b): m dcin Hlralilc be sonkrcclit ist, - und niit don zw'i 
iibrigen be, bf gloiolie Winkcl bildoL A^crinbgo diosor lumnonischeii 
Strahlon folgt cndlich weitor, dass b, f, 1), B und cbonso J3y b, e, y vier 
harmonischo Pimcto sind, 

"‘) Ob.schon ilieso Kigoaseliafton zu dem TIaUptzwocko diosor Schrifi (diiUos Kajiibl) 
woiiig dieiilich siiul, so woidon sio donuocli hior kurz oiitwickoU, luid zwar dosha lb, \w\\ 
sio an nnd fiiv sicii intorossant sliid, in don Lolirbiichcrn abor iiocli fast ganzlidi foljlvn, 
imd woil sio bicli liier aiw don voihoigcliondou Botraohtiingoii loicld imd olemonlar Jib- 
loiton laSRon. 



llfti'raoHischo Kigoiiscliaflen. 
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§ 10 , 

J)a bei dicKor Bctraclitimg die vior Rincte a, b, c, b, sowic {lor Kreis 
iUh fost voraxisgoHctat sind, so siiid auch die Gcradcn 6q iiud bj:, wo- 
VOII die erste don Kreis in )), q sehnoidet, lost, dagogeu iindorn die Sfa-ali- 
loii d, l[if, be ihro Lago inlt dem Pnnete i? zuglcicli, uiimlich sie dreheii 
sicli um die foston Puncte b, b, wahrond B den Kreis dnrohliiuft. Da 
fern or die vcriindorlichen Winkel a imd (3 stcls cinandor gloich^ sind, so 
niiisacu B nnd f sicU gloichzeiLig dem I'esten Puncte q jiahorn, so class 
sio sicli zulcizL zugloieh mit ihin verouiigou, und class folglicli dio Gorado 
t (T, in wolclio in dicsom Falle der Slrahl d iibergeht, Tangeuto des Kroises 
ist, (Das JjclKtoro folgl, aucli daraus, class, wcim man sicli don Punct B 
iiacli doiu fcslon Puncte q gclangi vorstellt, nnd sicli sodaiin die Stralileu 
(Ift, qft, qc, qb donlcl, diosc harmoniscli sind, und ansserdem qn und qc 
xii cinandor rochlwinklig, mitliin Winkel cqb — cqb und folglicli 

bcf '.Paiigonlo ist.) Ebonso folgl, class b)) Tangonto des Kroises ist. 

Aus diosoii IJclraclitnngen folgl iintor aiidoren ilcr nachstolieude Sate; 
„Ziohl man dnrcli irgeucl oinon feston Punct, b odor b, bo- 
lioblgo Gorado, wie ctwa Bbc): odor bfljD, wolche oinon foslon 
ICrois M schnoiden, so isl der Ort clesjonigo'n Punclos, j; odor 1), 
wolcihor 7,u don zwoi Durclischnillspunclon, D und c, oclcr f und 
Bi , •nnd zu jonoin foslon Punclo, b odor b, dor vierto, doin letz- 
toron zugoordnole, harmonischc Punct isL, eiiio bcstirainto 
Uoracle, j,'b odor qb, wolche anf derajonigen Durcliniosscr clos 
1C roi«oH senkrccht stohl, dor (lurch don f(istonPuncL gchl, ubcb, 
uiicl wgIcIig ausscriHilb dos Kroisos liogt (j:b) odor ihn sGlinoidot 
jo nachdoin der fosto Puucl inuorlialb (0) oder aus.sorhalb 
(b) doHsolboii sich bofindoi“ „lm leizLercu Fallo, wo dor fosto 
Puixnt b aiiHRorhalb dos Krci.s(i8 liegt, schiKiidot die goiianiiio 
'/Ligohorigo Orts-Ocratlo 1)6 don Kreis in dciijoiugon PuDctcn 
Cf j iu wclfihen or von den (lurch don foslon Punct b gelioudcn 
Ta-iigonton bp, hc[ beriilirl wird/* 

Vormogo diescr gegc^nsoitigen Be/dohung des jcdosnialigeii feston Punctes, 
h odor b, und der xugeliorigen Oris-Ooradon, j:b odor l)6, heisst Joncr dev 
„ hstnuonisclie der lotztoren, und dioso lioisst die „IIannonische‘‘ 
joiio.s Ihuictos in Bezug auf don fosten Kreis, 

!L Zieht man aus dem feston Puncte b irgond zwei Seoantoii durcli 
don Kreis elwa bg und bt, so bestinimon dio vmr Durohsohnittspniicto 
fl) I vior Gorado l)el, igl, eft, gf(), odor ein vollstiiiidiges Yierseit, 
(lesson JJiagoiialon einander harmoniscli sohnoiden (§ 4), so dass also die 
zwei Diagonaloi) eg und \fi von dor dritlcn fl iu denjenigeii X^uiictoLi u 
uikI ni gosolniitton werdon, wolche zu don drei Piineton b, e, g imd b, f), 
i clio viortoii, dom b zugeordneten, harmonischen Jhmeto sind; da aber, 
Kiifolgo d(3s vorstelieiiden Satzes (I), dio nUmlichon Geradcii beg, biji von 
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dor Geradci) in dcnselbeii hannonischen Puncten n, in geschnittcn 
werdeii, .so imi.s.s folgUch die Diagonale t( mil dor Gcradeii zu.sammon- 
fallen, d. h. die Pimc'tc f, I miissen in dor irarmonischeii p q des Piinete.s 
t) liegcii. EI)cn.so foigt, dass, weiin man durch dcii Pnnet fi irgend zivoi 
Secaiiton Z?Oe, abc zielil (woven die lotztere nicht T)urclimosser zu soin 
braucht), ihro vier Durolisclniitt.spuncte B, e, ft, c mil dom Kroiso oiii 
vollstiindigos Yierseil flCd, aBx, cev bestimmen, dessen dritte Dia- 
gonale die zwei iibrigeu Bt, cic in dciijonigon Puncten p, b scliiieidon 
mass, wolclio zii don droi Puncten B, b, e uiid ft, b, c die vierten, dom 
b zugeordnoten, liarmonisciien Puncto sind, dass folglich die Diagonale v§ 
rait der llarmonischon j,’b des Pnnetes b zusammenfallt. Also: 

„Ziclit man aiis irgend ciuom festou Ptincle, b Oder b, zwei 
beliebige Secaiiten, bq, bi odor Be, ftc, durch oiiien fostenKrois 
M, so bestiinraen ihro vier Durclischnitt.spuucto, e, fl, t), i odor 
B, e, Cl, c, cin (oinfaches) Viorock, (wolohes jeno Seoanten zu 
Diagonalen hat, und) cle.sson gegonubor stehendc Soitciipaaro, 
()e und iq, ei und qt), oder Be und ae, <\B und cc, .sich auJ' dor 
Hannonischen, pq odor j;b, des jodesnialigcn fo.ston Jhnioto.s, b 
oder b, schneidou, niimlich in don Puncten (, f odor S, V.“ 

in. Zufolgc dieses Satzes (11) muss also die Harmonisclio des Puiietcs 
I, da Ije und iq zwei durch dioson Ihiiict goliondo SecaiUcn sind, durch 
die Puncto b und f gclicn; sio geht aber aucli, zufoigo (I), zugloich durch 
die Bonilmmgspuncto dor aus dom Piinct I an don Krois gologtcii Taii- 
genten. Daraus kanii go.schlosson wordoii, dass die Harmonisclio jcdcs 
beliobigon Punclos I, dor in dor Gcradon pq, abor joii.scits dos Kroiscs, 
also auf der oinen oder andoron Soito in doron Vorlaiigoning liogt, durch 
don harmoiiischen Pol b diosor Ooradon gcht, luid dass uingokohrt dor 
harniouischo Pol jcdcr durch don foston Punct b g'ohondcn Socaiilo in dor 
flarmonisohcn pq diesos Punctes, abor jensoils des Kroisos, liogt; so dass 
also die in don Durchsclmittspuncten dor Socantc, oiwa in I;, t boi der 
Secante bl)t, an den Krois gclogten Tangenton sicli in dor gonaiiuloii 
llarmonischon schneidou. Es gohon abor auch dio Ilarmouischen aller 
Puncto, wclclie iniierlialb do.s Kroiscs in dor Goraden pq, also in dor 
Strecko p q, liogen, durch don harmonischon Pol b diosor Goradon. Dcnii 
denkt man sich z. B. dio Ilarinonischo des Punctos ui, so muss dioselbo 
dor Goradon iiuC) in doinjonigou Puncto begegiien, wcloher zu den droi 
Puncten i, m, 1) dor viorte, dem ill zugoorduotc, liarmonischo Punct ist 
(I), folglich muss sic ihr in b bogegnoa. 

Ebenso foigt, dass die [larmonisclic jodos Pnnotos in der foston Gorn- 
den j;b (wololio don Krois nicht schucidot) durch don harmonj.sohoii Pol b 
der letztorou goiil. Dcnn denkt man sich otwa dio llarmonische des 
Piiuctos j.', so muss sie dor Goradeii peB in domjonigeii Puncto begognoii, 
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^vclcher za don droi Pimclon c, B der viortc, doin j xugcordnote, har- 
monischo Piinct 1st (T); da abor/ zitfolgo dcr obigeii Bctmchtnng, dcr Piinct 
b cliose EigeiivScliaft besitzt, so inuss sio folglicli dnreli b gclion. Da doi 
Punci aussorhalb dos ICreises liogt,*so sind aus ihm Tangcnten an 
diesen mdglicli, durch deren Beriilimngspimcto seine Ilarmonisclio gclit (I). 

Aus dieser Botvachtung fliossen iintcr andcren folgondc Satzo: 

1. ^Liogt cin Punct in irgend einer Geraden (wic ctwa t odor 
111 in odor j: odor r in so gobfc seine Ilannouischo dnrcli 
ihron harinonischou Pol (& odor 

Oder init anderon Worteii ansfiilirlichor; 

2. »Die Ilarmoiusclion allerPuiicto, wclclio in irgend einer 
Goradon (pq odor ;rb) licgon, schueiden einaiulor in oinem be- 
stimmtoii Piiucto (b odor B), niimlioh ini karmonisclien Pol joner 
Goraden;^* uiid uingokclu’t: „die harmoiiischon Polo allcr Geradon, 
wclclio durch irgend oinen festcii Punot (b oder B) gclieii, liegen 
in dor I-larmonisclien (pq oder yr) dos letztoron/^ 

3. „Lasst man in dor Vorstolluiig zwei Tangonten oines 
festen Kreisos j)/ sich so bowegon, dass ihr gogensoitiger Durch- 
scliiiittspunct (i odor f) langs irgend einor foston Goradon Q^c\ 
odor yx) fortgloitet, so droht sich die Gorado, welcho durch ilire 
Boruhnnigspimclo gohl, um irgcml oinen be^stimmten feston 
PiTiiot (b odor B)/^ TJnd lungokehvt: „T)rohl sich cine Sccante einos 
fosion Kreisos um irgend ehioii feslen Punct (b odor b), so bo- 
wegt sich dor Durchscliiuttsjuinct der Tangenton, durch deren 
Beruhriingspiincto sic gcht, liings irgend einor bestunmten Ge- 
radon (pq odor 

IV, Dio vorstohenden Betraclituiigon geben oiu bequemos Mittel an 
dio Hand, um die folgoiulcn Aufgaben durch Hiilfo des Dinoals allein 
zii 16 sen: 

1, yWenn in einor Ebene irgoiid ein ICrois M gogeben ist^ 
so soli mail a) dio Ilariiionisclie irgend oinos gogebonea Pimctes, 
nnd p) don hannoiiiscliGii Pol irgend einer gogebenen Geradon 
fin den. “ 

Es soi oiwa b oder b (Pig. 12) der gegobone Punct. Man ziehe durch 
denselbcn zwoi boliobigo So canton, etiva bg und bt odor Be und cic, vor- 
bindo dio vier Diirclisclmittspuncto, e, g, f), i oder By c, tt, C, in welchoii 
sic don Kreis M ficlmoidon, paarweiso durch zwoi Paar Gorado, T)e, ig 
und Ijg, ie, odor Be, ae und U-B, ec, so werdon ihro DurclischiiittspiinGto, 
I und f odor § und X, in dor yorlauglen Goradon (<y) liogon, wodiirch diese 
sofort gefimdon ist. 

Jst forner etwa die Gcrade pq oder yx gegobon (p), so suclie man 
auf dio ebon gczeigte Weiso zu irgond zwoi Puncteii dorsolben, ctwa zu 
S tu i lie r' a Worlco, I, 31 
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I imd m Oder f und die Hannomsclieii, ^so wd ihr Durclisclinittspimct, 
b odor t), dcr verlaiigte Pol seiii ([II)« 

2 . „An oinen gegebenoii Kveis M Taiigeiiton zu zioho]i, 
welolie diirch irgond eiueii gdgoboneii (aussorlialb dos Kroisos liogoii- 
dan) Puiict b golien.^^ 

Man construire die Harinonisohe :p(| dcs gegcboiion Puiiclos b (1, c() 
und vorbinde die Puncto p, q, in ^velcheii sic don Kreis sclinoidot, mit 
joucm Puncto durcli Gerado b^), bq, so sind dioso die gesuchtoii Tangoiitcii. 

Anmorkiiiig. Aiidere Siitze, wolche aiis der obigon Hotrachhuig un- 
mittelbar folgcii, und wolohe zum Tlieil die dcni Kroisc oillgoscll^icbcncM^ 
und mnschriobouen Dreieclce, Vicrccko ii. s. w. betrcfYoiij 'worden liior als 
zu weit von dem gegciiwartigcn Zweeke ablicgciid iiliergaugon, Man iiudet 
dieselben, nebsL don vorstelieiidcn Siitzen imd Aufgabon, in dor oboii gc- 
iianntcn Sobrift (Systomatisclie Eulwickoluug etc.) auf urnfassende^ 
dem Gogonstando angemessone Weise fiir alio Kcgolscliniite ziigloicli be- 
wieson, — Dio vorstohendon Satzo sind iibrigens die Gmndlago dor soge- 
nannteii yyTheorie des 'polaires rkiproqimJ^^ 

II. Vom Aohnliclikoitspunot. 

§ It 

Ziolit man in oinerEbciio diircb irgond cinen Puncto (Pig\ ]3) nach 
alien Riohtungen Stralilon (Gevade) Aa^ Ac^ , . . und boziolit miltolnt 
dieser Strahlon allc Puncte dor Ebone dergoatalt auf oinaudor, dass jedcni 
Piinctc a in oinom solchcn Stralil A a eiii aiidoror Puiict Hj im nilmliolioii 
Stralil entspricht und zwar uiUcr dor Dedingung, dass die Abstiiiule jo 
zwoier ontsprochondon Puncto von dom Puncto Ay z. B. -4a und durcli- 
weg oin und dasselbe gegobeno Vorliiiltiuss haben, otwa nln^^ so wird 
dadurch ein sololios BoziolumgsSysioin bowirkt^ in welchom dio Ebeno 
doppelt gosetzt ist, odor was man sich auch so vorstollcn kann, als liigcn 
zwei Ebenoii, dio Ey lioisson mogoii, auf oinaudor, indom niunlicli joder 
Puuct sowohl als dor oinon, wio dor aiidorcn Ebone angohorond aiigesehon 
wordon kann; z. B, donPunct c(bj kaiin man als dor Ebono jE angohorond 
betrachten, also als c, und dann ontspriclit ilim dor Punct c^, odor man 
kann ilm als dor Ebono augolidrond ansohon, das ist als b^, und dann 
ents 2 )i‘iclit ilun dor Punct b. 

Liisst man in Oodankon don Punct a sich so bowogon, dass or doin 
Puncto A nailer riickt, so muss nothwondigerweiso aucli dor ihin out- 
sprechendo Punct gloichzoitig dom foston Puncto A sich nalieni, bis 
zulotzt beiclo ziigloich sich mit A voroinigon. Doinnacli kann man sugen, 
es soion in A zwei ontspreclionde Puncte veroinigt, und es ial 
klar, class dieso Eigoiischaft nur diesoin Puncto alloin zukommon kanii 
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(ausgeiiommen boi clom bcsontloren BeziGlmngssystoin, wo das gonaniito 
Vorliallniss n :n^=l ist, in Avelcliom Fallo jedor Punct mit seiiiem ent- 
sprechondon zusaminonfallt). 

Axis dcm einfachon Oesotz, diircli Welches dio ciitsprcclionclen Pmicto 
dor 52wei Ebouen Ey bestimint sind, foigt nun aiich iinmittolbaT die 

gegGnseitige Bozieliuiig, welclio irgeiid ciu System von Piinctcn in dor oiuen 
Ebcae zu deni iliin oiitsprechoiideii System voii Punefcen in dor amlcroii 
Ebono hat; cl. h. weiin in dcr eiiicn Ebono irgend eiiio Figiir gegebeii isi, 
so liisst sicli loiclit angoben, was fur oiiio Figur ilu* in dor anderon Ebono 
Giilsprichi, uiid wclclie gegensoitige Bczielumg irgond zwei solche ont- 
sprecliondo Figiiren zu eiuandor habon. Niimlich dio IlaujDteigeiischaftcn 
odor llauptsiitzo iiber dieso Bozioliimg griindcii sioh aiif Folgendes: 

Es ist zuniiclist Idar, class die Gcrade ab, wclcho clurcli irgend zwoi 
Punclo a, b dev oiuoii Ebene A/ gelit, mit derjonigou Goracloii a,b,, wolclie 
durcli dio Giitspreclionclcn zwei Puiicto b^ dor anclorcn Eboiie E^ geht, 
pamllol isl, und dass sich dio Strcclcon ab, a,bi in clieson Gcraden, welcho 
durcli dio gonaniitea Punoto begrenzt werdon, ebonso zu oinaiider vorlialten, 
wio dio Abstiinde irgond zwoier entsprocliondon Piincto vom Punoto A; 
d. li. class sick vorhiilt 

ab J a^bj = n : 

Donn zufolgo dos Boziolumgssystoms siiid oftbnbar dio Droieeko aAb uucl 
Ui-dib, aluilioli, woraiis sofoii dio ausgosprochenon Boliaiiptiuigoii immittoE 
bar folgojK Aolinlicliorweiso foigt weitor, dass jede dor zwoi Goraden 
ab, alio Puncte cnthalt, welcho don sainmtliclicn Panotoii in dor 
anderon Goradon entsprochen; namlich irgond oinom Punoto in dor oinon 
Goraclon, z. B. dom Puncte e in dor Goraden ab, ontspriclit clorjcnige 
Punct Cl in dor anderon Goraden ajbi, wclcher mit ihm in dcmsolbon 
(dutch A gclioiiclon) Sirahlo liegt, so dass also jeclcr Goraden in dor oinon 
Ebeno irgond eiiie bostimmto Gerade in dor anclorcn Ebono enlspricht. 
Daraiis fliosson folgende SiUzo: 

1. jjJodor Goraden in dor oinon Ebono ontspriclit oino bo- 
stiinmtc Gorado in dor anderon Ebono; d. h. alien Piuicton in 
dor erstoii Goraden entsprochon die slimnitlichen Punoto in dcr 
zwoiton Goradon; je zwoi solche enlspreoliende Gorado sind 
uiitor sich parallel, und jo zwoi ontsproohondo Strccken (in 
zwoi solchoii Gcraclon) vorlialton sich oboiiso, wio dio Abstando 
irgond zweior ontsproohouden Piincto yom Punoto A, also wio 
Und umgekohrt: „Eine Gorado, die tltirch irgend zwoi 
Puncte in dor oinon Ebono geht, entsprichi dorjonigen Goradon, 
wolclio (lurch dio entsprocliondon Puncte in (lor andoron Ebeiio 
bestimmt wird/^ Bin wosentlichor bosoiidercr Fall hiervon ist dor fob 
goiulo Satz: 


31 ^ 
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n, „Injccler Goradon, wolohc duroli A gohl, al«t) in jpilom 
Stralil siiul zwei ontsprcclionclo (rorado vcrcinfgt." 

TfL „DGin Durchscliuiltspuiicto irgeiul zwoior CroraiUii in 
dor einoii Ebenc ontspricht dor Durchscluiittapimot dc.r ilinon 
ciitsprochendon Geradcn in dor andorcn Ebono,“ 

IV. „Ziolit man axis irgoncl zwoi onlsproehondoii Pnncton, 
chxa axis a xuid n,, nach beliobigor Riclxlung zwoi jiiiralloU' 
Strcckcix, etwa ac xind ajC, , die .sich donx Bcziolnxngssy,slom go- 
ma.s.s verhalton, also nc:c,e, — , so stud iliro axitloron En<l- 

pxincte, e xiiid e^, cbonfalls ontsproeheixdo Pxmelo iind iiogon 
als solclie in irgond oinom (dxxroli A gohonden) Slr.alil.« 

Aus diesen Funclamcnialsafzon foJgoxi nuix xvoitor dio nach.slohon- 
don Safzo: 


V. -^Irgond oiner goradliiiigou Figixr in dor oinoxi Eliono 
ontspricht eino iilinliclie xxnd ahxilichliogondc Figxxr in dor nn- 
doreii Ebeiio, niimlich dio Eclccn boidcr Figxxroii siiid oixt- 
sprochendo Puncte. so dass sie paanvoiso in Straliloxi liogon,' 
(die diirclx A gohon) und ilire Scilcn sind ontsprooboudo Oorndxx 
(odor Strecken), also paarwoise parallel." 

VI. „Irgond oinor krunxxnon Liuio C in dor pin on KI>pijo A' 
ontspricht eino iihnliche xxnd ahnlichliogondo Cuiwo 6* in dor 
aiideren Ebeno die Puncte, in xvolchon dio orslo biivvo (! 
voii irgond cinor Goraden (? geschnitten wird, oulsproehoii don 
liiiicton, in wolchon die diosor ontsprochondo Oorado I? dio 
zweito Curve 0, schneidot, so dass also C xxnd G sioh in oboiiso 
viGlen Ixiiicten schneidoii, als 17, xxnd (?.; dahor wird jodnr 
Tangentc dor erston Curve auch eino bosthniuto, joiior ptix-aJIrslo 
Pangente dor zweiten Curve enlsprcchon, und zwar inu.sson aiieJ, 

1 ire Berxihiningspxincto ontsprochondo Puncte soin; iodor diirnh 

die^'a^J! bon'iJ.rt axtoh 

Pxincto;" »>oruhrt or sio im ontaprochoiidon 

lusljesondere folgt also hioraiis, class: 

Jfroil^n f^or oinon Ebonc obonfafls oiii 

f)f w*! f an'Icren Ebonc ontsprochon innH.s, und dass aiiplj 

,T'‘" r„rto 

Zufolge diosor Eigenschaften des Boziohxinga,systojns xvird dor Ptinot 
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a) jo zwei onlsprcolienclo Pmictc, wio a uiwl o,, »uf einerlci Soitc 
vom Achnlichlceitspimct A annolimcn, wio Lei dor vorstchenden 
ficti'iiclitung gcscliehen ist, odor 

P) jc zwoi cJitspreclioiulo I’uncto aiif ontgogongosotzlou Scitou vom 
Aohuliclilcoitspiiiioto amiolimon, in wolcliom Fallc diesor fortaii 
diu'ch I liozoiclmct werdeii wil'd. 

Dicso l)oidon Fiillo worden in dor Folgo daduroli imtoi'.scliiodon, dnss 
inaii boim orston Falle sagt, das Bezieluiiigssystem habo oinou „aiissoi'on“, 
imd bciin awciloii Fallo, os habo cinon „innoi'on“ Aolinliehicoitspunct. 

Jc zwoi iihnliche Figuron, goradlinigo odor truininlinigo , lasseii sicli 
soAvolil so logon, da.ss sie oinon iins.soi'on, als aiicii so, dnss sio oinou 
innereii AolmlichlceUspiinct haben, Es giebt auch cine gowisse Klasso 
<*011 Figuron, die boidon Forderimgen zugloich gcniigen kiinnon, d. h, die 
Stoll in solcliG Lage bringon lasson, dass sio /.ugleicli cinon aus.scron und 
oinou innei'ou Aoluilichkcil.spunct habon. AVird von awoi Figuron in cuicr 
Ebeno gosiigt, sio soieu filiulich und aluiliohlicgcnd, so habon sic allemal 
oinou Aolmliolikoilspunct (V u. YI). 

§ n- 

I. Aus don vorstcliondcn allgomoinen Gosctxicn hbor don Aolinlich- 
kcilspunci folgcn fiiv don Kreis iiisbcsondoro naclistohendo Eigonsoliafton; 

„Sind in oinor Ebeno irgend zwoi Kroiso gegebon, gloicli-^ 
viol wolcho gogensoitigo Lago sio habon mogen, so habon sio 
allemal zugloich oinon !ins.soren und oiiion inueron Aohnlich- 
koitspuncL. “ 

Es scion M, il/, (Fig. 14) dio Mittolpuncto ilor Kroiso und otwa nb, 
fl,b, irgend zwoi parallolc l)urclnnos.sor dorsolbon, so Avorden, Avenu man 
diu’cli dio Mittolpnnclc dio Gorado MM^ ziolil., dio fortan »Axo“ licissen 
.soil, dio auf oinorlei Soito dor Axo liogbndon Eiidpuncto dor Durchmossor 
tnit doin iin.ssoron, und die auf ciilgogongosotzten Seiten dorsolbon liogen- 
flon Endpuiicte mil dom iimorcn Aolmliclikoitspuiict in Goradoii liegon; 
d. h. dio Clcradon odor Straldcn nn„ M, hegognon dor Axo in irgend 
oiuoni und doiiisclbon fosten FuncLo ./I, und dio btvahlon b(t, bogegnon 
ilir in oiiiom I'osten Jhinote I. Bonn vormogo dor I’arallolitiit dor Durcli- 
ino.s.sor sind offonbar dio Breicoko AAh und so wio dio Broicoko 

/J/rt und iilinlioli, Avonuus folgt, dass: 

(rt) AAl : Ail/, = il/n : J/, a, 

und 

(/,) UI-. UI^ — AIiX ; il/,b„ 

was, Avio man sioht, dom Frincip dcs Aohniichkoitspnncics geniigt;^ da 
iiiimlioli dio VorhiiltniHSo rcclits, dio aus doii Radicn dor Kroiso gcbildet 
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sindj constant bloiben, wclcho parallolc Tliclitiing dieso Eadien iimnorliin 
liabon mogen, so miissen aucli dio Verhiiltnisso links, also ylili : nnd 

doiisolboii bestiindigen Worth liaben, etwa n:n^y luid dnhor 
musseu (da die Mittolpimcto jl/j fest sind): „allc Gcradon odor 
Strahlon, welclie durch dio aiif einerloi Soite dor Axe ][h\[^ lie- 
gendon Eiulpuncto parallolor Diirohmossor gohon, dor A\o in 
einom iind dcmsolben foston Puucto imd dio Strahlon, 
wolcho diircli dio aiif ontgogengGSotzten Seiteu dor Axo Uogon- 
den Endpuncio gohen, ilirinoinom und dcmsolben fostcii Pniujto 
/ bogoguon, luid dioso zwoi fosien Puncte sind dio Aeliiilioli- 
keitspunoto dor gegebenen Kroiso‘^ 

Da ist, als ITalbiiiessor dos Kreisos so sind dio z^voi 

Yerhaltiiisso rcchts (in {a) und (b)) oinaiider glcicli, dalior ist audi 
{c) AMxAM^ 

daslioisst: „Dio zwoi Mittolpunctc My dorKroiso und dio zwoi 
Aohnliclikoitspuncte yf, / dorseibcn sind allomal ziisamineii vior 
harmonischo Puncte, uud zwar sind sowolil joiiozwoi, wio dioso 
zwoi, zugeordneto harmonischo Punoto^^ 

Audi kann bomerlct werdon, dass dio Mittolpunctc dor Kvoiso uolli- 
wendigorweise immer auf oinorloi Soito dcs aiissoron Aohnliclikoitspnnclc.s 
liogen, dagegon dor imiore Aehnliclikcilspiincl iininor zwisclioii ilmon lie- 
gen muss. 

Pernor sind iiber dio gcgoiiscilige Lago dor Kvoiso und iliror Aelin- 
lichkoitspuncto folgondo Unistando zu merkoji: 

1) Wonn die Kroiso ganz ausscr oiiiandor licgon, so Hchnoidoii Hioli 
iln’O ausseron gonioinschaftlicheii Tangoiiton iin Siisscron Aohnliclilcoils- 
pimcto Ay und ilne iimerou gemeinschaftlicliou 'fangonton schnoidoii sioh 
im innerou Aohiilichkoitispiuicto ly so (lass also boido AolmliclikcitHpunclo 
aussorlialb boidcr Kroiso liogon, 

2) Llisst man in dor Vorstollung die Kroiso oinuudor miller riickon, 
odor, weiin dio Mitlolpiincto und Aolinliohkoitspuhcto fost bloibou solloir, 
in gleichom VorliaUiiiss grosser worden, bis sio sicli bcriilivon, d. li, aiissor- 
lich boriihren, so ist ihr Boruhrimgspiinci zugleich ihr iimcror Aelut- 
lichkoitspimct 

3) Bowogt man auf dioselbo Woiso die Kroiso woitor,^ bis sio oiii- 
andor sclmoideji, so liogt dor iimoro AohnUclikeitspunci I innorlialb boi- 
dor Kreise. 

4) Dringt dor kloinero Krois so tiof in den grossoron, dass or ilni 
mil nocli bcriilirt, d. h. innorlicli bcriilirt, so ist ihr Boruhrinigspuncl 
zugleich ihr iiussoror Aohnliclikoitspimct, 

5) Golaiigt dor klcinoro Kreis ganz innorlialb dcs grossoron, so lit^goii 
beide Aoliiiliclikoitspunoio innorlialb dos klcincron Kroiscs. 
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6) Wordoii oncllich die Kreiso concontrisch , so fallen boiclo Acini' 
lidikcitspinicto inU ihrem goincinschartlichon Miticlpiiiicto zusamineu. 

7) Sind iiisbosondct’o die Kreise eiimndor gloicli, gloicliviol ob sio 
einniidcr sclinoidcii Oder aiisser einandcr liegen, so liegt dor iimcre Aelm- 
liclikeitspiinct I iu dor Mitto zwisclion ihron Mittelpinicteii, imd dor iiusscro 
Aclmliclxkeitspunct A ist iincndlicli ontfernt. 

Von dor RichtigkeiL diescr Angaboii wire! man sicli (lurch Iliilfo dor 
obigcii Bcitraclitungen sohr loiclit iiborzougon koniien. 

Tf. Nacli YOrslehcndor Betrachtmig liogon dio Endpimcte irgeiid zweier 
parallclon Radion dor zwoi Kreise init dem aiisseron odor iimercn Aolm- 
Jiclikoitspmici in oiner Goraden, jo naclidom sio auf cinorloi odor auf vor- 
sohiodenon Seilen dor Axo MM^ liegon. Daher muss nothwoiKligerweiso 
auch das Uingekohrto slaitfindon, niimlich: 

jjZioht man durch einon dor bcidcu Aohnlinlikoitspuncte 
I zwoicr gegeboneu Kroiso irgoiul oino Gorado, wolche 

don oinen Krois schneidot, so schneidot sio iiothwondigorwcise 
aucJi don andoron Krois und zwar in ontspreolioiidon Pune ton, 
so (lass dionach dicscu Piinctcn gozogenon Radion boidor Kroiso 
paarwoiso parallol sind, z. B. boi cinor durcli A gcjhoiidcu Go- 
radon, wolclio dio Kroiso il/j cjtwa ini) und c, IDi und solinoi- 
dot, milsson sowohl dio Radion jVl) und als jl/c und Jl/jCj 

parallel soiiV^ 

lEL Da fiir boido Aohnlichkoilssystomc das Vorliiiltniss duvcli 

wolclios die onlsprechondcn Punclo bestimmt sind (§ 11), duroli die Ra- 
dicn dor Kroiso gegoben 1st (1), mithin fiir boid(5 don niimliclien Worth 
lull, und da sOAVold als W\IM^ diosem Wcrllio gloich Ut (I, 

a und 6), so sind folglich i/uii(07, in boidoii Systemcn zuglcich 
onLHj>re(jhendo Punoto, 

Nimmt man irgend oinon boliebigon Iknict q an und boirachtot ilm, 
in llo/mg auf boido Aohnliclikcitssystomo, aks init dom Kroiso M dorsclbcn 
Ebono angohorond (§11), so wordeii ihm in dor aml(5ron Ebono A/,, 
weRlior dor andoro Krois angohort, zwoi vorsciliiedono Puucte out- 
Hprochen, niimlich os entspricliL ihm oin bostimmlor Panel qj in Bezug auf 
den Aohnliclikeitspunct ..I und oin bostimmlor Ikmct p, vormogo dcs Aolm- 
lichkcitspunctes 4 os miissen dioso zwoi Punclo q^, pj offenbar in oinom 
und doinsolboii Durclimossor dos Kreisos liogon und zwar so, dass sio 
gloi(ili Avoit von (lesson Mittolpimct ontfornt sciii; d. In, cs muss 
oino Gorado imd (\^M^ — sind Bonn da M und in Bozug aui 
Ijoide Aolmlichkeilspuiicto cntsprochondo Puncto Rind, imd da fernor q und 
in Boziig auf don Aoliiilichkcitspunct A und q und p^ in Bozug auf 
den Aclmliclikoitspunct [ ontsprochendo Puncto md, so ist dcmnaoli so- 
wohl als parallol M(\ (§11, J), also q^il/jp^ oino Gorado, und 
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II. Kapitol. Ucber Eiffoiiscimfton des Krcisex. 


§ 1 -’. 


cs vorlialt sicli 
mul 

mithin (I, c): 
uucl folglich: 


AM: AM, = Mq : M,q„ 
IM: IM,=Mq:M,)ii„ 

il/cl : M,q, = Mq : M,^, 


Also: „Ivgon(l eiiicm Puncto, wcichou man al.s zu aom oiiioii 
Kreise gchorcud ansieht, wio otwa dojn Punclo (] al« zu {loin 
Krcisc A/ gchoroncl angesehen, onlsprochoii vonniigo dor zwoi 
Aclinlichkeitspiincte A, T in Bozug auf den andoron Krois M, 
zweisolclie Puncto q„ wclclio inoincni and domKolbon Duroh- 
mcssor dieses Kroises liegon und gloich woit von .soinom Jlittol- 
puncto (auf enigegcngcsclztcn Scitcu) abstolion; uiid os liabcn nur 
die Mittclpuncte M, M, dor zwoi Kreise allcin die Eigonscliaft, 
da.ss .sie in Riicksicht auf boidc Aohnlickkoitsinincto zugloitsh 
cntspr echcudc Punclo .sind. “ 

Hiernach kanu man leicht, wenn otwa dor oino Krois iV, gozoichnel 
vorliegt aber der audorc nioM, und wenn dio Aolinliclikeiispimoto A, T 
gcgoben sind, zu irgend oinom Puncto oiler p,, wolclion man nls zii 
dem ersten Kreise gehbrcud ansiolil, don ontsproolioiidi'n Punot in An- 
sehiing des zweileu Kreises fiir da.s iiussore mul imioro Aolmliohkoils- 
system finden. Nandich man zioiit die Ooradc q,di(p,, niinmt don Piinnl 
p, oiler q, .so an, dass q,iV, = A/,p, (was untor dor Voraussotzung, da.s.s 
der Krois i/, gegcbeu sei, loicht go.scliohon kann) und zioht dio fjoradon 
Aq,, /pi, so werden sicli diose in dom vcrlangton Puncto q sclnuuilon. 
Zioht man forner dio Goradon -dp,, /q„ so .solinoidon sioli iUo.so in eineni 
Puncte p, Avelclier obonfalls dor Fordorung goniigt, und os i.st qd/p oino 
Gerade und qA/=i)/p. Am einfaclrston .sind dio Puncto zu iinilon, wolclio 
in dem Uinfango des Kreises liogou, woil niiinlich fiir itiosou Fall in jo- 
dom Durchmosser des gegobonon Kroisos unmillolbar zwoi gloicho iStrcckini 
gcgoben sind, wic z. B. im Durclimossor Uj^, dio Btrockon q, A/, mul 
jV,b,, wodnrch sofort iiaoh dor obon angogobonou Woiso dio 
Endpuncte a, p dos entsproclioudon Durolimossors im anilorcn 
Kreise gofniiden werdou. Dioso lotzto Coiustruction iindot bin don 
miten folgenden Aufgabou (§ 18) Jiiiuilgo Anwondung. 

Aus dom vorstehendon Satzo folgort man forner loiciit: „l)a.ss jo dor 
Geradeu, die man als zu dom oinon Kroi.so gohdrond au.sioht, 
wio z. B, irgend eincr Goradon G, dio man sioli al.s zum Kroi.so 
A/ gohoi'oud vorstollt, in Iliick.siciit auf dio zwoi Aolinliclilcoits- 
puncte A,I, zwoi verschiodono, zum Kroiso A/, gohiirigo (roraiio 



§ 12 . 


Voin Aohnliclikoilspuiiti . 


' 4B9 


ffj, oiitsprochcn, wclclic iintcr sich parallel sind (wcil jcclo 
os mit jonor G ist) iind wolcho gleich "wcit vom Mittelpnncto 
j\f^ abfttelieu/^ ^Gclit die Gerado G iiisbcsondoTe diirch don Mittelpunct 
j\f dcs xugoliurigcii Kroisos, so fallen die zwoi Goradon G^^ aiif cin- 
ander iind golien cbonfalls dnreh den llittclpuiioi ihros zugeltdrigon 
Kreisos „iiiid falU oudlich G mil dor Axo MM^ zui^ammou , so ver- 
einigeu sicli- G^, mit iln%“’^) 

Ziim lloliufo dc8 Folgcndoii ist os zweckniassig, deu liicr boirachteton 
Elcmculcn bostiinmlc Boncnniingou bcizulegoii. Niinalicli irgond z^voi ciii- 

Von dor grosson Meiigo von Anwenduugen, dio aiis do a Eigonschafion des Achn- 
lichkoitspimctos sich abloiten lasscii, iiiul dio ich an cincm andoron Orto aiisfiihrlich 
Gntwiclcclii woidoj will ich hior nnv oin Bcispiol kiiiz andcuteiij wolclies deu Ziisammoii- 
hung ciiiigor lumfig botrachteteu inorkwiivdigon Piincto des gesadlinigon Dreiccks anf 
ciiio eigen Hiuinliclio Weiso aafkliud, uamlich das folgendo Bcispiol: 

1. Ziohfc man in oinom beliobigon Bioiocke abc (Fig. 15) niis den Eckoii ]iaeh don 
Mitton a,, Dj, Cj dor gogeuulerliegcndeu Seitou gorado Lmiena«i, bh], CC], so sclmoi- 
dcu sicli dicso bekaiiiiilich in cineni mid domsolbon Puiicto I und thoilon eiuaiidoi iloi- 
go&talt^ (kss sich dio Abschnitto oinov jodon zn cinandei vcrhaUcn wio 2;£j d. li, cs 
vorliult sicJi; 

(1) li \ : Jfli = n ; ibi = /c : /c, = 2 ; 1. 

Damns folgfc also, dnss man don Pimct/ als Aoliiiliclilceitspunct (odci Projections- 
punct) cines Boziolmng>ssy, stems ansohon kaiin, in wolchom ci iim! n, , D und b, , c und Ci 
cntspiGCbcndo Puiicto sind, so dass a, b, c dor eineii Eboiio E und vij, b^, Ci dei an- 
doron Ebono angehmoii, oder dass mit eineni Woit dio Dieiocko abc und rtiOiCi 
ontspicdiondo Dieiecko sind, mul dass jo zwoi idmliclilicgcnde Piinoto in Bezug auf 
(lieso broiccko auch zugloicli illinlioliliogendo Puncto in Bezug auf don Aohnlielikcits- 
piiin’t / sind, d. Ji. mit diosom in einer Goiadon liegon und von ihni imch dein be- 
slaiidigcn VoildUtniss von 2: 1 ontfovnt sind (§11). 

"\Yivd mill femur als bokannt voransgesotzt , dass die drei Lotho tijil/, bjil/, Cjil/, 
\solcho mis den Mitten Oi, bj, Ci dor Soiton des oiston Droiccks obc auf diesen Sciton 
eiiiciitut werdon, cinauder in eiiicin Pimcto M troffon, niiinlicb im Mittelpuncte des deni 
Dioicok iiinsclniobonon Krciscs, mid wird bomeikt, dass cliosolbon zngleich auch auf 
don cntspiocbcnden Soiten des zweiten Dioioeks aibiCi perpendicular bind (weil dioso 
boziobhch nut jonen parnllol sind), so folgt, wenn man joiio Lotlio fur oinon Augonhlick 
Ills zu iloin Droiock nib[C, gubmond ansiolit) vormogo des Aolmlichlccithpunctos / un~ 
niillolbai , class auch die ihnon entspi cchondon drei Geiadon, d. i. dio diircli dio Ecken 
0, b, c (Ics uislon Droiecks mit jenon Lothen parallelon, mid iiiithin zu don Gogonsoiton 
dieses Droiocks sonkreebton Goradon aA, bA, cA oiiiaiidor in oincra bcstiinmtcn Puncto 
^1 trefTcn, und zwar in demjonigon Punclo, welcher jonom Pnneto il/ ontapiiclit, so dass 
folglicli dio dioi Pnneto J/, /, A in oiiicv Goiaclen (Projectionsstrahl) liogcii, und dass 
sicb 'voriiiilt: 

( 2 ) IA:ni—2ih 

Zugloicli folgt zunAehst ans dieser Betraclituiig anf doppolto Woiso dcr bokniuUo 
Saiz; „DahS dio aiis den Eckon anf dio Gogonsoiteu oin os Droiocks (rtiOiCj, 
odor nbO gofiillteii Lotbo (rtjiV, bji!/, Cnl/, odor a A, bA, cA) allenial oiuandor 
ill einom und domsolbon Punct e (^1/ odor A) tioffen.*^ 
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l(. Kapitol, ITeber Eigonscliaftai <lcs Kroisos. 


§ 32 . 

sprccliciKlo Viiiicto, wio etwa f[ imdcf,, ocler q uikI sollon in dor Folge^ 
in Ruck*'^icht auf die zwoi Kvciso doiien sio ziigolidron, „ii]ni-. 

lich liegondo Puiicto“ gonamU wordoii. Ebonso sollcn zwoi Gcrado^ 
woUdie ill Bezug aiif cincs tier zwei Aehiilichkoitssysteinc onfcsprcclioiido 
Gemde sind, fortan in Riicksicht auf die Kroiso 5 ,iilinltcli liegende Go- 
rade“ lioid*soii. EudlicJi soil jeder Strahl, wclclior durch oiuen dor zwei 
Aehnlichkoitspuncto A odor / gclit, in RiicksiclR auf dio Ivreiso „ Aolin- 
lichkeifcsstrahl^^ (odor „ProjccLionsstralil^^) genannt wcrdcii. 

Es folgt woitei, wenu man nainlicJi den Piiiict M als iler erst on Ebeno E atigc- 
huroncl aiihiolit, und javuy nlj> Jlittolpuiict dcs dem Diciock aOc umfjchiiobcnoii Kreiscs, 
da 'IS ihm danii dor Mittoljnmct JLfi des dom Drcicck rtiDjCi iiinaduu^bciioii Kroises ont- 
apiiclit, uiul da^s folglich dieser IctKtcro Pnnet Mi obeiifnlls in dom voigonauiiten Pio- 
jectionsstrahl MIA liegen muss, und zwar so liegen muss, dass sicli vorhulfc; 

( 3 ) — 

tiws diesem und dom vorigen (2) Verliiiltniss folgt, wio man in dor Figur siolit, 
dass sich auch vorhult: 

(.1) AA/:AMi =: 2:1, 

so dass also dci Pimct A offenbar der iiussero Aolinljchkcitspiiuct der zwoi Ki’eiso 
M, Ml ist. 

Domnacli hat man den folgondon Satz: 

„Boi jodom boliobigon Drciock aOc liogon die zwoi Puncto A und i, 
woven dor oino A doi Dui chsohnittspuiict der droi Hohon und dor an- 
(loro / doi Dnrchsclinittspunct dor drei aus don Eckon iiacli don Mitton 
(loi Gogonseiten gezogciion (roradon ist, mit don Mittolpuiicton M und 
ilf, der zwoiKroiso, woven dor oino doniDroicck umschrioboii ist und dor 
tandero diiich dio Mitten doi Soitcu ilcssolboii gobt, allomal in oinor und 
doisolbon Goiadcu, und zwar sind die orstgonamilon zwoi Puncto dio 
AohnlicliJioitspuucto. doi zwoi ICroise, so dass also dio vior gonaniiton 
Puncto liarmoniseh liogen (§ J2, 1), woboi sowolil das orsto wio das zwoi to 
Puiictepaar zugooidnoto iiarmonischo Puncto sind; unri for nor sind dio 
Abstiindo dor vior Puncto von einandor namontlicJi so bescliaffon, dass 
sich vorlialt; 

(6) I Ml \ JM: A Ml ; A M = 1 : 2 : a ; 6/^ 

n. Vonnogo dor Kroiso JA, J/, und ilirci Aolmliclikoitspuncto ^l, I folgcrt man 
inimittolbai iioch mchr Eigonsdiaftou, z. II. naohstehondo : 

1) Dio Sireckon Ady Aby At in E outsprechon in Ansohung dos iiiuoron Aolni* 
liclikcitspuuclcs I tien Strockon Mbn Mti in Ei; dalioi vorhiilt sich: 

A 0 : J/iij ™ A D : Mbi Ac ; Mti = 2 : I, 

2) Dio Puncto 6i, ci, in wolchon dor Kvois Mi dio Stmlilcn A a, Ab, 
schnoidot, sind, vermogo dcs aussoren Aohnliclikoitspunctos A, dio Milieu dicsor Stiahleii, 
so dass sich vorhiilt : 

A a : A rt| — A & ; A A c : A Cl ™ 2 : 1, 

.3) Bezoicliuet man dio Puncto, in Avolehon dio Kroiso M imd il/j von den (bei 
durch ihron itmoroii Aohiiliclikoilspunct 1 gehondon Slralilen 00,, Mb, cCi gosclmitton 
wojdoii, boziohlich diuch b und bj, c uud Ci, f und b, so vcrbiili sich; 

ibj/b, — /f;/br=:r2; 1. 



§18. 


Vom Aclmliclikcitspunct. 
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§ 13. 

T. Botraclitol man in cinor Ehono irgoiul ilroi Kroiso^ dorcn Slittol- 
puiictc (Kig. 17) nicht in oincr (joradon liognn, «o goliorcn 

/Ai jo zwei densolben zwei Aclinliclikeitspiincte , oiii iuisscror iiiid oin iii- 
iioror (§ 12); e.s seicn mid iiiul nnd bozichlich dio 

Acliiilichkoilspimctc der Kroispaavc i)/, iind j)/j, il/j iind iind il^. 

Von diosoii .scchs AolmlLchkcittipunctGii liogon immcr vicrraal droi in 
oinor Goradon, niimlicli dio droi iuisseroii liogon in ciner Gemdcii, iind 
jodcr ituriscro liogt mil don boidcn ihin nicht ziigolibrigen iiinorcn in oincr 


4) Ba (lor Piinct ill, in dor Milto zwischon liegt (1,4), mill da il/di inid 

Acli zii flia, scnkrcclit yind, so imiss folglich dor Kreis J/, aucli dmch a, gohoii^ well 
ei (lurch di gcht; ohonso muss or dnrch p, uiid y, golioii, Oder dassoliio folgt aiieh 
darans, (lass il/la, parallel J/a, vormtigo dcs A(?lniliclikoitspimctcs /, iind aiieh ilZa, 
parallol ilfa, vormdgo des Aohnlichkeilspuiicles .d, dass imthiii aiitZa, oiii Duvchniosser 
des Kveiscs ilZ, and folglich a,«,a, cm rechicr AViiikcl iiii Ilalbkroiso ist^ u. s* w. 

5) Wordon also dio Sirahloii , ^Ip,, -/iy, voiiringort, bis sic doii crstoii Kiois 
M ill p, y schnoidon, so vorluilt sich, voimogo des AGlmlichkcitspunctes A\ 

yla ; ila, nr yjp ; Ap, ^ Ay ; ^y, 2 ; 1, 

0) Vermogo dcs Kreises ii/, folgt mm weitcr (4 und § 17), dassj 

llcchtcck d 0, . a pi := a Ci . a y, , 

^ - Oni.Daj ™ bCi.byi, 

und 

cdj. ccti “ cD,. (P|. 

7) Vormogo dos Aolmliclikoitspuiiclcs A folgt (§ 17), dass: 

Ucchtcclc Ad.Aai — Ab.APi = Ac ,Ayj ™ 

Aa,Art| =rr A p,A/?i — Ay .Acl j 

und Ycnnogo dos Aohniichkoilspuucios / folgt, (lass: 

llochtock /a./bi ™ =/c./fi = 

1) ios(i vorstohondoii 8(11 zo (1 bis 7) wird man loiclit iiach gowdliuHchor Woiso in 
AVortcii abfasson kiinnon, wio z. II. folgoiidon Satz: 

„Iii jodoiu Broiock abt liogon dio 12 Puiiclo — niimlich dio droiMittoB 
p line to rtj , bi , c, (lor Soitoii, dio dioi Vusspunoto , Pi, y, dor Kdhon, dio 
droi Mittolpuiicio «| , i,, C| doijonigou Stiockoii dor litdien, wolcho zwi- 
sebon ill r OIII Durclischnittspuncto A und don Kckoii dos Broiocka liogon, 
uiul oiidlicli dio droi Puiictob,, Cj, ft, wolcho in den aiis don Eckon durcli 
dio Mitt on dor (rogoiisoilon gozogoiion Go radon liogon, und you doron 
goin oiiiscliaflliehom Burchscdinittspuucto / halb so woit ontfenxt aind, 
als (lie Pune to b, C, f, in wolchon dies ol bon Go radon don unischriobonon 
Krois 3/ schnoidoii, ubor mit don lotztoron nicht auf oiiiorloi Soitoii 
jonos Pnnetos / liogon — allonial zus amnion in oxnoni uud domsolbon 
Kioiso U. s. w. 

TIL III Folgo (ki oliigoii Boniorliung (I), dass idmlichliogondo Puncto in Bozug 
auf dio Droiocko al'C, n|b|C| aucli ziigleich in Botraclii dcxs Aolinlichkoitspimctes I iihn- 
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fl. Kapitel. IJeboi Eiguiisdiaftcii de^ [irciscs. 


§ 13 . 

CToradcn; clJi. cs ist sowolil als AJ,J^, als A^TJ^^ als AJ^T^ 

ciiio Gerade. J)emi zioht man 55. B. die Gerade A^A^, so kt sio, vonnogo 
dcr Puiicto A^y A, cino aussero Aelinliclikeiisliiiie sowolil zu den Kroisen 
unci M^y als i/, iinil initliin muss sie aucli cine nussorc Aelinlich- 
kcitslinio der Kreiso iVg iiiitl sein imd als sololio diu’ch ilircn aiissoi’cii 
Aolinlichkoitspiiiict A^ gohen. Odor, urn sicli hiervon augcjisclioinliclior 
zu iiberzoiigeu, doiiko man sicli aiis den Mittclpunctcn J)/,, iK, der 
Kroise, nacli irgend einor I^oliobigon Bicliiung, bis an die Gerade A^A^ 
Parallolc Jil^N^y gozogcii, so vorlialtcn sich dioso, vorindgc 


lichliogondc Pimcto 8ind, kaim noch hinzugcfiigt werdoii, class, woim man sich clio vici 
Kioiso (lonkt, woven jedov dio droi Seiton (oder doroii Yoiiringorung) des Droiccks oti< 
benihit, nnd ebenso dio viei doiu z^eiton Droieck fliO,Ci oingeschiioboncn Kroiso, class 
daim dio vier Jotzleien don vier orsteron beziehlicli enfsprochon; d h, dass dann dicso 
Kreiso paavwoiso den Pimct I znm innoren Aohnlichkoitspimcl; habon, nnd dass also 
ihre Mittolpiincto pnaiwciso in Strahlen liegen, wolclio durcl^ diosen Pnuct gohon, und 
dass ihro Abstiindo von demsolbon sich vorliaUen wio 2 ; L Aolmlichos gilt von don 
Dreiockon nbc nnd in ITinsiclit iliics Aohnlichkcitspiiiictos A, — J)io Droiccko 
oib^Ci nnd sind gloicli, nnd jst iliv (innoror) Aohnlichkoitspnnct, woil (ijil/tai 
oino Gciado isf, nnd j1/| in dor Mitto zwischon etj imd ai liogt. — U» s. w. 

IV. „\Vonn man in dcr Poriphorio oinos Kroisos jI/ ivgond vioi Puncto 
(1, c, (j annimnit, so bostimmon dioso, zn droi und droi g^onommon, vier 
Droiccko, wo 1 eh on dor Pnnot J/ als Mittolpnnct dcs nni.schriobonon 
Kreises goinoinschaftlich angoluirt, Avogogen abor zn donsolben sowohl 
vior Yoischiodcno Piincio /, als il/j, als A golioron. Jo vior gloiclinafiiigo 
von diosen Puncton, fiir sich gonommoii, 1 logon in cinom Kroiso; die 
lladioii dioser droi nonon ICrciso sind nacli dor Roiho | voni RndinS 
dos gegobenon Kroisos J/, und ihro Mittolpunctc liogon mit dem ilittol- 
pnnet dos lotztorou in oiner Geiadeii, nnd ZAVar in so I chon Ahstiindon 
von diosom, dio sich nach dor Roiho vcrhaltcu Avio 2:3:6, so dass also 
doi Punct M dor goiiioiiischaftlicho Aolinlichkeitspunct dor droi noiicri 
TCioiso ist,“ Und fornoi : ^Voibindot man joden der vier angonommoncii 
Pnnetoo, (>, c, 0 , Avio otAvafl, mit dom zn don droi librigon go ho rig on Pnuct 
A (d. h. mit dem Dnrclisclinittspnnct dor Rohon des dnrcli dio droi iibugen hestinimlon 
Dioiocks) durch oino Goiado, so schnoidou sich dio anf dioso Woiso out- 
stchoudon vioi Goiadon in oinoin nnd domsolbon Punct, und oSAvird jodo 
dnrch dleson goliulftot.** U. s. av. 

V. Bio woscntlichsfon von don vorstohondon Siitzon habo ich sclmn an oinom an- 
deroii Orto angodentet, niiinlich boi Golcgonhoit dor Abhandlung; ^yD(fveloppevwnt (Nne 
s^rie (h ih(!orhme$ rehlifs aux sections conifpics^^y in don Annales da MathfSmatiintcSy vddlijc 
par Gergonncy a Montpellier y tom, XiX, 1828 (Of, S. 189 dicsor Ansgaho). Eboiula- 
selbst clcutoto ich ancli clou Satz an; „dass dor Krois alio vioi Kroise, 
Avolcho dom Droiock obc oingoscliiiobon 'Avordon k 6 nil on, borulirt,“ oiinc 
zn wisson', dass dorsolbo sclion friihor von Feuerbach bokanut gomacht Avordoii war. 
Uobiigons hat aiich Ilerr Prof. Bove dio Relation zwischon den vior Puncton in I, 
sOAvio dio Eigonschaft 11, ‘1 dnrch nnmittolbaro Bczioliuiig boidcr Droiocko ttbe, 

anf einaiiclor ohiio AnAvondung dos Achnlichkoitspnnctes mif oinfacho Woiso abgoloitct. 
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Vo 111 A oliiillelikoilapnnc (■ . 
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(Icr Acluilichkoitspimctc mid A.,, wiq die Radioii dor Krci»so; also, 
weini (liose Radicn iliiroh R^y if 3 vor^’cstcllt word on, so A'^orhiilt sich: 

d/jiVj : (yormdgc A^) 

jM^N^ : ]\f^N^= : R^ (vermoge a'\ 

duller Ycrhiilt sich aiicli: 

= R^ : if^, 

y^oruiis donn folgt ’(§ 1-1-. TV), dans die Oorado JV,i\r oder A^A, diirch 
deii Aclinlichkoiispimct A^ der Kvci.se dij, gelit. 

Aelinliclicrwciso folgon die iibrigeu drol Kiillo. Also: 

1) ,,7oii don sGclis Aclinliclikoitspuiictcn, wolcho zii drei bo- 
licbigcn in einor Ebeno liogenden Kvcisoii, paarwoiso genoin- 
mou, goliorcii, liogou vicrmal drei in cinor Gevadoii, uamlich 
cs licgen die droi ausscron und Jodor uussoro liogt init doii boi- 
(lon ihm nioliL /aigcliorigon iiiiieron in oiiicr Crcradon;“ odor mil 
aiulGrcn Worioii: „die drei Kreiso haboii vior gomoinscliaftliclio 
Aelinliclikoiissiralilon, oiuon ausscrcii und clroi iniicro”. 

2) Wonu die droL Kroise insbcsondorc alio aiissor oiiiandor liogoii, 
so scimoideii sicli ihre gcmcinschafUioIion I'angcutcn in ihren soclis Aobn- 
lichkoitspmiclcn (§ 12, I, 1), so dass also dor vor.stolioiido Satz sicli aiicli 
aiif die Durcliscbniilspimoto dor scolis Paar Tangoiitcii, woldio dio Kroise, 
paurweiso genommon, gomcin habon, iibortragcn iSsst. 

3) Wonn insbosondoro' dor cine Kreis, otwa dio bciden iibrigon 
boriiliri, so sind dio zwoi Bcridirimgspunoie zugloioh a) ontweilcr (§ 12, 
T, 2 und 4) die Aohuliclikciispmicto und A.^ otlor und odor i) dio 
Aohnliolikoitspuncie A^ und odor A^ uiid jo nachdein cr sio niim- 
lich (a) gloiciiariig, odor (h) ungloiohariig boriiliri (d. Ik in Rucksicht auf 
iiiisscrliclic odor iniiorliclio Boriiliriiiig) ; clahor kann man uucli sagon (1): 
„Weiin irgond zwoi Kroise il/^, jV^ von oiiicm bcliobigoii dritten 
KvoisoJ/^ boriilirt wordon, so liogoii dio zwoi Boruhruiigspiinctc 
allomal mil dom uussoren (Ag) odor innorcii (/j) AehuliclikoUs- 
puncl dcrsolboii in goradcr Linio, jo nachdom sio gloichartig 
odor ungloicliartig vom drillon Kroise boriilirt wordeii/^ 

4) Wonn forncr insbosondoro zwei Kroise oinaiidor gloicli sliid, cLwa 
= R^y so liogl ilir iiinorcr Aelinliclilcoitspimot /y in dor Mitto zwisclieu 

iliron MitLolpimcten J/g, und ilir iiussorcr Acliiiliclikcitspuiicl A^ liogt 
uiiciidUcli oiiifernt (§ 12, T, 7), so dass also nolliwondigorwoise dio Aoliii- 
liclikoitssij‘alilon J^/ 3 [yl 3 ], A^A^[A^] init dor Axo parallol golioiK 

Werdon alio droi Kroiso oinandcr gloioh, so entfornt sicli dor Aclinlioh- 
keiisstralil A^A^A^ in’s Unendliclio, iiiul die droi iniiorca Aolinliclikoits- 
strulilen IJ^y ZJ^y werden dcii Axon M^M^y pn-i'aHol 

11. Uobor dio droi boirachtoten Kroiso soil liior mir nook oino Bc- 
niorkuiig in Bezug auf ilkiilicli liogendc Pimcto Innzngofiigt w’don. Sind 
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II. TCapUel. IFebei Eigonschafton dos Kioises. 


§li 


etwa Cfj uiul irgcnd 7Axoi ulmlicli liogeiido Puncto m den Kroi«oii ]\I^ 
imcl in Poziig anf ihroii iiiissoren Aehnlichkcitspnuct , so werclpu 
sicli die Stralilon mid ^,^3 in demjoiiigen Puncto q3 sdinciden, 
wolclier jeiieii zwei Punctcii in Rezug auf dio Aolinlichkoiispiincto Aj 
entspricht, <1. li. cs siiid imcl ^3, iiiul q^ beziehlicli alinlicli liegondc 
Pimcte zu clou Kreisen uiid il/g, nnd und el)on.so werdon sicH 
dio Sfcmhlen I^q^ luid in deinjonigeii Puticto sclinoidon, Ayolchoi 
den zwei Punctoii q^ in Iliiisicht dor Aolmliclikoitspuncte 4, cut- 
spriclit; clio zwei Punotc qg nnd pg aber werdon alloinal in oiiiom Diirch'- 
inossor dos dritton Kreisos ^J^ liogeu und gleich weii von soiiiem Mittcb 
puncto abstehon. Von der Riclitigkeii diesor Eigonschaften wircl man 
miUelsl dcs Voiiiergelicjidon sich leiclit ubcrzoiigcn. 


IIP Yon der Potenz bci Kreisen, 

A. V 0 m 0 r t dor g 1 0 i c h 0 a P 0 t 0 11 z 0 n. 

§ 14 . 

Sind in einor Ebono irgend zwei festo Puiiclo (Pig. 16) go- 

goben, imd soil der Ori dosjenigou Pimctos N gofunden werdon, fiir 
welclicn dor Unterschiod der Quadrate seiner Abstiindo von den zwei 
fcstoji Punoten oine gegobone Guosse, otwa — u\ ist, also 

so ist dor in Frago stcliende Ort ofTenbar cine florado NQ, welclio auf der 
durcli dio zwei foston Puncto bostiimntcu Geraden sonkroeJii steht 
imcl sie dorgcstalt theilt, class auch dor Unterschiod dor Quadrate ihrer 
Absclniitto gloicli jciicr gegebeuon Grosso ist, d, lu class auch 

iMQ^ — jy,Q^ = u^ 

ist. Doim orfullt dor Panel N die gegobeiic Bedingung, so hat man, wcsiin 
man aus ihm auf die Oer<ado das Loth NQ fiillt, vormogo dor 
reolitwinkligen Dreieoko NQM und NQ2r ^ : 

mP-~ QAP = NMl ^ QM] = 

initliin 

mr — NjM] = Q^P ^ QM] ^ u‘\ 

J)a nun aber die Goracle MAi^ luir in oinom cinzigon Ihinoto Q so 
gothoilt worden kaim, class dor Unterschiod dor Quadrate der Absclinitte, 
(las ist QAP— Qii/J, oine gogebeno Grosso liat, so trilTt also das ge- 
naunte Loth NQ dio Gorado AIAJ^ alloinal in dom inimliclion foston 
Puncto Q und folglicli ist dor Ort von N oine festo Gorado NQ. 

Ob dor Piinot Q zwischon deii zwei foston Pimctoa i/, liogo, odei 
jonseits derselbeii, hangt von clem gegensoitigen Vorliiiltiiiss der Grosso 
u und d(5r Sti’ocko MAI^ ab, jo iiachclem nftmlich u kloiucr odor grosser 
als il/A/j ist. 



Vdin Oit ilei glcicliQii Potciizon. 
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§ 15 . 

Jlciikt man sich uin die ruiictc M, mit bolicbigoii Radion R, R^ 
Kreise boHclirieben, uud verlaiigt don Ort dos Pimclcs N fiir clcii bcson- 
dcvcii Fall, wo die Diflcreiiz dor Quadrato seiner Abstiinde von jonoii 
Ibinctcn gloicli isi dor JliFeronz dor Quadrate dor Radien, also 

M,N'^ = R^ — R]^ u\ 

so wil’d, wenn insbesondorc die Kreiso cinandcr schnoidoii, die gosiichte 
Ortsliiiio NQ noiliwcndigorwGi.so ihro goinoiiiscbaftliclio Socanto soin, d. Ik 
sie wird durcli ihro gogciKsoitigon Durclisclmittspimcto golieii. Dcnii fiir 
joden diosor zwei Pimctc, wenn man ilm mit bczciclinet, hat man: 

MN=R und ]\1^N=R,, 

wolcliGs oircnbar dor vorliogoiiden, fur N fesigesetzten Bcdiiigiing geniigt. 

Wcim aboi die Kreise cinauder iiicht schiieidcn, so wird ancli koiner 
YOU iluicii YOU (lor Ortslinio NQ goirolTon, soudeni diosc liegi alsdaim 
entwedor z win oh on odor j on so its dor Kreiso, jc nachdcin diosc ausser 
odor in oinander liogom 

Im Allgomcincn hat dio Orislinie NQ fornor folgoiide Beziolmng zu 
don zwoi Kroiseii: 

ct) }, Dio aus irgond einem Puncto dcrsolben an dio Kreise 
gelogicn Tangonton sind cinauder gleicli;“ und: 

U) 3 , Bio durcli irgend oinon Punot dorsclbon, welolior iiinor- 
halb dor Kreiso liegt (also im Fallo, wo diosc cinandor sclmeidoii), 
in hoidon Kreison gozogonon kleinsten Sclinen sind cinander 
gloich,“ TJnd iimgekehrt; 

<?) „ Jeder Punct, wolchcm cine von diosen zwoi Eigcnschafteo 
(rt) odor (b) zukdiuml, liegt in dor Ortslinio iVQ.“ 

Bgiiu dciikt man sich aus irgond oinem Pimoto N dor OrtsUnio an 
jedou Kreis cine Tungenio golcgi, bozoichnot dio Borulmmgspuncto durcli 
By nud donkt sich fonior clio Goradon MNy so wie die Radion 

MBy gozogon, so hat man vcrindgc dor reclitwinldigeu Dreiocko 

lUBN und MJ\N: 

NB'^ = MN^ - ^ iMN^ — R‘^ 


mid 


m] = M,N^ - = M,N^ — Rl 

Zufolgo dor obigeii Gloioliiiiig sind abor in diesen zweicn die Biilbrenzen 
rcclils cinandor gloich, dalier imiss aucli 

NB^ = NB]y 


odor 

NB = NB, 

sein, d. h. os musson die Tangonien ouiander gloicli soin (a). Aolinlicher- 
weisc wird dor zwoito Fall (b) howiosen. 
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II. Ktapitel. Uober Jii^ciischaftoii cles Xroises. 


§ 16 . 

Dio Ortsliiiie NQ wd vormoge diesor Eigeiischaft „dio Linio der 
gleichon Potenzen“, odor auch, in Aiisolumg ihrer IMiicto, wclcho 
aiissorhalb der Kroiso liogon, 5 ,die Linie dor glciclien TangontciP' 
der /iwoi Kreiso gcnaimt. Ueber die cigentliclieii Griindq fur die ersio 
Bcneiimmg solio man die obon (§ 2) orwShnto Abbaiidlung (im Joum. /. 
wo dieser Gogenstand otwas ansfiihrlicher bohanclclt ist. 

"Weiin insbosondero die Kreiso ciimnder boruliron, «o bt die binie 
der gleichcu Potenzon ziigloicli ilire gomchiscluaftliolic Taiigcnto in ibroin 
Boruhrimgspiincte. 

§ 16 . 

Botraclitet man in ciiicr Ebone irgoiid droi Kroiso J\I^y doron 

Mittclpimcte niclit in einor Oeraden licgcJi, so habcii jo zwei dorsclben 
oino Lillie dev gloiohen Potenzon; es seion iVjjQg’ ^]Qi bcziolilich 

die Liiiion der gleichon Potonzon der Kreiso inid il/^ uud 
il/g imd il/g. 

Denkt man sich don Punct q, in -wolchom sich zwoi dor droi Linion 
dor gloiclion Potonzon, eWa die Linion uud iVgQg? sclincideii, so 

hat dieser Pnnet vormoge dor Linio zu don Ivreison jl/j mid 

nnd ycrmdgo der Linio zii ilen Kreisen nnd Af^ gloicho Potonzon 
— d. h,, ^vcini dor Punct (\ ansscrlialb dor Kroiso liogt, so siiul die durdi 
donselbon geliondcn Tangenten dor Kroiso J/j imd so\Yio der Kreiso 

uud jVg, oiuandor gloicli, also Tangonto = (\B^ iind — q/?^, 
luid wonn or innorlialb der Kreiso liegt, so sind die diircli densclboii 
gehondcii Idoinsten Schnon dor Kroiso uiid sowio dor Kreiso 
nnd Al^y oiuandor gleich — dalior hat or auch zu don Kroisen nnd 
JI /3 gloiclio Potenzon (d. In dio dnvcii ihn gohondon Tangontou odor 
kleinsten Schnon dioscr Kreiso siiid einaudor gloich, niunlicli Tangonto 
qjSg = q-Sg)? nnd folglich licgt or in dor zii diesoii Kroisen geliorendoii 
dritten Ortslinio Dor Pnnet q hoisst verindgo diosor Eigonscimft 

„dor Punct dor gloichen Potenzon dor droi Kroiso 

Alls diosor Bctrachtiing ergoben sich folgonde Siitze: 

a) „Die droi Linion dor gloiohen Potonzon N^Q^y N^Q^y 

wolohe zu irgeiul droi Krcisoii in einor Ebono, paarwoiso go- 
nommon, gehoren, treffen allemal in irgoiul oinom Puncio q zu- 
saminen, namlicli ian Puncto dor gleichon Potenzon allor droi 
Kroiso/^ Und iusbesondero: 

b) „Wonn droi Kroiso \n oinor Ebono ciuaiulor schneidou, 
so troffon sich die droi Secauton (odor Soliuon), wolclic sio, 
paarwoiso gonommon, gomoin habon, allemal in irgond oinom 
Puncto q (§ 15).“ 


Of, S. 22 diesov Ausgabo, Note, 



Von ilcr gcinoinachaftlichcn l*oton/. 
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J n. 


^■) „Wonn (Irei Kroise in oiucr Ebeiie einancler beriilircii, 
.so treffon sich tlio in den Beriilirungspiiiicten an sie gelegteii 
Tangeiiten in irgend einem Punctc 

Seliiiciden die duoi Krcise oinandci’ in einem Piinete, ho ist dioner 
olTenbar zugleich der Puncl iliior gleiehen Potenzeii fj. 


B. You (lei gemoinsclififtliclien Potoiiz. 

§ 17 . 

L Ziclit man aus oinojn dor boidon Aclmliclikoilspiiiicto zwelor 
Krci.sc M, Jlf^ (Fig. 18), ctwa aiis dein ausseron AehnliclikoitHpinicte A, 
irgend oine die Kroine schneidondo Gerade so siiid von dcii vicr 

Schnittpunolon zAvei und zwei, luiinlich a und a,, b uiul b, , abnlicli- 
liegende Piniote (§ 12, III), Die zwoi Scliiiitlpuncte des eiiieii Krcises 
lanseii sicli abor mil denon des anderen Jiooh in oiner ancleren Ordnniig 
paarweiso gruppiren, niimlioli a und b,, b und a,; joclos dieser zwoi Paaro 
soil vorliiufig oin Paar uniilniliohliogejulcr Fnnoto keissen. Zioht man 
nun foniev (lurch densolbon Aelniliclikeilspimct A irgend oiae zwoilo die 
Ki'eise sclmoidende Gorado so liogeu in ilir cboalalls zwoi l^aare 

luuUuilickliegondor Pinicto, luiinlich c und bj, b und c^^ luni os kaini Iciclit 
gezeigii wordon, (lass jodes diesor Punctcpaarc niit jcdciin Paar uniilin- 
lichliogonder Piincio dor ersten Goj‘adoii iJi irgend eiiioin Kroisc liegt, 
also das.s sowolil die vior Punctc a, b, und c, bj, als a, b, und b, c,, als 
b, Ui und c, bj, als b, a, und b, C, in irgend einem Kreiso licgon; niiiii- 
li(5li, wie folgt: 

Man ziehe z. B. die Sohnon ac, bb, UiCi, so siiul at und a^c, , als 
onlsproclioiKle odor iihnliclilii^goiulo Geradcj parallel (§ 1 1, J und § 12, HI), 
(lalicr inimsen die Wiiikel dor zwoi YGerocko abbc iiiul a^bbe, puarweise 
gloicli soin, und dalier imiss, da das erstore einem Kroiso M cingo- 
schrioben isL, auch das andcre oinom Kroise eingcsclirio))on seiii, d. In, 
die vicr Piincle a,, b, b, C, iiuisson in irgend oiiicm und domselbcn Krcise 
Jiogeii. Ebenso Iblgi, da die Rolmon be und bjCj als iihnlicliiiegende Ge- 
rade parallel siiul, dass das Vioreck rtbc,bi oiiicni Kreiso oingoscliriobon 
isL; u. s. w, 

Da die vicr Piincle b, b, (1,, in oinom Kroise liogoii, so ist in 
lUieksicht aiif dio Socanton Ab, Ac^y ziifolgo oincs bekanutcji Satzes (der 
Potonz des Piinctes A in Bozug auf den Kreis bOibc,, sicbe die vorher 
(§ 16) orwahiito Abhandl. §1, No. 2)'*'): 

Ab . Aa, = ^Ib . Ac^; 

ol)enso folgt, da b, Cp b^ in einem Kroiso liogen: 

Aa . Ab, - -^Ib . Ac, ; 

Of. S. 22 diosor 

bicuier’B Wci-ko I. 32 
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II. Kapitel, Uebei Eigenscbaftoii lies Krcises. 


§17 


xind nils iihiiliclien Griinden folgt: 

Aa . ^11), = Ac . /lb, 

imd 

Ah . . A\ ; 

imd folglich ziisammengefasst: 

. A\ ^ Ab . Aa^ = Ac . Ab^ = ^Jb . ^Ic,, 

Da (liese GlcicliiingGi) immer , wolclie Ri(5htiing dio 

sclineidenden Geradeii Ah^i ^b, liabon indgen, also immer .stattfindcii, 
wiihrend iiifiii z. B. deii Sfcrahl Ab^ urn don fosten Ael)ii]iohl(oits|)unct A 
horumbewegtj mid da Aelinliclics in Bozug aiif don innorcn Aolmlich- 
Iveilspiiiict I stattfmdet, so liat man don folgendon Satz: 

yZiehi man aus oincm dor beidou Aohnliclikei tspuncto ir- 
gend zweior Kreise jM, boliobtgc die Kroisc sclinoideiulo 
Strahlen, so liogon jo zwei Paar unalinlicli licgciuler SchiniL- 
puiiciOj welcho irgend zwei vorscliicdoncn Strahlen angohiiren, 
allemal in irgend oincm Krois;*^ iind fonicr: „das Uoclitock untei* 
den Abstiindon jo zwoior iinahnlichliogondon Punetc voin jedos- 
inaligen Aohnlichkcitspiinct ist von bostandigom InliaU, d. Ii. 
fiir alio Strahlen odor fiir alio Piinctopaarc hat dieses Hoolit- 
ock einen uiid donsolben bostimmten Inhalt/^ 

Diosoi* constante Inhalt aller Roehtccke wird „dio gomcinsoliafl- 
liclie Potenz“ dor Kroise My M^ in Bozug auf den jodosmaligon Atdim 
lichkeitspunct gonannt, uiid zwar „aiissero‘‘ odor „innerc^^ goinoin- 
schaftliclie 'Potenz, Jc naohdoin diosor Aelndiehkoitspiinct dor ausscro A 
odor (lor innero I ist; und femer werdon jo zwoi iinahiilioliliGgondo Ihmcio, 
dnroh wlche emUcchtcck bcstiimnt wird, wic otwa a und bp „potonz" 
lia]toi)do“ Piincte gonaniiL (Zwei potonzhaltciido Ihincto braiiclioii je- 
doeh nioht in den gogobenon Kroison solbst zu liogon, sondorn niir in 
einoin Stralil und zwaj* so, dass das RGoliteok iinter ihron Abstiuidon vain 
Aelinlichkoitspuncte den bestimmton constanlcn Fnlialt hat, und dass sir 
auf cinorloi odor auf ontgGgongosetzton Soitoii dos Aohniiclikeiis- 
punctes liogon, jo naclidoni diosor A odor I ist.) 

IL Zinn Boluifo spiitcr folgendcr Aufgaben ist es wichtig, liiorboi 
iiocli auf folgcndo [Jmstaiiclo aufniorksain zu maclion. 

Da niimlich die vior Piinoio b, 0^, b, c, in oinoiu Kroiso liogon, so 
imlsson die Sehiion bb und UjC, als geinoinschaftliclio Scliiicn dioscs ICroiscs 
und dor gogobenon Kroise M und cinandor in irgend oincm Punete 
q dor geinoinschaftlichon S{ 3 hne der letztoren Kreiso sclineiden (§ 16, b). 
Alls almlichcn Griiudon miissen die Sohuon (odor Socanton) nc und 
b,b,, nb uiid b,C|, be mid Ujb, oinandor auf dor geinoinschaftlichon Sehne 
(oder Secaiiio) dor gegebonon Kroise iV, schuoidon. Enlsprociioii^ 
dos fnulot in Riicksicht auf don innoren Aehnlichkoilspunct I slatt, Also; 
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s, L)ui’ch JG zwci Paav potenzhallondcr Puiicte, wolclie in deii 
^ i sen sclbst ^abcr niclit in Ginoin und demsclbcii Stralile) lichen, 
WGrclen in tliesen Kvciscn allcinal zwoi solclie Solinen (oder 
&GcaiiLGii) bestiinint, wolclie einauder in irgcnd cincin Puncto 
ih rer gemeinschafUichen Secante r§ schneiden. “ 


Drittes Kapitel. 

XjQSTiiig aller goomotrisclion Aufgabeii inittelst ties Lineals, wenii cin festci 

Ki'ots gegobon ist. 


§ 18. 

I. Dutch die in don beidon vorliergehonden Kapitelii entbaltenen 
Betraclitungon fiber Eigonsclniftcn dor I’ignron sind wir nun in Stand ge- 
setzt, dom eigentlichcn Zwocltc dioser Scliriffc, niimlioh dor Forderiing: 
5 , alio geoiuotrischon Aufgabeii nur mitlolst do.s. Lineals zuliisen, 
wenu ill dor Ebeno irgend oin fostor Kreis gcgobeii ist“, zu gc- 
migeii. Und zwar kominl os luorbei, \vic sclion Eingangs beinerlct wor- 
deii <;§ 1), hauptsjiclilich nur auf dio Losung tier nackstohenden acht Auf- 
gabeii an. Die Beweisgriindo, auf wolchen dio Riciitigkeit der zur Lb.sung 
cliescr Aufgabon angcwoiidoton (JonstriicLiuiien beruht, worde ich, wenn 
.sie in vovliergolicnden Siitzeu ciithalton siud, kurz andciiten, weiiu sic 
abor ill loioliton, allgcmoin bokannten Eloinenlarsiitzcn bostolieti, init 
Sti 11 s cliwoigcu uborgclion. 

II. Noliuicn wir also an, es sei in dor Ebono irgend oin gezeiolinel, 
vorliogoiidur Kreis, .so wio dos.so« llittclpuncl, welolior fortaii duroli M 
bozeiehnot worden soli, gogoben, und o.s .sol nur dor Gobranch des Lineals, 
uin sswisohoii gogobenon Puncloii geradc Lluieii zu ziclion, geslaltot; da- 
bei .SOI man jotloch bcrcclitigt, dio gegonsoiligon Durchscluiittspuiicte des 
Iliilfslcroisos M und boliebiger Gerndcr nls uiiniittelbav gogoben anzusclien, 
so lassoii .sicli die in Redo slohouden Aufgabon, ivio folgt, Ifiscn. 

E r s 1 0 A 11 f g a b 0 . 

„Mit irgend ciiior gogobenon Geradon, durch jeden bolie- 
bigen Piinct oine Parallolo zu ziehen." 

cv) Wonn dio gogobeno Gerado durch den Mittelpunot dos 
lliilfsltroisos gold, wic otwa aMh (Fig. 19). — In dio.scm Falle liat 
man in dor Geradeu uninittolbar droi Puiicle, niimlicli die zwei Puncto a 
und l> f in wolchen sio don Krois schnoidet, inul den Jlittolpunct M de.s 
lolztGi'eu, wovon dor oinc, niiinlich M, in dor Milto zwisohen den zwei 

32* 
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111. Kapifcl. Losung ailer euo'H«tiihi:hon Aiifgaljcn 


iibiigeii Jiegt, so (lass (lurch dercu Iliilfc .sofort ii,a(ili (§ 6 , 1 ) dtinili ,)(t(I(‘(i 
belicbigon Piiiict mil ab eine Parallele gezogcu Avor(l('n kunii. 

b) AVeiin die gegebene Gerado den lliill'skroi.s .s(!llll(U^I(^l, 
liber iiicht (lurch scinen MUtelpunct goJil, wic etwa cil. — Ziidii’ 
aus den Scimittjnuicton c, d (lurch den Mitlolpunet M diw Kroisi's dif* 
Ihndimebsor dMd^, so bcstimmcn doron iindora Eiidjuinulo , </, 

eine .Sehuc t\d^, wolclio init der gogobonon rd pariillol isl, mid ifiircli 
(leron Iliilfo also sofort dor Aufgabo geniigt werdcii kauu (i, 1 1 1). 

f) AVonn die gegebene Gerade boliebige Jjag(! hut, wii' olwii 
die Gerade ef. — 1. Ziehc aus oinem willldirlichon I'uiiclu dor 
benon Goraden, otwa aus ff, don Durcltinossor (di(/, logo (lurch oiinm In*- 
liebigon Puncl e dor Kroislinio die .Sohne eda init (d> jiariillol ((/), ziidie 
sofort die l)urclnne.ssor cM(\, dMd, uiul durcli ibro Kn{liniiic(.(i c,, (/, die 
Gerade d^cJ', so hat man in der gogobonon Goraden droi Puiioto r, </, /', 
wovoii oflenbar der cine, </, gloicli woit von don zwoi iibrigcii (‘iitferiil. isf, 
so (lass mail sofort (lurch jodon beliobigen Ihinct mit diosor Gorndun ciin- 
Parallele ziehen kaiui (§ G, I). ~ Odor 2. Zielie aus zwoi boliidiigcu 
Ihmctcn 7t,i der gogehonen Goraden die Diirchmosser lK\<',idd^ mid dtircli 
(leron Eudpuncte dio parallelcn 8oliiion ede, d^cJ, dio der Goraden in den 
Puncten a, / begegiieii; aus dio-sen Punctoii ziolio fonior dio Dmcli- 
incsser /jy,, welche jono Selmon in c,, /, schnoiden, .so wird die 
Gerade <?,/, der gogobenen Goraden of parallel soin, uiid man kitnii 
sofort (lurch jeden beliobigen ihnict mit dor Iclztorcn eine f'nralloJo h'gcn 

C§ C, HI). 

Anmerkiiug. 1 ) Her dritle Pall (c) ist allgomoin, or mnihs.sl. aucb 
die beideii vorlicrgeheiidoii Piille, so wie aucli don iK'sondoroii b'alJ u-n 
(lie gegebene Gerade den Krois boriihrL ’ 

2 ) Sollteii mit melirorcu gogebciioii Goradon (lurch gogoliono Jhmclo 
laralJole gezogen werdeii, so wiirdc man am /AVCckiuas.sig,stoii vin-faliism 
we, 111 mail hgend einen Hurchmesser ab u.id sofort zwoi gloiclisvoit vuir 
1.1,1 abstehondc uud mit ihm paralloio «oliiicii cd, (,■.(/, zfige woil alsdm.n 
diese (irei Parallolon offenbar in jedor Goraden (mil, ;.lch(i ’ ir. 'iohl ll;:: 
/miidlig parallel wiiren) drei Puncto, wio otwa d, y uiid /, bostimintmi. 
WQVOII der erne, y, ni dor Mitto zwisclioii den zwoi iibrigon liigo. 

Z w G i t 0 Aufgabo, 

Lreben?.t“ 'HT bogrenzto Strocico go- 

hebeii ,b , so soil man a) cine andcrc fttrocko findon woHH.c 

o il gegebenes Violfachos von jonor i.st; odor 1.) dio g-ogob 
Streoke in irgoiid eine ’ , . . “ Rogoiionn 


gogobono Anzahl gloiclier ThorJo tliuiloir 


11 gelid eiu gegebenos ratioualos Vorhiillniss liat.« 



iiHttol.st dos liinoals uiul ciiios festoii Ki^i>5e.‘> 
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llan ziebo mil dcr gogcbcncii (roradon irgeucl oiiio I^arallole (erste 
Aiifgabo), so kaiiii soforl die vorgeloglc Aiifgabe nach Aiiloitiing von § G, 
IV golost worden. 

Dritie Aufgabo. 

jjAuf oirio gegebeno Crorade durcli irgond oinon gogebeiioii 
Punct cine andorc Oerado reoliiwinklig zii ziolien.^' 

A, Mitlolsi PavalloJor. 

a, Wenn dio gcgebonc Go rad c irgciid oin Durclimesscr des 
Iliilfskreisos ist, wio oi\va ab (Fig* 19). — Man zieho irgond eiuc 
mit clem gogebcncn Durcluiiossor ah parallel c Sol me cd (§ 6, I), zioho so- 
daiiii clcn Durchmessev dMd^ iind feriior dio Scline cd^^ so ^vird diesc zu 
dom gogobonen Durchmesscr ab roclitwiiddig scin iiiid you ihm im ]\inci(i 
k gGlialflet werdon; man luat duller mir iidthig, diirch dcii gegebenrii Punct 
mil der Sobiio vkd^ cine Parallolo zii ziehoii (§ C, I), mu sofort dor Auf- 
gabo 7A\ goniigom 

Urn insbesondoro denjonigon Duvclinicsscr zii linden, wolcher auf dom 
gogebenen ah sonkrocht steht, dcnlco man sicli die Goradcii ac, bcl go- 
zogeii (nachdem man znvor cd mit ah parallel golcgt hat), logo durcli 
iliren Durchschnittspunct und diirch den Mittolpunct M cine Geracle, so 
ist <licso dcr vcilangte Durcluuosser ; obouso sulmokloii sicli dio Gc radon 
ad^y hc^ auf clem gesuchleii Durcinnesser. 

b. Wenn dio gogobonc Geraclc don Ilfilfskrois schneidot, 
wic ohva rd. — Zielio die Diivclnuossor cc^y dd^ und seclann dio Sohiion 
vd^y df^y so >Yerdon dioso lolztcrcn zii dcr gogobonen Gcradcn cd rooht- 
winldig und inithin imler sicli parallel soiii; dahor wird der Aufgabo gc- 
luigi, wenn man diircli clcn jedeHinaligen gegeboiioii Punct mit jeuon 
Holiiion oinc Parallcle zieht (§ 6, HI). 

r. Wenn dio gogcbenc Goradc don Uulfskrois uiohl sohnei- 
flot, wio ctwa cj\ — Zielic irgond cine Selinc der gogoboncii Goradon 
{[f parallel (1. Aiilg.), es soi ctwa de^ oinc solchc Sclme, sodaim ziohe dio 
Durcbmossor dd^y <\c und dann woilcr die Solmen cdy d^c^y so sind diosc 
zii dor Sehne d<\ und mithin aucli zii dor gcgobencii Goradon ef senk- 
roclit, also uiilor sicli parallel, und dahor wire! dor Aufgabo sofort genii gt, 
wonii man durcli den gogebonon Punct mit clou Solmeu cdy cine 
Ibirallole zieht (§ 6, III). 

Der gogoliono Punct kanii, wio leioht zii sehon, in alloii droi Fallen 
(a), (b), (c) liogon, wo man will, in dcr gogebenen Goradon solbst, odor 
aussorhalb dorsolben. 

B, Mittol.st liarmoiiischov Eigeiiscliaften. 

a. Wenn dio gegobonc Gcrado Diirchnicsser dos Iliilfskroises 
ist, wio otwa ab (Fig. 20), — Dor gogebciic Punct liege aussorlmlb 
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des Hulf^ki-eises, me etwa j). Ziehe durcli (l«n Piinci iincl durcdi dio 
Endpiinctc des DurcliiKiesserfi ab clio GGradon pby dio don KuoIh s^um 
zwoiten Mai in o, schneiden, und ziolie dio rromdou rb, dio hioIi in 
irgeiid cinoin Puiictc 2\ J^cliueidon, ho wird die Gonulo dio voiljingto 
seiii, Deim da ach mid adb roclitc Winkcl sind^ so «iiid und jul^ in 
Hiiisicht dos Dreiecks zwoi aiis don Ecken aiif dio GogoiisoUon go- 

fallte Lotlie, und dalier muss ab das aus dor driUon l^cke uuf tlic^ (iogoii- 
hoitc gefallte Loth sein, weil alle drei Loihe sich in oiiiom uiid doinsolfion 
Puncte b sclinoiden iiiusson. Dor Bewois folgt aiicli aus harmonisolioii 
Eigeiischaftcn, zii wclchom Endo man niir nooli die Gonulo tNsv/ zioimn 
imrss (§ 10). Licgt insbesondcrc dor gogobone PunoL in doni gogoboiion 
Durclunesser, wic ctwa r, so ziolio man durdi ilin irgond cine don Krois 
Hclmeidendo Gorado ref, ziehe woitcr die Goradon ae und bf, af and be, 
die sich in denPuncien ( 2 ,( 2 , sclinoiden, logo diircli diose dio Gorado VYn 
dio den gegobenen Durchniosscr ab in s triflt, logo (lurch di(3Hon Ihiiujt 
if eine beliebige Secanto ml, ziehe sofort die Goradon ac luul db^ ad und 
cb, die sicli in 2hP\ «chnoiden, und ziolic endlioli dio Gorado pp,, so mi A 
diose der Aiifgabe geniigen. Dio Richtigkeit dio.ser (-oiistriiction Jblgi mis 
§ 10, in iind IV; namlicli es ist zu bemorken, dass s( 2 (/^ dio Ilarmoni- 
sclie des Puncles r uiul die Ilarmonisclio dos Punotos s ist u. h, \v, 
— p. Dor gegebono Punct liogc innorlialb dos riiiHskroisos, wio <dwa q, 
Jlan ziehe dio Goraclen a( 2 , bq, die don KroLs in e, / sodinoidon, zielu) 
weitcr die Gcradeii af^ he, die sich in <2^ sclinoidon, so ist qq^ di<^ vor- 
iangte Gerado, Ist s dor gegebono Punct, so ziolio man diircIi thn cine 
beliebige Selme ml und sotlami die Goradon (w und db, ad iiiul rb, die 
sich in 2h Pi sclmcidcn, ziehe ferner die Gorado dio don DiircJiniossoi* 
ab in r trilft, lege (lurch diosen Punct eino boliobigo yocuuto re/ und 
ziehe welter die Geraden ae und bf, af imd be, dio sich in q, r/j scdinoi- 
don, so wire! dio Gerado qq^ dor Eordonuig goniigon, d. In sio wird in 
dein gegobenen Puncte « anf dciu gogobonoii Durchmossor ab senkrochl 
stehen. Alles beruht aiif almlichen Grundon, wio vorliin (a). 

b. Wenn die gegebono Gerado boliobigo J^ago hat, z, H. sic 
sci pp\ (oder qq^f — Man sucho ihren liarinoniscdion Ihd s (odor r) in 
Boziig auf (Ion Hulfskreis (§ 10, IV), zioho don duroJi clonsolbon golmndcn 
Durchmossor Ms (odor ilA), so stelit dioser auf dor gogobonon Goradon 
pp, (oder qq,) iin Pimcto r (odor s) sonkrocht; man suclio woitor zu tli(Jsoin 
Puncte r die Harmonische xy, zioho sofort iji)h imd fornor az^ hx, dio 
sich ill y sclinoidon, so wird der Durchmossor vM dor gogobonon Goradon 
PPi (odor qq^ parallel soin, und man hat sofort nur auf ilm aus doin gfs- 
gebenon Punct oin Loth zii fallen, uach (a), uin dor Aufgabo zu goniigon. 
Fur die Gorado qq,^ ist dio l/osung otwas oinfachor, wie man loiclit be- 
niorken wircl. 



§ 18. mUI,ol!>l <les Lineals uiul ejnc« lo?jien Lueises, j)(}3 

Y i e r t 0 A ii f g a b e. 

„Durcli cinon gegobeiien Puiict oiiio Geradc zu zioliGB, dio 
mil eiiior gogobenon Goradeii oineii Winkol einschliesst, wel- 
ch or oil! cm gogebcncn Winkol gleicli ist/‘ 

Es sei AmC (Fig. 21) dor gogclKUio ^Vinkol^ EF die gegcbene Gerade mid 
ctwa p dor gegcbene Ihmct, — Man ziohe ilio Dnrclunessor ab^ cd den 
Sclioiikolii des Winkidn puralld (I. Aufg.), so dass Winkcl a^fc — AmC\ 
iind ferncr deu Durchmosscr ef dor gogobcneii Goradeii parallel; Koclami 
ziclio man weitor die Sohno co und diirch a die iSchno ay mil ilir parallel, 
uud forner don DurchmeHsor ’^//, so ist llogeii ar — iiiid mUliin Winkcl 
yMe—aMc=-Am(J; dalior ziehe man ondlich diirch den gegoboiioii 
Puiict 2 ) mil dom llurchmosser yMh oino ]-*arallcle pq (§ 6, I), so wird 
2 )qE (j Me = AmC) der vorlanglo Winkcl soin, Zogc man die Selme 
stall ce^ unb durcli o mil ilir eiac parallelo Solmo ii, s. w,, so wiirde 
Ilian don andoron Winkel crhallon, wolclicr obenfalls dor Aiilgabo gcniigl, 
und wolcher nacli F bin, stall nach E litn, gokehrl wiiro. 

Ebonso wird die Aufgabc golosl, wonn insbcsoiidcro dor gegcboiie 
Punct in dor gogebenon Goradon EF solbsl liogt, wio etwa q, d. li, woiiii 
dio gowbhnlioho Anfgabo goslcill wird: „Aii eiiie gegobono Clorado El^\ 
in oiiiom gegobenen Puncl q, oineii AVinkol aiv/ulcgon, wolclior cinom dor 
Grosso und Lago nach gogebenon AVinkol AmC gloicli isl.*^ 

V li 11 f t 0 A u f g a b 0 . 

„Eiiien gogebenon Winkol a) zu liiilfton, odor b) boliobig 
oil zu vorYiolfachon." 

Fall a. Es soi (Fig. 21) dor gegebono Winkol. — Zioho dio 

Durchmcs.ser ab, cd don Hchcnkcln 7nAy mC dcs Wiiikcls parallel, su dass 
AVinkol a Me = AmC ist; zicho soforl dio 8olmo ad (odor eh) und durch 
doa Sclioilol des gegobenen Winkels die Gonulo mn mil ad (odor cb) 
parallel, so wird mn den Winkol AmC lialflon. 

l<'all I), Dioser Fall kann durch lliilfo dor drilton Anfgabo nach An- 
lei lung von § 0 orlodigl worden, l lior liesso or sicli iibrigons noch auf 
andoro Woiso bowerksloiligoii, dosHcii icli mioli aber cnllicbe, wcil or mir 
luctil Ills sclir woscnlllch orsohoinl. 

iS 0 0 h s t c Anfgabo. 

„An oinon gogobonon Pnnet cine Gorado zu legcn, wolclie 
oinor dor Grossc nnd Lage nach gegobenen Goraden glclch isL^* 
Es soi (Fig. 22) dio gogebono Gorado und ctwa M^ cler go- 

gobono Punct. Sollon viele Gorado ziigleioli an don J^unot gologl 
wordon, die dor gogcboiion Slrocko M^a^ gloicli siiicl, so schciiil das fob 
gondo Vorfahron am zweckmassigslGn zu soin. Zuin loiolitoron Verslaiid- 
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iiiss ist jodoch zuvdrclorsfc uoch m boinovkeii, class die Endpuncto allor 
Goracleii, wolclio dor An%abo gemigon, olFenbar in ciiioin Kreiso liegeii, 
dcssen Ilalbmessor cler gegobonen Strecko gleioh i.st. Dieses leitet 

dalior daraiif^ don Piaict imd don oinen Endpiiiicl der gogebonon Geta- 
den, otwa A/,, als Mittclpuiiclc s^weier gleichcn Kreise anzusclion, deren 
Eadien namlioh dergegebenen Strecko glcich sind, urn soclann durcli 

die gegenscitige Beziehung dor drei Kreise d/, d/J, d/J, iind zwar namonf;- 
lich (lurch ihro Aohnlichkoitspimcte, die Jlittol zu flnclen, durcli doreii 
Qiiifo dor vorgologtcii Aufgabe goniigt werden kann* Zu cliesem Endzwcok 
^tolic man sich iinter imd ^ bezichlich die Aolin- 

liclikoitspinicto dor Kroispaare d/ uiul d/^^ Af iind d/,, d/^ und jV^ vor. 
TJa die Kreise d/^, d/, gleicli sind, so liegt ilir iniieror AelinliohkoilspuncI: 
I in dor Mitto zwischon iJiren Mittelpunctoti dT, , di,, und ihr aiissorer 
AGhiilichkoitspimot A ist unendlioh entfornt (§ 12, 1, 7); es iniisson dahei 
die Achnliohlcoitsstralilen IJ^{A'\ init dor Axo pamlleJ 

seiii (§ 13, 1, 4), Iliornacli kaiin die vorgclcgte Aufgabe, wie folgt, gelosl 
■\vordeii; 

Man zioho die Geraclen d/d/^, imd dTJd^; zioho fonicr don 

Durchmessor ah parallel cler gogebonon (roradcu und sodann die 

fioraden aj)y wolclio in 4 sclmoidon; hioraiif ziolio 

man woiter durch don Puact mit d^jd/, parallel die Goracio 
dio d/gd/ in yl, bogognot, imd zioho ferncr dio Gerado wololto 

d/,d/, in I triffl, und ondlich cUo Goracio TA^^ welcho d/d/^ in 
sclincidot*), so sind alsdann die Pimcto ylj, /j dio Aolmliclikeitspiinoto 
zwoier Kreise d/, d/^, wo von dor lotztoro clio gogobono Strecko iM^a^ ziiin 
llalbmosscr hai 

Nacli (licson Vorboroilnngcn ist os nun loiclit, an don Punct dig so 
vielo Goracio anzutragon, als man will, die dor gegoboneii Strecko d/^cc, 
gioicli siiul Donn zielit man iin Ilulfskreise irgend oinon Durclimossor, 
wio z, B. ah (wolohor aber niclit mit di^a, parallel zu soin braiiclit), vor- 
bindet soine Endpuncto h mit don J^meton M,, /*, durch Gerado A^a 
imd AJ) und so sclinoideii sich dicse in zwoi Puncton cc.^, 
wovon jedcr urn die gogobono Liiiige di,«, von clem gogebonon Pimcto d/^ 
absteht, mid zwar liegen cliose drei Pimcto ftg, d/^, in eincr Goradon 

C§12.I1I> 

Ist aber clio Richiung dor anzutrageiiclon Geradoii gegobon, ist z, B. 
cino durcli d/^ gohondo Gerado gogoben, in Avclchor sie liegon soil, odor 

D Um (Ho Pimcto zu Hudon, kaiiii man auch zufoigo doi obigon Voiboroi- 

lung statt dmcli die Gorado A^A^^ dinch A dio Goiado mit paiallol 

ziolion, wo man sofoit diuch dio Gorado don Punct I und durcJi dio Gorado 11^ 
den Puiict ^J, oilmit; odor man kann drittons zticrst dio Mitto / dm Goradon 
buclien Aufg.) und dann inittojst dor Geiaden //g, lA^ dio Puncto Ay^ /j finden, 
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ist irgeml eiuo Goracle gogobeii, welcher hie parallel scin .soli, so muh.*^ 
man zuer.st don mil tliohcr Oeraclou parallclcn T3urclimesscr dos llidfs- 
Icrei.sGs M ziehen (1, Aiifg.) xind Hoclann obonso vcrfalireii wio yorliin. 

8 i c b e n t 0 A u f g a b c. 

„ Die gegensoi tigon Diiroliscliiiittspinicte cinev gegebeiien 
Gcradon imd ci nos dor 0 rosso und Lagc nach gegobenen TCroiscs 
(wolcher abev niclit gezcichnot vorliegt) zu fiiidon," 

Rs soi (Fig. 23) die gegobone Gerado, d/, der MUielpuiiut imd 
otwa il/jfl, dor Radius dos gogoboiioii Kvoises. 

Dio Yorgclcgto Aidgabo kann dadurch geld.si wci'doii, dass man die 
Achidichkoilspuncto A, I dor zwei Kroiso J\J, Af^ coiistruirt mid sodann 
diojonigo Gorailo G sucht, welclie zu doin Iliilfskrcise in AnsGluiiig 
dos oinen odor andoron Aohnlichkoitspimclos^ almlioho Dago hat wie die 
gegobeno Gorado zu dom Kreiso ; dcnii alsdann rniisson dio Durcli- 
schiuttspinicte (/, h dor orstoron ((? iind J/) don Durobschniitspunctoii 
dor lotztoren ((?, und iT,) onisprochen odor mit ilinon ahiilich- 
licgendo Puncto seiii, so dass dieso (//,j //,) inittolst jener A) sofoid 
gofiindon wordon. Dioses alios gcscliielit aber, xvio folgl: 

Man zi(dio don Durelunossor ab mil dom gogebonon Radius M^a^ 
parallel, zieho fornor die Axo nebsL don Goradon a^a^ wolohe 

dio Axo in don Aolinlicld(oitsj)inictcii /I, J solmoidcn (§ 12, f). Man vor- 

liingore don Radius bis or die gegobeno Gorado ff, in c, irilVt, und 
zioho sodann don Strahl At\, dor dom Durelimessor ab in c bogegnot, so 
sind V und zwei ahnlichliogciulo J^inctc, in Bezug auf don Itiissoron 
Aoliiilichkoilspnnct A (weil ajM^ a^^f^ almlLcliIiegcndc Gorado sind (§ 11)). 
Nun zioho man fornor im [liilfskroiso oinoii boliobigen Durcliinessor de, 
lege dio Goiadcn A(^, dly dio sioh in (\ schiieidcn (odor die Geraden Aii^ 

o.Iy dio sich in d^ sclinoidcn), zioho clen Diirchmossei’ (odor 

tier jonom dp ontspricht, also mil ihm parallel ist, und dor die Gorado 
in J\ sohiioidot, und zioho ondlicli don Strahl /!/,, wolchor dom Durcli- 
inossor ^?^nn / bogegnol, so sind /nnd /, ebenfalls ahnlichliogciidG PuiigIc 
in Bozug auf don AohnliGhkcitspuiict A, Dahor sind die Geraden p/, ej\ 
odor Cr, Gj, in Bozug auf don Aohulichkoilspniiot A^ alinliolilicgeiid (§1J, 1), 
imd obenso dio Pimclo yund/y^, /iimd Aj, in wolclicn sio dio zugohdrigen 
Kreiso d/, ilTj schnoidon. Man zioho doninach weilcr dio Gcrade die 

dcii Krois Af iu < 7 , h sclincidot, lUid sodann dio Siralilon ylff, Ak^ so 
troflon dieso dio gogebeno Gorado G^ in den iu dor Aufgabo vorlangten 
Punolon Aj, 

Anmorkiiiig. J. In TIinsiclit dor gogonseitigon Lago des Kroiscs 
M und dor Gcradon G sind drei Fiille moglicli, niimlicJi entweder t) sohnei- 
cleii sic sich in zwei Pimcten, odor 2) sic bornliroii sich in oincin Puncto* 
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odor 3) sie troJTen einancler gar niclit; in jodom diesor droi Fiillo findol 
daini oflfenbar in Ilinsicht der gogensciligGn Lago dcs gegcbonon Kroisos 
d/j unci dor gegebonoii Geradon ein Glciclios Hiatt. 

Ware dor Radius zufalllg mit dor gcgobonoii GonulcMi G^ 

parallel, so wiirdo der Punct r, iinondlicli ontfcrnt Hogon, mid ulsdann 
Avfire es bccjuemcr, .slati seiner irgend einen andoroii I^iinot in dor ('on- 
striicfioii zu gobraiichen, dor iiiimlich auf dioselbe Woiso, wio dor Punct 
t\ horvorgcbraclit uiid bomitzt wiirdo. 13oi Auwondiingoii aiil‘ doin IVIdo 
wurde zur BecjuciiilicldcGit auoh sell on in dein b'allo ein antlenu’ Jbniei zu 
Iliilfo genommen ivorden, wenn mir dor Pnnei (\ sobr onifernt liigo, d, b. 
selion worn die Geradon a^AI^ mid (?, eiiicn sobr spitzon Winked bildoiori. 

3. So wie man duroh Iliilfo dos aussoron Aelinliedikoitspunctos A 
die zur fjosung dor Aufgabo nblhige Gerado odor Helino///!:, oonslruiri 
hat, ebeiiso Kami man mitteist dos innoren AclinlichKeitspniicloH I eitu' 
Gcrade 1] bervorhringon, die in Bezug auf (Iciisolbon dor gogohoiioii Geru- 
deii entspriclit, iind wo man alsdanu mitteist zwoior durcli / (iitid diireli 
die Durclischnittspuncto dor Geradon 11 mid dos lliilfskroises i)/, die^ niinilieli 
die anderen Riidpuncto der durcdi h goliondon Duroliniossor des K reuses 
M sind (§12,111)) gehemlen Stralilou die iiiiinliclum gosuebten Puiinlo//j, 
/ij lindet, wio dorl. Kamen clalior boi oinoin practisoJien Palin, edwa auf 
(lem Felcle, Iliiiclernissc vor, ware z. B. die gogelioiio Gorade 0 ^ iilehl, 
iibcrall zuganglioli, sonderii w.-irc sic iiur durcli zwoi J*um 5 to, otwa dui’cli 
g<?g<^bon, die so lageii, dass man iiichi von dom cinon liis zu 
dem anderen liiiisehen konnto, so wiirdo man auf die angogehoao Wcuso 
boido Achiiliclikeitspunctc A mid I zuglcich bonutzeii, uni Jeden dor boS- 
den gcsucbtoii Punotc als Durclisfjhmttspunct zwoior Strahloii, woven 
dor oino durcli A und dor aiidoro (lurch / ginge, zu orhalton. In diosem 
hallo iniissto aber dor Gang dor Auflbsuiig olwas goaiulert won Ion, Niiiii* 
licli man wiirdo zuorst durcli die gogoboiioii Puimto c;,, j\ die Durcdi- 
messor , /,i7[ ziclicn, forner mil dioson parallel die llurcbmoHsor 
ab^ ihy uiul dami ware von da an da*s Woitoro wio zuvor. 

4. 3Voiin dor gegebene Radims insbcsondorc in dor Axo i/d/, 
bigo, z, B. wonii or ware, wio iniissto dmm liei dor J/ismig v<5rfahrmi 
wordoii? Ein uhnlicher bosondercr Pall kann bei dor vorhorgolnuKUm Auf- 
gabo eintreton, wonn namlich dio dasolbst gegebono Hti'ocko in dor 

Richtiiiig irgend oinos Durchmessors dos lliilfskroises M liegt, und A(dni- 
Jidios kann ferner bei dor nachfolgendcn Aufgabo (H, Aulg.) siattlliulcui. 
Die Losung dioscr besondoren Piillc wird don Jdobimborn zur Sollistiibuim 
iiberlasson. ^ 


A 0 h I G Aufgabo. 
„Dio gogoii.sciUgcn Diirchsohuittspunclo 
Kreiso Ku findon.“ 


/-woior gogoboiiGii 
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§ ( 8 , 


ErsierJFall, Woiiii dor einc Kreis gGzcichnet vorliogL, mimlioh ^ycml 
er dor lliilfskreiy M soll)st iyt, iintl dor <aiidoro Krois uiir der Gi'osso mid 
Lago iiaoli gogebeii ist. Es sci z. B. (Fig. 18) der JliUolpunct uiid 
dor gogcbone Hadims dos zwcitcii Kreisos. 

Boi der Losiing dieses Fallos kominL cs oftbiibar daraiif an, die go- 
moinscluifUicho Seciintc dor zwoi Kroiso zu findeii, woil cliese sodaim auf 
dem Ilnifskrciso uiimittclbar die gosiicJdcn Piincto v, giebl. Dieses kanii 
zufolgo § 17 uiiter anderen aid' nachsLehendo ^Yeise goscholien; 

Man zieho im 1 liiliskroise M den Diirclnnosser be dem gogcboiien 
Radius parallel, J^iolio forncr die Axo nebsl den Clcradon b^O, 
6,C, die jenor in don Aolinlichkoitspuncien Ay I bogognon iind den Krois 
Af zum zweitou Mai in a, e sehneiden; lum zieho man woiler doii Stralil 
Me, dor don Krois d/ zinn zwotion Mai in b und den vorlaiigerlen Radius 
6,d/j in Cl b’ifll, wolchcr lotztcro Puncl zuglcioli ini Kreiso d/, liegt; so- 
dann ziolio man don Dnrohmosscr a[ und soforl die Gcrade \Iy dio dem 
Btralilo ylb, iin Fiincte a, begognot, wolclior zugloioli dom Kroiso angc- 
bdrt (§ 12, flf), so sinrl alsduim sowolil dio zwoi Ihinolc a iind bp als b iitul 
, als b und Ci potonzlniUciulG Punotc in J^ozug aul’ don Aclinliolikoits- 
pimot A (§ 17,1); zioliL man diihcr weitor dio zwoi Paar Solincn ab und 
0,Ci (diese vorliingort), bb und a,Ci, wolclie sich in p, q scliiioidcn, und 
ziolit cndlich dio (icrado pq, so ist dioso die gcnioiasoliaftliclio Kocaiito 
dor gogobonen Kroiso (§ 17, II) und sclmeidoi den Uulfskrois AI in den 
in dor Aufgabo gofordoilon Pimcton v, 

Aumerkung. 1. AViirdo aiissor don vorausgosotzton Ucsohrankungon 
der Ilillfsmlttol nocli die Bedingung Jiinzngcfiigt, man sollo von dem Kroiso 
aiisscr dom Ihinolc b, (und dom MilLelpunclo AI^) koinen andcreii 
Jbiiict bonulzcn, ware dies oiwa (lurch irgciid obwaltoncle Uindernisse l)c- 
diiigi, so koiinio man dor Aulgabe niifcLolsldos andcroii Kroisos AI allciii aucli, 
wie -folgl, gonhgon. Naclidom man auf clicsclbo AVciso wio vorhin jnitlolsl 
dor Ooradon bjb, b,c dio Aohnlichkeiispunoto Ay ly so wio die Scliniii- 
puiicic a, e gofundon hiitto, fiindo man luiiiclst dos Slralilos Me den 
b und initiolst dos Strahles bl den Puiud g; sodann mUtclsl dor 
Sohnoii ab und eg don Piiixot p mid miUclst dor Solmen ag und be den 
IHiiiot t; alsdann liigen dioso Piimito p, I: in dor gomoinschiaftlicliGn Sc- 
canto VjS dor boidon gogoboiion Kroiso My Die Griindc, auf wololion 
dio Riclitigkcit cliosos Vorfahrons boriihl, sind loiclU aiifziiriudcin (2. Kapitel). 

2* Wcnii dio gofuudoiio Oorado pq don Krois Af nur boruhrt, odor 
ilin gar iiichi iriirt, so zoigt dies an, dass aucli dor Krois AI^ ilm be- 
riihrl, odor ihn gar nichL trilfi. 

Zwoi ter Fall W^onn dio zwoi Kroiso bloss dor Grosso und Lago 
iiaoh gogobon sind. Eh scion z. B. Al^y M.^ (J^'ig. 24) die Miitolpnncto und 
otwa dio Kadi on dor zwoi gegebenen Kroiso, 
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Oip.sor Fall kann iinter aiidoron dadurch gclost wordon, dusK man 
die gem eiiLschaftl idle Sc canto dor beiden gegobonon KroiHo oonslruirt in id 
sodaiiii die gogcuscitigon Diirclischnittspunctc dioaer Socante und oiiios 
dcr Ijcidcn Kroise .siicht. l^io.sc.s kann z. B., wio Tolgi, gescholicn : 

Man ziolio iin Iliilfskreise M die Dui’climowscr ahy cd den gegebenen 
Hadiea parallel iind siiche sofoi'fc die AolinliclikoitHpunelo A,^ 

und l,y und dev Kreispaaro M nnd Af^y Al und Al^ Illcnuif con- 
Htriiirc man (lurch Iliilfe der Aelinlichkoitspunote A.^ und I, don mil ai 
uiid also auch mil vM^ parallclon Durchmoshcr (\d^ des Kreisos (§ 12, 
111) und bestimmo gleicliorwoise deu zwoiicn Endpiinct clcus Dureli- 
messers <\AI^> Sodann zielie man die Gcraden o,/\y 'wololie dem 

lladius ill schnoiden, und ziolio feruor die Strahlon A,^o^y A,j\y 
welcho clem Durcliiuesser in e, f Imgogiion, nnd wo e und e^y f luul 
r\ ahnlichliegomlo Piincto zu don Kveisen My Al^ in Bozug anf don Aidni- 
liclikeitspunct A,j sind, Man ziehe weiter die G or ad on ce, dfy wohdie don 
Ilulfskrcis A! (zum zweiten Mai) in y, h schiioidon, und logo solbrt die 
Strahleu A,ji nud AJi, A^g und AJty wclclio don Goraden t\/\y bc- 
ziohlich in don Puiiclon g^ mid //, , und bogognon, so liogcn dioso 
Piincte zuglcich anf don Kreisen J/,, Al^y und zwar sind sowohl (\ und 
g,, als g^ und i\y a].s t/, und h^y als h^ luid g^ polGiizlialUmdo Puncto 
derselbcn in Boziig aiif ihron iuissorcn Aohnlichkoitspunct (^1). Donkt 
man sich also weiior die Solmen (< 7 ,A,), (gJQ gezogen (uni diu Figtir 
iiiciit zu iiliorffillen, sind dieso und oinigo folgonde Linion iiiolit wirk- 
lich gGzogoii worden), bozcichnoL die Pinud^c, *in woIcIkui slo bo/iohlieli 
(lie Durchmesser t\d^ sclmciden, durcli p, q und ziolii (mdludi dio 
Gerade (pq), so ist diesc dio gomoinsclialtlicho .Socanto dor Kroise At^y 
(§ 17? II)? i»id os ist Homit die vorgologto Aufgabo aiif die vorhorgohmulo 
(7. Aiifg.) zimiokgobraclit, iiidcm man nunmolir mir noeli dio gogonsoiiigon 
Durclisclimil^puuolc dor Ooradon (pq) und oinos dor lioidoii Kroiso, otwa 
dos Kreises Al^y zu findcu nothig hat. Dieses kann abor mittolst dor 
boreits vorhandonen Uidfsliiiien sclir loicht gosclioJion. Niimlicii man ziobo 
die Strahleu (A^^p), (/Lq), nciino die Puncte, in wolclicn siu dor Ktdiiio 
(gh) und dem Diiroliincssor cd bczielilicli begegnen (^^), (</); ziuho woilor 
dio Gerade {iHj)y nenno dio Puncte, in wolclioii sio don llnlfsknns M 
sclmoidet (r), (s) und zioho endlicJi dio Strahlon (vly^), so wei*- 

don dieso die Gerade (pq) in den der Aufgabo geniigondon Piuictoii r, jS 
treftem 

Mehrore andero Aulldsimgsarton dor vorliogondeii Aufgabo iiborgelie 
icli hicr, well koine einfachcr ist, als dio obcii beondigto. Dio cine bo^ 
steht z. Ih darin, dass man dio Linien dor gloiohon Potenzon (odor ge- 
inoiuschaftliclien Secanten) der Kreispaaro Al und Al^^ A! und sucht 
(1. tall) imd aus ihrem DiirchsclmiUspuuclo (q) aiif die Axe AJ^Al^ oiii 
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Loth fallt, Avelclios alsdann clio ^foinoinscJiaftliclio iSoeaiUe der Krei.^e A/,, 
ist, 11 . s. w. 


§ 19. 

S c b 1 n s s 1) c 111 e 1 k ii n g. 

l)asH luinmchr allc gcometriKchou Aufgaboii^ im ougeron Siiiuo ge- 
iiominou, .sich in der That (lurch lltdlc clcr vorhergehonden acht Aiif- 
giiben (§ 18) behandeln laHhOii, das heis.si, (hiss ihro Auflusung in eiiior 
gcringoroii odor gross(3ron Z«sainiu<msctziu>g mid Wiodorholniig dor fur 
dioitG gegGb(iiien Oonstructionen besUdii, win vcrwickoll sic ancJi iminorhin 
scjlieinon inogoii, ist loioht cinzusohen, so dass also der Zwook dicsor Ar- 
bcii jotzi als orroiclit zu betraclitcn isi. Dio MdglichkeiL diosor Holland-* 
lung grundet sich vornchmli(di auf die vorsioheudo sicboiito und aohti' 
Aiifgabo, jiidoiTi niimlioh, win sohou iiu Riiigange borne rkt wortlen. boi 
dor gow(jhnli(dion CTeoinotrio die nioisUm und seshwierigston Aufgaben bloss 
miUolst diosor boidon goldst wordon, Wollio man aber in dor That alle 
g( 5 ainoLrisclion Aiifgabon luich dor gcgoinviirtigcn I\Ioihode, und zwar aiil’ 
die iubgli(ihst oiuhudisto Art losoii, so diirfio man naiiirliclmrwciiso bc'i 
zusammengosotzton Oonstructionon iiiclit Hdiritt liir Sehrilt doin Verfahreii 
Iblgon, wolclies gowbhtilich angowondi't -wird, 'woiin dor froic Oobraucli 
boidor InslruniouLo, dcs Zirlcols und dcs Linoals, gostnttet ist, sonderii 
man inussio violmohr daraiir bochuilit soin, die Aiillbsungon so viel wie 
tnoglieh lur die hi or orlaubton llulfsinittcl cinfach und liociuom zu nmudion. 
In diosor llinsiclit sind die obigon so(jhs orsteu Aufgaben sclbsfc als wo- 
sciitliclio Bcispiolo zii botraddon. Aiisscrdoin zeigen dio vorsteliciidoii 
Aulgabon insgosainmt, dass os audi hiorbd, Avio donii ia dor Gooinotrio 
ilbodiaupt, voruehmlidi darauf ankomnit, die Eigenschal'toii dor Ab- 
liiuigigkoU dor Kiguren von oiiiandor gciiaucr zu crforsclion. — 
Insbcsondoro will idi bier nur nodi boinorkou, das.s z. 13. boi solchen Aiil- 
gabon, wo vorlaiigt wird: „oincni bloss dor Orbssc mid Lagc nach gogo- 
Ijonoii Kveiso ^/^ (odor auch ohiom bloss (lurch irgond dm ]3edinguiigon 
bostimmton Kreiso A/J, cin rogolniassigos Vidodo oin- odor iimziisdiroiboid^, 
man uutor andoreii so vovfahron kann, dass man dicsolbo jUifgabo vorerst 
lur den gogobonon Ilhlfskreis A/ lost und sodann das gofundono Violock, 
initlolst dor zu den Kroison golibrondon Aduilichkeitspimcto A iiiid / aul“ 
don Krois projicirt u. s. w.; wozii die obigen Cons true tionen bin- 
rojcliendo Anlcitung gobcii. 

J3oi dicsor frolcgenhoit fiigo idi nodi Iblgondc Homorkung liinzu: 

Es sclioint, (lass man ini Allgcmeinon bis jelzt uocli zu weiiig Sorg- 
falt aiil dio goomeirisclion Constrimtionoa vorwoiidot halui. Dio hergo- 
biaoliio von ilon Alton uiis uborliclbrto Weiso, wona(di niau luiinlicli Aul~ 
gaben als gddst boiradilot, sobabi iiadigowiesen worden, diirch weldm 
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Ifittol sie sich auf aiulere vorlier betraclilctc Kuriickfiiliroii lassoii, i.sl 
der richtigen Bciirtheiluiig (lessen, was ihre vollstiitulige bdsung erlicisclU, 
sehr hiiidcrlich. So gescliicht es deiin auch, dass auf dieso Wc'i.sc liaufig 
Constructionen angegebon werden, die, wenn man in die lYothwtnKliglccii 
versetzt wiire, alios, was sie oinscliliessen , wirklicli und gonau miszu- 
fiihren, bald aiifgegeben Avvirden, indem man dadurch sicli gOAviss bald 
iiberzeugen miisstc, dass es eine ganz andere Sacho soi, die Constmclionon 
in der That, d. h. mil don Instrumentoii in der Hand, odor, urn mich 
des Ausdrucks zii bedienen, bloss mittolst d(5r Zuiige ausznfiiliroti’'). Us 
Ifisst sieh gar loiclit sagen : ich time das, und dann das, (ind daim jenos; 
allein die Sclnviorigkeit, und man kann in geAvissen Fallon sagen, die 
Umnogliclikeit, Constructionen, avoIcIio in einein bohon Grado zusanimon- 
gesetzt sind, AvirklicJi zu vollenden, vorlangt, dass man boi oinor vorge- 
leglen Aufgabe gennu erwiigo, Avelchos von den verscliiedonon Verfaliron 
bei der giinzlichen Ausfiihrung das einfaclislc, odor wolchos unler l)HHon- 
dereii Umstiinden das ZAVCckmassigste soi, und avLo viol von doin, avus die 
Zunge elwas leichtfertig ausfiihrt, zu uiugchen soi, woiin es danwif aii- 
komml, alio iiberlliissigo Miiho zu sparon, odor die grdssto Gonauigkeit zu 
erreichon, oder don Plan (das Papier), worauf gozoiclmol Avird , iniigliolist 
zu schonen, u. s. av. Es kiimo also mil oinom Worlo darauf an: ,,zu 
untersuchen, auf wolche Weiso jodo goomotrisclie Aufgabe 
theoretisch odor practiscli am oinfachston, geiiauoston odor 
sicherslen conslruirt wordon konno, und ZAVar 1) Avelelios Ini All- 
gemeinen, 2) welches bei beschrankloii lliilfsmittoln und B) wel- 
ches bei obAvaltendon ITindornisson das ZAVOckmassigste Ver- 
fahren sci.“ Diose Unlcrsuchung Avtirde also auoli sowohl die iMmcIw- 
roK^’sehe als die gegenwartige Constructions -Methodo umfasson, und os 
Aviirdo alsdann cine Vorgloiclnmg aller Mothodon mil, einandcr eine rieli- 
tige Keuiitniss dor Sadie gewahron mid gowiss jiicht oJiiie riiLoresHC fiir 
die Wissoiischaft sclbst scin. Dass die vorliorgoheiulon Aulgabon oIaviis 
king scheiiien inogoii, darf doshalh nichl von dor gogeiiAviirtigon jMethodo 
ahschrecken; dcnii wenn man, win sclioii gesagt werden, in dor gewiihn- 
hehen Geometric obenso allcs, Avas zur Construction oiner zusiuniiionge- 
setzteii Aufgabe orforderlich ist, AvirklicJi aiisfiihrl, so Avircl man bald suben 
(lass aucli da Vmles gar nicht so chifach ist, als es schoint, wenn die Ge- 
schafto bloss init Worton abgomacht Avordon. Auoh habo ieh inicji be- 
reits uberzeugt, dass man auf dom gogonwarligon Wogo, und zAVar bei 
aii schcmend soliAvereu Aufgabon, sogar zu solcheu einfachon Aullbsungon 


) brauoho hiorbd z. B. nur an die friihore Construction dosjenigen Kvdsos, 
wolcher droi gegobeno Kroiso bciiilirou soil, zu criniiorn. Und dass '^solbst bdni gc- 

kommoii, davon wild sich jedor aufmoiksaino Lohrer loiclit fibcrzongoii Itdimon. 
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gclangl, welcho mit alien bolicbigen Hiilfsmittoln wodei- kiirKcr nocli be- 
qiieinov gcmaclit wcrden koiinoii, win clie.s iiameiitlich (lurch die uaclifol- 
goticleu Beispiele boslatigl werdcn wircl. 


A n h a n g. 

Veiuiihclite Aufgabon, ncbst Aiuloutiinff ibici Losniig iiuttoht des Lmcalii 
iincl oincs feston Kroises. 


§ 20 . 

Um 7,u 7,cigon, wic cinfach sich inauclic ansclioitioiKl scliwiorigc Auf- 
gaben bloKS mitteLst des Lineals Id.sen la.s.sen, wenn in dor Ebcnc irgeiid 
ein foster Kreis M gegcbcii ist, fiigo icli bier nool> (Muige zweckmiissigc 
Beispiole boi. Dio Oriinde, auf ^yel(!hen cinige dor daboi angecleutetcn 
Aullosuiigon boruhen, lindot man iin erston Tlioil dor „Systomatisc 1 icn 
Llii twickoliing elc.“ *), iind die, auf w(!lchcn die Hbrigen beralion, worden 
in don spitteren 'riioilen deKselbon Worlco.s enlwickoU wcrden. Aii.s.sordein 
wil'd da.ssolbo Work noch vielo andoro Aufgabcn diosor Art ontlialten, 
wie nainonllioii im orsLen Thoil scliou mohrero vorkommen, welclic alio 
iiior ZH wicdci'holen inir jodoch unnftthig sebion. — 

In Bclrefl’ dor naciifolgondeii Aullosiingon muss icb nooli bovorw'orten, 
da.ss dor Loser, falls cs iliin darum zu tlnin scin solltc, die beschrioboneii 
(!ori.struclionon auf deni I’apicre wirklicli zu .selicn, sicli, nach Auloitiing 
dor Aii( 1 d.suiig, die jeilc.snialigcn orfordorliclioii Bildor (Figuroii) selbcr 
Koichneii indgc, 

A 11 f g a b 0 1 . 

„Weiin in cincrEbeno zwei boliebigo .Dreiooke gogoben sind, 
so soil man ein drittes findon, wolclio.s zugloicli deni or.s ton iini- 
und dom Kwoileii oinge.scbriebon i.sl.“ 

Eh .soioii B, B.^, die Eckpnnolo dos orslen, mid A, A^, A, die 
Soitoii, uiid zwar dio iiubcgroiizl verliingerlou yoilon des zweilou Drciocics, 
iMau iiolimo in A ciiien willkiirliclioii Punct « an, zioiio doii BtrabI 
n/ 1 , dor dio Ooradc A^ (boido gciuigsam vorliingort) in oinoin Puncte a, 
trill't, zioho sofort don Strabl n,A„ dor A., in oiiiom Puiicto u, .sclinoidet, 
und ziolie ondlicli don Strabl Avelobcr A in einein Piinclo o bo- 

gegiiot. Nun lial dio Aufgabc oiTonbar koinon andoreii Zwcek, als den 
orslen Punct ff so 7Ai bo.stimmon, dass dor 7,ulot7,t erhaltono Punct a mit 
ilim zn.sammonfiillt, iiidom in diesom Falle das Drciock afijOja dor Auf- 
gabo goniigt. Da abor im Allgomoinon diosos Zuscaiiiinoiifallen niclit slatl- 
liiidot, .soiulorn n und a 7,woi voi'scbiedouc, aber von einander abliiingigo, 

■'') C'f. 8.229—460 diosev Ausgnbo. 



m 
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§yo. 

ciiiancler entsproclioiKle Piincto sein werdon, so siiche man ahnlichonvoisu 
m zwoi aiidercJij belicbij^f aiigenoinmcnen Pimoton B, c In der Geradeix 
die ihiien onlspreclicnden Puiicte p, y ui der namliclien Goraden. Sodaiin 
nelnne man im Umfange des Iliilfskreises M irgend einon Puiicl; P an 
iiiid ziehe die Straldcn Pa mid Pa^ Ph und 7-^C and P^^ die den 
Kreis (ziim zwoitcn Hal) bcziclilich in den PuiiGten a imd a,, b uud p^, 
c und schneidou; eincs dieser J^inctcpaaro, z. B. das erstc, vcrbindc 
man krenzwoiso mil jedcm dci* dbrigen, d. h. man zicho die Geradcn t^p^ 
und aj), die sich in oinom Puncto p, sowio die Goraden und die 

sicli in oinem Puiieto q .schneidou, zieho woiter die Gorado pq, die d(?n 
Kreis M im Allgomoinen in zwoi Piinctoii s schncidol, und zielic ciuB 
lich die Straiilon Pr^ so wordcn diesc die Soiic (odoi‘ Geradc) A in 
deiijonigon Pmictcii r, ^3 troifeu, in wolohen allein und in dor Tlial die 
Echo des zu l)e.soliroibemlon Droiocks liogon mu.s,s, so (lass also dieses 
somit gefundeii isi, J)omnaG]i giobt os im Ailgcmcniicn zwoi Dioiocko 
rv,lU’, 33,333, wovon jodo.s dor vorgelogion Aufgabo Geniigo loistoi. Wcnn 
abor insbesondcre die Oerado pq doii Kreis mir borulirt, so giobi es nur 
ein, uud wonn sio ilni gar niclit Iriirt, so gio))(. os gar koiii Drciock, 
welches die Bedingimgen dor Aiiij^^abo erfiillt. 

Anmerkung. Ganz cbonso wird dio Aiitgabe gelost, wonn .stall der 
Dreiecke beliebigo Vior(?cke odor funfeck(^ n. .s. w. gesotzi wordcn. 

A n f g a b e 2. 

„J)ic gcgcjisoitigen l)urchs(3hni lisp uncle einer gogoboneii 
Geradcn and oinos bloss diirch 

a) fiiiif Puiicto, odor 

b) filiif Tango n ten 

gogebenon (also nichi gczcichnel vorlicgendon) Kogelschnille.s zu 
i1ndeii/‘ 

Fall a. Es hoi.sse dio Gorado and dio funf Puuolo des Kegel- 
sclmittc.s /?, S(, S3, (5. — Aus irgend zwoien der Rinl' Puncte, (jtwa 

aus 7?, zioho man Gtralilon durcli die Arai iibrigon, also die Slralilen 

uiid 77, S(, 7iS3 und 77,8, und 7?,K, und nomio die Puuctc, in 
welclien sio (gomigsam vorlangcrl) dor Goradon A bogegiion, boziolilich a 
und a, t) und p, c und y* Mittolsl dicsor drei Punctopaaro .suclio man 
Holbrt, gonau auf dioselbe Wei.se wie bei dor vorliorgohoiulon Aiilld.sung 
(Aufg. 1), also durcli Benutzung clcs Ilulfskrolsos M, in dor Goraden A 
dio zwoi Puncte v, 3, so sind dioso die vorlangton Sclniiltpimcto. TrilVt 
ilio Gerado pq, wclolio man (lurch dio woitorc Ccinstruclion findot, den 
Iliilfskrois M iiichl, so sohuoiden die gogobeno Gorado und dor KcgcF 
scluiitt oinaiidcr aucli niclit; boriihren sicli jono, so boniliroii sicli aiicli 
diese, so dass in cliosein Fallo dio Puncte r und 3 zusaininonrallon. 
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Fall b. Dioner Fall liisrft sicli leidit aiif don orston bringoii, incloni 
jnan iiiunlicli iniiielst dca Lineals allein die fiiiif Puncto findeii kann, in 
Avclchon dor Kogelsehuitt von den gogobonoii fimr d'angoiiten beriihrl wird. 
(AbJiiiugigk, gcoin. Gostalten, L Thl 8. 15"2.)*) 

A ii f g a b c 3* 

),J)iGjenigen Goraden zu findoii, wolche diircli eiiieii gege- 
bcnoii Panel golion und einen luir diiroli 

a) fiinf Tan gen ten, odor 

b) fiinf Pun etc 

gcgobciioii Kegelsclinitt bon’ilu’on.^* 

Fall a. Es lioisso der gogobonc Piinct B iiiid die fiinf gegobonen 
Tangenteu des ICogolschnitles Ay A^^ 8(, 33, Man bozcicline die Puncto, 
in wolchon A imd A^ von S(, S3, 6 gcschnitton wcrdoii, beziolilich (lurch 
a und a^y b und b, , c und c,. Man ziolio dio Stvahlon -Cc^ 

iiiid ueniio dio Puncto, in wclolioii sie dio Gorado A troffon, bozichlich 
p, y, Ilioraiif suclic man auf gloichc Woiso wio boi den boidou vorlier- 
goliondcn Aufgaben mittolst dor droi Punclopaaro a und a, b imd (3, c 
uiid Y und dos Iliilfskroisos M in dor Goraden A dio zwoi Punctc v, 
und zioho sofort dio Ooradon B\\ TJS, so werden dioso, und xwar dioso 
alloiii, der Fordoriing dor Aiifgabo goiuigen. AVenn dio Geradc :^(\y wolclie 
diircli dio weitore Construction gofundon wird (siohe Aiifg. 1), don Hiilfs- 
Icrois M iiicht sohnoidot, so zeigt dies an, class dor gogobonc Punct B 
innorlialb dcs Kogolsclinitioa liegt, und inithni dio AnHosiuig dor Aufgabc 
lunnbglicli ist; und wenn jone Gorado don Krois bcriilirt, so zoigt dies an, 
(lass der J^uiict iin ICogelschnilte solbst liegt, luid mitlun nur oiuo oinzige 
Gorado (in dor sich zwoi voroinigt Iiabon) dor Aufgabo goniigon kann. 

Fall b. Oiesor Fall kann auf ontspreohciulo AVoiso auf don eraten 
(a) gobraclit wordon, wio solches l)ei dor vorigou Aufgabo (2) stattfancl, 
woriibor obonfalls an dom dasolbst angofiihrtcn Orto (las Nlihero zu fm- 
den ist. 

Aufgabo 4. 

„AVoun von oinom Kogolscluutte vicr Puncto imd oiiio Tan- 
gonto gogobon sind, so soil man don Punct findon, in wololiom 
(iio lotztoro vom Kogolsclinitto beriihrl wird/^ 

I. Es lioisso dio gogobono Gorado A und dio vior gogobonoa Puncto 
S'!, 33, (5, S)- Man ziolio durcli dioso Puncto drei Paar Gorado, iiamllcli 
§133 und S2), und* 3333, 8(33 und S3®, ueiino dio Puncto, in ^YolchGn 
sio dor Goradon A bogoguon, beziohlich a unci «, b und p, c und y und 
sudiG sofort auf dio.solbc AVoiso, wio boi don vorhcrgolioiidon Aufgaboii, in 

*'') Of. S. 341 cliosor Aiisgabo. 

KtDlncr’« Wojko. T 



514 


Anluiug. 


§20. 


tier Geraden A die Puiicle v uiul ao Avird jeder von diesen dor vorge- 
lei^den Auf^^abc genugen, so dass cs also im Allgomeiucn zAvci Kogol- 
.'icliniUo gicl)t, von' deiien jedor durcli die vior gogobonen Puncte gclit nml 
die gogobonc Gorade bcriilirt. Die Morkmale, Avoran man erkennt, ob die 
Aufgabe in der That zwei, odor nur cine, odev gar keino Aufeung 
zuliisst (d. In ob 2, odor nur 1, odor kein Kegelstdiniii moglioh sci), siiid 
die nainlidioii, Avio boi den vorlicrgoliendon Aufgabeu, 

II, Uin dio Conslructioii otAvas abzuldirzen, kanii inan bei tliosor Auf- 
galie auoh, Avio folgt, verlahron: Man ziolie nur zAvoi Pajir Gerado (J), otwa 
3(23 iind 3(6 und 23® » Avolche dor 1'angcnte A in don Piincion a 
luul a, b und p begognen, iintl ziohe Kofori aus dom iin itiillskroisc M 
beliehig aiigenommonen Ihincte P (vergl. Aufg. 1) dio Stralilen 7^a iind 
Pt/, Pb und Pp, Avelolio don Kreis in a und h mid pj solmoidoii, imd 

zicho ferner dio Goradon «pj und icc^, dio sioli in oinom Piiiicto 
soAvic dio Goradeii ab und ajP, , dio sich in oinom Puncto t schiioidojij 
lego Avoitor dio Gorade ))t, die den Kreis Af im Allgomoinon in zAvoi 
Puncten r uml s schuoidon Avird, mid ziohe ondlicli dio Stralilen Pr mul 
Ps, so Avordon diose der Geradon A in don gosiichton Jhiucteii v und iJ 
bogegiien, 

Aufgabe 5, 

5 ,Wonn von einom Kcgelschnliio vior Tangenton und oin 
Piiiict gogeben sind, so soil man dio Tangoiito findoii, wolcho 
den Kogcisclinitt in diosom Puncto boruhrt." 

lis scion A^ By Cy D dio gogobouou vior 'raiigonton und 31 dor go- 
gebeno Piinct. Es hoisson die Puncto, in Avolchcn A von By Oy 1) go- 
schnition Avird, bczichlich a, 0, C, und dio Puncto, in Avolchon 1) uml Cy 
I) und By 6' iiud B cinaiulor schneiden, beziohlich 0^, bp Cp Man zielio 
dio Stralilen 3(a,, Sib,, SlCj, und nonno dio Puncto, in Avololion sio dio 
Tangenio A trellen, boziehlicli c/, p, y* Sodaiiii suclic man aiif die.solbo 
Weiso, Avio bishor, miltolsL dor Puiictcpaaro a und b und p, c und y 
in dor Geradon A dio Jhinclo v und §, und ziolio sofort dio SLraliloii Sir 
1111(1 3(^, so Avird jedor voii dioson der Aiifgabo goniigon. ~ Uebrigons 
lassoii sich dio zAVci Puncte v, S auch hior durch dassolbo abgokiirzto Vor- 
fahroji iinden, Avio bci dor vorigen Aufgabo (Aufg, 4, II), avozu man niim- 
licli nur ZAVoi dor droi Punctepaare, otAva a und ot, b und p, noting hat 

Aufgabo (h 

„Wonn drei Puncto und ZAVoi Tangenton oinos Kogolschnit- 
toH gogobeii siiicl, so soli man dio Puncto fiiidon, in Avolchcn 
derselbc dio Tangontcu boriihrt." 

Man bozoichno dio gogebonon Tangenion durch B, C und irgoiid zvvol 
der drei gcgcbonoii Puncto durch a, a, Man zioho dio Gorade aa uml 
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noiine die Pinictc, in welchcn sio die B iind (J jiohiieidet, lb imd p, imd 
siiclic sodfuiii auf die niimliclie Weise, ’wio oben, (Aufg. 4, II) in dcr Gera- 
don (xa (clort /I) die zwoi Pimole t luid jS. Nan lege man ferner diitcli 
don dritten gegobenen Piinet xmd cinen dcr boideii aiideron, a odor cine 
Gcmdc, iind siiclie anf ganz gloiclio Woi.se in ihr die zwei Puiicto Vj inid 
Sodami zicho man die vier fioradon rv,, imd su wird jedo 

von diesen iii.s))esondoi‘o tlio Taiigeiiten C in ^olchon Pimctoii sclinciden, 
in welclien sio von cinom niid dem.selbon diirch die drei gegobeiieii Puiicto 
gohonden Kegelschniilo berulirL werden, Pie vorgolcgto Aufgubc liisst deni- 
iiach im Allgomoincn vicr Auflbsangon zu, odcr cs giebi im Allgemcliicn 
vior KogGlsolimtte, wclcho die drei gegebonen Punetc sowio die zwoi go- 
gebonen Tangonton gemein liaben*). Die Aufgaljc wird (oder die Kogol- 
schnitle werdoii) immoglicb, wonn oincs dor gonannien Piinctopaare r imd 
t\ und niclit recll ist, Picsor Fall liisst sich abor, oliiio vorliorigo 
ConslmcUou, iinmiUolbar ans dcr gegcnseiLigoii Lago dor gegobonon fiinf 
Elomonte erlcennen, jiainlich er tritt oin, weiin die gogoboiieri Pimcto^ in 
lUicktiiolit auf die diircli die Tangonton /i, C gobildolen Wiiikel, in 
Nobemvinkoln (aber koine zwoi dorsolboii init dom Diirohsolmitie der 
Tangonton in oinor G-eradon) liogon. Bc.sondore odor Orcnzfiille oiitstoliea^ 
wenn Gntwedor die droi gogebonen Puucto in oinor Geraden, oder zwei 
dorsolbeii mit dom Purchsclmilto der Tangonton C in oinor Geradon 
liegon; u, s. w. 


A u f g a b e 7. 

„Wonn drei Tangonton untl zwoi Pniicfco ciuow Kcgclsobnit- 
tos gogobon sind, su soli man die Taiigonten fiiidoii, wolclio 
donselbon in jenen Puncton boriihren.*^ 

Man bozoichne dio gogobenon droi Tangenion duroli B, Cy D und dio 
gegebonen zwoi Punclo durcli a, a, und ferner die gegeiiscitigon Diircli- 
rtohnittsj)iinctc dcr Tangontonpaarc B und (7, B und Dy C luid D bezieli- 
licli durcli 6, S3. Man zioho dio fiorade ac/ uiid iionnc die Puiicte, 
in wolchon sic das oino Tangentenpaar, etwa B und Cy scluieidoi, b und p, 
und suclio sodann in dor Goraden rta zu den zwei Punotcpaaroii a und a, 
b und p das durcli dieselbon bestinimie Pimctopaar r iind S (Aufg. 4, II). 
AoliidiclicrwoLso suohe man zii dom gegobenen Punctepaarc a und und 
zii dom Piinctopaare, in mdehem dio Gorado <xot von oinem aiidoron Tau- 
gontonpaare, oiwa von B imd Z), gesclmitten wird, das durcli dioselbou 
bcstimmto Pimctopaar V, und Sodann zieho man dio Stralilon S)v 


"') Voi'gl. Mtfmoire sur les lignes da second ordre , par Brianahon, Capitailio d’Ar- 
tillciio, ancioii dlovo do Tlicolo Polytocliniquo. Paris 1817 p.d?; uiul A billing, goom. 
a os t alien, S. 285 (Cf. S.432 diosor Ausgabo). 


33 * 
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u)kI Ktj and (SiS, , bozcicline ilic l)ui’(!hschmUs)niiiclo vt)ii ?Dv 
iiiid 6v,, a)v uud uucl Si-,, uud (&§, boziohliidi cUiroh 

u, y, z and zioho ondlicli die Geradeiijiaarc «trt iind uu, A'rt uud .««, 
ya uiid ija, za. und za, so wird jedes von dicHon, fiir aioh gonoininen, der 
vorgelogteii Aufgabc geniigou, d. h. jo zwoi solcho Goradc boriilu'oii in <leji 
zugehorigoii Puncton a und a einon bestiimnten KogolachniU., wolchcr ebon- 
I'alls von den drei gogebenon Goradon B, C, D boriilu'l, winl. J>oinnaeli 
lasst die Aufgabc im Allgemoineu vior Aunoanngon zu, odor os linden 
vicr KegclschniUe statt, wolclie sowobl die drei gogobonon 'rangoiiLoii, ala 
die zwei gegobenen Puncto gemoin lutbon, u. s. w. 

Mittclst der vorstelienden Aufgaboii (2 bis 7) lassen sioh iiti]inio]n’ 
aucli die foJgeiulen JJoppoIaulgabcii , wolcUo, wio man boinoricoii wird, 
thcils Ziisanimensclzimgon thoils boaoiidoro Fiillo von joncii siiid, Itdchl 
Idseii. 


A u f g a b 0 8. 

jjDie gegenseitigon Diu’chsclinitlspunotc oiuor gogo bo ih'ii 
G cradcn und oincs Kcgclschnittos, von wolclioni 

a) vior Pnnctc und cine Tangonto, odor 

b) vior Tangonten und oin Puucl 
gogebon sind, zu findeu." 

A n f g a b 0 9, 

»Diejonigen Goradon, die durob oiiion gegolionon Pnnei 
gcJion und einon Kegolschnitt boriiJiren, von wololioiii 

a) vior Tangcntcn und oin Puucl, odor 

b) vior Puncto und cino Tangonto 
gegoben siiid, zu findon." 


A ii f g a b 0 10. 

..Die gogenscitigen Durchaclmittspuncto oinor 
Goradon und cincs Kegolscbnillos, von wolcbom 

a) droi Puncto und zwei Tangonton, odor 

b) drei Tangonton und zwoi Puncto 
gegobon sind, zu findon.« 


gogobonon 


A u f g a b 0 11. 

..Diojonigon Goradon, die durch oinon gogobonon P.m.h 

Sohou „n ou..„ Kcgd.cl,„ilC bortihr.,,, v,,., '.tbor 

aj droi langenten und zwoi Puncto, odor 
bj drei Puncto uud zwoi Tangonton 
gogeben sind, zu findon," 
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A U 1 ' g 5L b G 12. 

„Die gogenscitigcii Durchsclniitt.spuiKjtG einer gogcbenoii 
Goradeii unci oinos (lurch 

a) vior Puiiclo tiiul die Tnngentc in (iinciii dcrsGlheii, odor 

I)) vier Taugciitcn iind don Boruliningspunct c^inor der- 
sclbon 

gogobcnoii KogclHchniUcH ux findon/' 

A a f g a h e 13. 

^Dicjoaigcii Goraden, wolcho dnrcli oiiioii gogoboncjn 
go hen und oinen duroh 

a) vicr Tangonicn und chin HoriihriingKpuiici einer dor- 
HGlbeii, odor 

1)) vicr VuiioU luid dio 'raiigonlo in eineni dersolbcii 
gogobcncii Kcgol.schniU beriihren, zu rinden/^ 

A u fg a 1) G 14, 

„ 1 )lc g(^goiisGiiigon Durchscliniifcspuuolo ( 5 in or gogebonon 
(foradea und clncs diircli 

a) droi Puncto und die TangenUn in zwoi dorsclbcii, odor 

b) droi TangciiUni und die Boriihriing«piiuoio von zwoi 
dorsclbon 

gegobonon Kogclschui Ucs zu Tin den, “ 

A u f g a b n 15. 

yDiejonigen Goraden, wclcho dnrcli oiiion gcgcbciicii Piiiict 
go hen und oinen (lurch 

a) droi I’angonton und dio boriilirimgwpiincto von zwoi 
dorsolbcn, odor 

b) droi IHxncto und dio Tangoaton in zwqx derselbon 
gegebenon Kcgol«chniU borhliron, zu fincLond^ 

AVio man sioht, lasBcn sich z. B. die Aufgabon 8 und 9 inittclst dor 
Aufgabon 4 und 5 aiif die Aufgabon 2 imd 3 /Airuclcfiiliren, ebenso die 
Aufgabon 10 und 11 raitieLsi dcr Aufgabon 6 und 7 aiif die Aufgabon 
2 und 3 11 . H. w., woraus dio Zahl dor Aidlosungcn, wclcho jedor dor gegon- 
wdiiligon Aufgabon miiglicliorwciso zukommon komien, Iciclit zu linden isL, 

A u f g a b 0 j G. 

jjAVenn von zwoi Kogolsohniltoii zwoi gomeinscliaftliclio 
(odor Durchsohnitts-) Puncto iind ausaordom von jodcni iiisbo- 
Hondore irgond droi Puncto gogoboii sind, ao soil man ihre 
iibrigon zwoi gomoinschaftlichcn Puncto, sowic iliro vicr go- 
moiiischafilichen Tangentou finclcin“ 
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Es mogen die Kogelscliiiittc diii-ch K und , ihro gegnbonon zwoi 
gonieittscJiafUiciioji ruiictc dnrcli 5R, ©, flic iil)rigen gogol)ouon droi I’luiele 
(teh KegeJschnittes K duich S(, 35, K, die des cliu-cli SKj, 33,, C?:, I)e- 

zeicliiict uiid die gosiiclilen zwoi gomciiischafUiclicix ?iuieto v, H goiiiimil 
werden; danii kanii die Axifgabe iintcr andorom 7„ B. , wio IblgL, goliijsl 
werden; 

Man zichc ctwa die Geraden ?l9i und ffl©, siicho dio Pmuilo ii, 
and b,, c, , in wolclion sie /iT, (aussoi’ in und ©) y/Um zwoiteii Mnl 
schneiden — welches bokaiintlicli mitlelsl dos Lineals alloin loiulit ge- 
.schelicn kann, da fiinf Punctc von K^ gegobon sind — ziobc sofoi’l die 
Goiadenpaaro 3G8 und CJ,!),, S((5 und a,c,, nonno dio I’liuclo, in wolchoii 
sic sich ki'Ciizen, bozichlich p, q, und ziclio dio dorado pg, so ist tiioso 
eino (dor gogebenen 91® zugcorduoto) gomoiuschaftliolio Socanlo dor Kwei 
KegoUclinilto K, so dass also nur nocli nolhig ist, dio Btirohsoluiitlo 
derselbon init eiiiem dor lotzteren zu findon (Aufg. 2, a), mn dio in dor 
Aiifgabe verlangleu Puncte V, S zu liabon. 

Urn andcrerscits die vicr gomoiiiscliaftlichon Tangonton zn dndoji, 
nelune man in der gegebenon Sooanlo 91® irgond oiiion PunuL 'P uij 
(wclclier abor ausserlialb dor Kogolsclinillc liogt), ziolio aus dojiisolbon 
an jedon Kogelsclinitt zwoi Tangenloji, siioho soforL luiltolst clo.s Liiimila 
die lleriihrungspuncte a und b, a, und b^ dorsolben und ziolio sodaiin dio 
Gcradenpaaro ««, und und dio sieli bozioliHcli in don Punoton 

Ay / scluioidcn, wolclie zuglcich dio IJurohsclinitLspunoto dor zwei go- 
Miclilen Paarc gcnicinscliafUichcr Tangonlon sind, so daas also (li<».so lolz- 
teren sofort iiacli Aufgabo 3 gofuuden werden. 

Eine einfachero Auflosung der vorgeloglcn Aufgabo wordc ioh riii 
einom andoren Orlo inittlieilon und bowoison. 


A u 1 g a II 0 lY. 

alVeiin von zwei Kegolsolinitlon K, AT, Kwoi gomoinsohal’t- 
liclio Tangenten A, A, und ausserdom von jodom insbosondoro 
irgond diei Tangonton, otwa a, b, c und /ij, c^, gogolion sind, 
so .sell man ihro ubrigon zwoi gomoiu.scliaftliclioii Tanirontnii 
sowie ihro vior gomcinschaftlichen Puuoto findon.” 

Heisseu die Puncte, in wolclion A und A. von a, b, o. gosclmilloii 
werden boziehlich u, c und u„ b., c,- Aus jodom dor lotztoron rlroi 
uncte lego man an oino zwoito Tangonle (wolcho niiinlicli amssor dor 
schon vorhandonen A, noch stattfludot), nonno dio Puncto, in wolclion sio 

in <='. P. T, «»cho sofort mittolst dos riiilfshroisos 

m dor Geraden A zn den droi Pmictopaaron n und a, b uiul (1, c uud -i 

(‘ ) ngente an /f (odor AT,), so worden dio.scIbon aueh AT, (odor K) 
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beuuhren, luicl mitiiin die gG.suohicii zwoi gemchisohaftlichon Taiigentcn 
soin. — Dio gcinoinficlmfilichcn IHincto dor KegolsduiiUo Avordoa sorort 
auf cine oiiisprochendo AYoisc gcfimdon, ’wio bci dor vorigcn Aufgabc die 
gcmoiiisclmftlicliou Tangouioii. 

Eh lassen sich mm ^voitor cine llciigo Aufgaboii aiifslcllcu, wclelio 
aus den zwei lot/doii (1(5 unci 17) iind aus den friUioron Aafgaboii m- 
sammongesoizt sind, wio z. B. die fulgcndoiit 

A u f g a b c 1 8. 

„Wcnn vuu zwei Kcgolsohniiieu zwoi gcmciuHehafliicho 
Punolo uiid nebsidem von jodoin ins bo.soiulcrc irgond droi 
Tangenten gegebon siud, so soli man ihre nl)rigon goineiu- 
schaftliclien Puucto^ soavIo ilire gomciiisohariliohou Taiigcnion 
fin doin“ 

A u f g a b e 19. 

„Wonn von zwei Kcgelsoluntioii zwei gomeinscliaflliohe 
Tangonion und nobsldem von jedem insliosondero irgoiid drei 
PinicLo gegoben sind, so soli man iliro iibrigon gcmeinscliart- 
liclion Tangoulen, sowio ihre geineiiischafiliolion Puiicic fin- 
do U. s. w. 

Dio l^bsimg allcr solchor Aufgaben hai, wio die obigen IJcispiolo zur 
Cjoniigc zoigen, gar koine SclnvierigkoiL, so class ich es nicht fiir iioihig 
erachtc^ micli woiior darauf cinzulasson, Dciiii man wire! loiclii bemerken, 
class z. lb die Aufgabo 18 ini Allgcineinon ziifolgc dcr Eiidbemerlcung in 
(lor Aullosung von 7, KiFlillo unifasslj wovon jeder insbesoiidore sieli auf 
die Aufgabo LB bringen Uisst. AohnUch vorhall os sicli mil 19. 

Von don Aufgabon iiber Kogcjlsclinilio will ich liior uur nocli das 
folgondc Paar hinzudigen: 

A u f g a U 0 20, 

„In einon dureli irgond fiinf Piinele (odor diiroh irgond fhnf 
Bodinguiigoii) gogtd)oiion Kogclschniit cin ?i.-EGk zii boschroiboii, 
Welches zugleich irgond oincin gcjgebencii ?^-EcJk iimschrieljcn 
isl (cl. h. dossen Soilon zugloich luich liostiinintcr Ordniuig (lurch 
?i beliobigci gogobonc Punctci gohen)/^ 

Aufgabo 2 ] . 

„[]m oinon durch irgond fiinf Tangoiitou gogebenon Kegcl- 
schniil oin n-Eck zu boschrciboiij wolchos zugloicli irgeud cinom 
gegobonon ?i-SeU eingGHohriebou ist (d. h. cless.on Eclcen zugloich 
nach dor lieiho in n bcliobigcii Goradon liegcn)." 

Von diosoii zwei Aufgabon hat cUo orstc, ocler vieJmelir mir oin bo- 
sondoror Pall dorsolbon^ cine solioiio Boriihnitheit orlaiigt, indom namlioh 
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(lie bodoiiloiKlhtcii llathemalikor sicli damit lioscJiiiftigt Imfion l)a.s 
Voi'falu'en, (lurch welclics diG.scIbc inittol.st dcr hicr go.sl.at(.oLou ll!illsmitl(3l 
.fcldst werdeii kaiin, licstoht dor Hauptsacho nach z. B. in IfoIgoiitEoju: 

Der Kogclscliiiitt hoisse jVj und (la.s gegohono /V,. Diiroh irgeiid 

drei der fiinf gcgel)cncn Piuicte dos Kogolsclmittos, die ol^va. dtiroli Oj, bj, 
c„ bezciclinet wden mogon, i.st oiii Kroi.s bosUjnml; or liois.so d/,. 
vordortiL las>scu sich luin inittoIsL dcs Iliilfskrcisos d/ cl to AcduilicJikoil.s- 
piuicto A und I der Kroiso i/, iinden (wozu man von d/, ni(slil, niohr 
als jeuo droi Puucte nothig hat). Mitlekst A und / Itoslimmo iiiun irgciul 
zwei neuo Puucte dos Keises jU,, clwa b,, e,. Sodanii liissl, .si eh Cii]' /)/, 
und da von jedom fiinf Pnnctc gogeben sind, ein Projcclionsjuiiud (der 
niinilicii in don moi.stoii Fiillou dor Burchschiiitlspiuiefc zw(doi' gonioiii- 
scliaftUcbeu Tangenlen dorselboii ist) findon; or hoisso J^fitlolsL P itiid 
cinor gemciuschaftliohou Secanlo von M, und i/j, otwa dor iSoeautn 
findot man sofort das zu il/, gclidrigo ?j-Eck N^, wckdio.s doiii zu ;!/, go- 
liorigeii gegobenen ?i-Eoke ontspriclit; und .sodaan findoli man I'omer 
iniltelst A und I loioht das zu M gohdrigo w-Eek N, wolohos dojn zu 
geliorigen 7>-Eoko N^ cutspricht. Iliorauf bosobroibo man mi Moist dcs 
Lineals alloin in den gczoichnet vorliegondcn Krois M oin Ji-Plck "Jt, \v<d- 
clie.s zugloich dein gegebonen ?j-Eck A'' umschrioben ist**), sucIk! .so(i)i't 
mitlelslyf und I das ihm in Eezug auf don Aolmliclikoitspiincl yl (odor /) 
enfsprcchcndo, zum Krolso ilT, gohdrigo «-Eok 9t,, und aodiinu (niitL(>l,st 
/’ und Ujb,) das dicsojn ciilsprocliendo zum Kogolscinutto d/„ goJidrign 
«-Eek Sflj, so wil'd dieses lotzlero dor Fordcrung dor Aufgabo goniigllmii, 
Auf entsprcchendo Woise kann auch die audcrc Aulgabo (2J) goldsl 
werden. 

Aiuncrkung. Dio vorstolicndon Aufgabcn, von dor Kwoilon an, siiid, 
wic man boinorkcn wird, nacb doin sogenannton Gosotze dor Dualitiit oiii- 

auder paarwoiso zugoordnot, namlieh: 2 und 3, 4 und 5, . . . , 20 iiiid 21. 

* 

Aufgabo 22. 

„Wonn irgond oinPiincta, (Fig. 25) oinos Kroisos und dos, sou 
Jiiltclpunct (1/, gegoben sind, woven dor lotztorc jodooh als uii- 
zugaiiglicJi vorausgjosotzl wird, so soli man boliohig vie to un- 

’*) Man sobo Klilgel's Matlioniatisclios Wfirtorbuch, Th. II[. Art. Krois, 
ijllSf .S. 156 unci aiisbcidora die .spiitoi on Arboiton iibor donsolbon (iiigoii.Hlaiid von (Jon 
Matiioraatibcm Gergonne, Eneonlre, Servois, Racliat, lirianclion, PonceUif JJiuitier-, ole., 
in den AwMofcs de Maihdmatigues^ t. I. und Vlll., iin Journal de I'ficole Pobjuvhniqne 
cabici' X., otc, ’ 

Dieses gcscliiolit *. B. luach doin Vorfabron, wolclios Poncelet in don /Iwnil s 
dt Maihimatiques, t. Vill. zuoist bckttnnl gomuclil Imt, 
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dere Puiicte dos Kroisos fiiidcn/^ Womi z. C, der Pimct durcli 
irgond oincn lioliou Gogciistand, etwa durcli eincii Thunii odor Raum cic., 
dor sicli auf oinor kloiueu fnsol odor iii dcr i\litlo eiuor )Sladt boflndot, 
gcgobon ist, so dass man iiicht loicld von atlon vSoiton durcli dcu Haiim 
RS liiiidurcli zu dcmscll)on golangon, wold abor ilm aus dom Pinicic 
und aus andoron J^unctcn d'4 yl, . solien kann, und woiiii verlaugl, 
wil'd, man soli um das dio liisol iiingobciido Wassor RS odor urn dio 
Stadi GJiion kroisfdrinigon ^Vog, Kanal tdc. licnimfiihroii, woluhor ditroh 
lion gegobonon l^incL a^ goli|j, und in dusson MULcIpimct dor Gogonsland 
d/j siolii, so kaim oin Mann alloiu mit wouig TliillsmiUolii, iiiimlioli 
iniilolsi, SUibon imd oinor Kotio (odor Bohiiur) von besiiinintor biiiigo bo- 
liobig violo J^mcto, durch welclie dor gonaiiiito Wog olc. fiilirL, wie folgl, 
luidon: 

Man sotzo in a^ oincn Sial) imd nelimc in dor lliclitung iiacli 

wololior d/, sicldbar ist, zwoi bolicbigc glcicho Sircckcn, ctwii a^m = vlny 
und sclzo in % n ebonfalls Stiibo. Auf oinom oboiicn natzc sicclco man 
oinc Gorado ad ab, wclclic mil a^mn parallel ist (§6,1)? in dem 
Piincte dm man als klittolpnnct des Iliilfskreises anuimmt, oincn Stab, 
dor von oinoiu an dom oinon Endo dcr Kotte bolindliclicn llingo loso uin- 
Hcldossoii wird, und iichmc Ma = Nb — dcr biingc dor ICotlo und solzo 
in a und b Siiibo. Nun sotzo man fonior in yl, wo sioh dio CJoradon 
a^a und krouzon, sowio in wo sioli dio Goradoii a^b und 

durchschnoidon, oincn Stab, so lassou sioli alsdann init Hillfe diosor \^or- 
beroitungon loiclit so vielc Punoto des Kreises findon, als man ^Yill. 
Dcnn man spanno z. B. dio Kctlo nach cincr bcliobigon Ricliiiing, ofcwa 
jiach c bin, aus, sotze liior oincn Stab und spaniie sie sodann iiaoli dcr 
gorado cntgogengosclzten llichtimg bis d aus, und sotze luer aiicli oinon 
Stab, so ist sowolil dcr Durclisclmitt dcr Geraden Jo und dly als dor 
Goradon Ad und also sowolil als oin Pnnet dos Kroiscs A/j. 

Piindon solcbo Ilindernisso statt, dass man niclit iibor don Kauin E 
lilmvegsolion, also niclit aus yl und T nacli sohcii konuto, so wiu'do 
man vororst nur dio orfordorliclio Mciige von Punctoii liings dos siolitbiircn 
Bogeiis a^d^ bosiimmoii und sodann dcu Iliilfskrcis andorswo annehmon, 
uin oinon nonon Bogou zu orlialtcn odor um don vorigon zu vorlaiigorn, 
und so wiirdo man fortfaliroii, bis dor Krois ilTJ vollstimdig ware. 

Waron austatt dos Miitelpunctos A^^ dcs zu coustruirondcii Kroisos 
und des oincn Puiictes in dom Umfango dossolbcii irgond drei Piiiicto 
dos Ictztoron, ctwa , gogobon, so liosso sich die Aufgabc z. B. 

folgoiulorgostalt Idscn: 

Man stocko irgond oin Droieck ado ab, dosson Seiten don Boiteii dos 
gegobonon Droiooks bezichUoli parallel siiid; suolie dcii Mittclpimct 

M des Kroisos ado (d. h. dos dom Prciccko ade iimsohriobcnon Kroises), 
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scjwie die AcliiilichkoiLspuncto I dor Kvoiho vorfuhKs 

sodann eboiiso, wio obeii. Uin niimlich z. B. dio Oomdo mil dor durrii 
dio zwoi Piiiicto imd gegebeiien Goradon parallot zii ziohcMi^ isi 
es ndlhig, dio lotztere iiber einoii ihror Endpiinclo liiiiaiis zii vorldiigrni, 
lira in dio.ser Vorlangomng zwei gleioho Sirockeu amiobinou zu konnou^ 
wie vorhin die Strecken a^m — mn. Diesos Vorlaiigorn Lst iibor bokiinnt- 
licli aiicli in dcinjonigcn Falle radglich, wo wodor oinor dor boidon hbid- 
punctc (/,, aiis dem andcren zii sclion, noch dio zwiaohon ilinoii liofiiid- 
liche Strcckc (von bis d,) ziigaiiglich ist, soudGrn womi iiiir diciHidbon 
von dor Soite her, wic ctwa aus sichibar aind*). Glcichos g;ilL V(jii 
den iibrigcii Seitenpaaren ae iind de iiiid d^(\. Bio oinaiidor hlm- 
liclicn Dreiecke ade sind alsdami ontwodor gloiohli c^^oiul oilor 

uiiglGichliegcnd; iin erston Fallo, wolohor in dor gogonwarligoii Idgiir 
stattfindet, sclmoidcn sich dio Gcradon, wclolio diircli dio ontispriudunidon 
Eckon der Drciccke geben, wio otwa die Geradon a^a imd im itiissc^ron 
Aehnliclikeitspuncto Ay u. s. w. 

Man sehe ^Ilandlmcb dos Folduiohhoiis uiid NM veil irons"* von OVeWe, 
Beilm 182C, § 67, S. H6, wo imloi* aiidoreu aucli dic.sii Aufgubo miL Ifiiisii-hl lir- 
Jiaiidelt wild. 



liiinerlaTugeii 

7A\ (leii Abhandlungcn dcs ersten .Baiides 


Eiiiige gcomolriscli c ncLracIiluiigcn. 

1 ) S. 51, SaU (c). Wcnn die licideii KroLso jl/j, AI^ oiiuimiBr aussurliBh 
boi’ulircu, ho knnn auch tier Kali enitroLon, dass timer tier boitlen Kroise 7 }iy 
•i, U, Wig die drci ui)rigcn einsriihohsond beriilirt, imd cs lU alstlaiiii iiicliL 

r. r, 

2)(mtlcni 

Dcsluillj ist liicr ilurch den Ziisalz, dass die Kreiso 7 )i.^ sjcli liiissetiicli bci'iiliroii 
so Hen, die von Steiner aiigegeboiie Gloiclunig ricblig gesLelll wordeu, das andoren 
Falles aber in cincr S. 50, Z* 4 doin Jlewcise dcs Salzas (c) liinzugefijgteii lie- 
in erkiing Ei’wulimmg gcschcbcn, was iidllng war, weil spatcr (S, 02) gcratlo dieser 
Fall in Oelrucbl komnU. 


In tlioson Anmorlnnigon sind diojenigon Slollon dor im voiliogondon Hantlo oiit- 
lialtoiion 6Vci«cFsckoii Arboiton angogobeii, an donon l>oi doi Rovisioii Iiilliumer, die 
sick niolU sofoii als Schroib- odor Rochonfoblcr zu orkonnoii gaben, bcinorlcl worden 
siiul, odor wolcho oinor Eiliuiiorung zii bodinfen schienon. Imbci ksf: jodock Fotgon- 
dos 7,\i bomorkon, Boi dor grossou Mongo von Siltzen, dio Steiner ohiic Bewois giebl, 
war o« unmoglich, die lliclitigkoii allor diosor Siitzo festzustollon, Dioselliou sliul dahor 
diuchgoliQiids so, wio Steiner sio aiisgosprochoii, boiboliallon woidoii, soUist woim sie zit 
liedonkoii Aulass gabon. Giamnmiikalischo Voistosso und styli^tischo Unehcnheiteii, dio 
sich an mniicbou Slollon faudon, siud da, wo os olino oingroifondc Yeiaiiderung dos 
Toxics goscholion koimlo, bosoiligt wordon* Kiiiigo Abwoicliungon dcs Toxics dci' no non 
Ansgabo von dom nisprunglichen haben abor dann ibien CTi'und, dass in den iin Vrelle^- 
HclioiL Journal orschiononon Abhaiidliuigon jSVc 2 «c?’s von ilorTIainl ties lloi'ansgobcrs, wio 
ans don orhaltoncn Mnniisciipton liorvorgoht, an oiiiigoii Stolloii stylistiscko Vei’ando- 
unigon voigonominon worden sind, wclcho in don moisten Fallon koino VorbosserungoiL 
Will on, so dass os angomosson orschion, solcho Stolloii in dor nrspiiingliclioii Fassung 
abdruckon zu lasson, 
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Aiuaoilaiiigeii. 


3) S. 62, Z. Jin Original findeji bich blall der luer angugobeiieu <lrej 
fJieichniigeii die Jolgoiiden : 

<2 - 4-2 ---- — --- 

weldic nucli ilciii ebcn BemerLleii iiidit rich tig sind. (iloichwolil ist die liml- 
Idi’mcl (2) richtig, was sich dadnrch erklarl, class in der Redinuiig zweimal cm 
Zui r h ell fel j icr vork o in in I . 


3) Es konnte sclieiiicii, ids oh Sleiiwr die in No. 21) licliinidellc Aiifgahe iiicht 

vollslainJig gclost lialie. limn eniinal bclraclitet or iiiir den l'\dl, \vo je zwci doj- 
gcgehcncn Kroisc jM^ eiiiaiider ansserlieh hcifdircii, imd zweilens Ijissl er 

Hiisser AclU, (lass os iiiclil Ininier eiiicn Kreis giehl, dor die gcgoheiioa Kreise nllcj 
drei eiiischlicssend Ijcniiirl, daiin abcr zwei Kreise, wolclic jedcn der gcgcbenen 
aiisserlicli Jicriibren, cxisliren, Iiidesseu reiclien die Scblussglcichnngca (8, 9) zur 
Erlcdigimg der Aiifgabc in alien Fallen aiis- Wean nlinilich von vicr Kreisca, 
dcrea MilLcIfainctc nicliL in cmer geradea Linic liegen, jeder die drei amlcrcii hc- 
riihrL, so Iioinien mir zwei Fallc ciatrclcn: catweder licrulirca je zwci einaadi'r 
ausserltcli, iind daiin gill die Gleicliiuig (8), odor drei borUliron cinandor ausserliuli, 
der vierte aber berulirt jeden von ilaien ciascliliesscnd , tind dana bcslclil, wciiu 
inau an ter Q den reciproken Werlli des 11 ad ins dos letzlcrcn Krcises vers toll I, die 
(jleiclimig (9). Sclzt man ferner Jest, dass jii dein zwciten Fallc der lladius dos 
Kreises, Avelclier die ubrigen cmsrhhcsscad heriilirt, ids eino negative Grbsse he- 
traclitet werdeii soilo, so gill die Gleicbiing (8) ganz allgcmein. Alls derselbea 
criiall man daiin, wenn die Krcisc AJ^, jM^ als gegehoa aagenoinmen wcrdeii, 
fur q zwGi Wcrlbo, die init bczoiclinct worden indgea: 

</ = 2 a+<A~f-<? 8+2 

Daraiis foigl 

-Vffs) iy^u +y<A-i/v3)- 

Benilirt nun von dcii gegebenea Kreisca jedor die heidea aiuleren ausserlioli, so 
Sind q^, (j^ allc drei posiliv, von dca drei Griissea 

yq,-^-y%~yi, 

aber kann cine negaliv odor gleich Null scin; os ist also slots posiliv, 3 ^^ ^dier 
kann so wold ciiieii positiven als eiaea negaliven Wcrlh orliallen, and auch gleicli 
Null werden. Der zu gelid rige Krcis bcriihrt die gcgcbenen Kreis 0 slets aiisser- 
fieli, der zu gehdnge dngegen berblaa diesclbea ausscrlicb odor cinsclilicssend, 
jc naebdein q* posiliv odcr aegaliv ist, and gelit in ciuc gerade Liaie liber, wciin 

q^^ — 0 , 

Berubrt eiiier der gegeboaen Krcisc, z. B, die beiden aiuleren clii- 

sclillessend, so 1st 111 den vorsteliendcn Glciclumgea negaliv zii neb men, so (lass 
sich (^(f i'lls eine positive Grdssc ergicbl. Es isl aber, d.'i q^ deni absoliilen Be- 
Iragc nacli klcincr als jede der Grdssca q^y isl, aiicb und somil 

so wold q^ als positiv, Es cxisLirca dcaiaacli in dicsem ' Fallc zwei Krcise, 
wolclie beiile die gegebenea iiusserlich beruhrea, 

4) S. 75, Z. 27, Die Glcicbiaig 



Aiiincilviiii^?oli. 


5:^5 


ist in No, 27 mir fur den Fnll, dass cine gauze Zalil ist, bewiaseii wcrdcii, 
wahrciitl ]iier dieser Grosso I)ehcbigc WerLlie bollen beigelogl warden kdiiiicu. 


U fiber (lie The i lung dcr Kbenon iind dos Ruiiiiies. 

5) S, 82, Z. 17. Es winl liierbci vorausgaselzL, das.s wcnigstens /wci 
Systifjme von Parallelea vorhandou sciea. 


Verwandluiig luiil Thoilung sphanscher Figurcn diircli GoJisLriicLion. 

6 ) Die Figurcn zu tlicscr AbJiaudhing sind wnLor Aiiweiidung slerconiolrisclier 
Prejcclion neu gczeiclincL worden, so dass sainmtiiclie Wjiikel in der Zeioliming den 
Winkeln, derea Dild sie vorsicUen, gleicli siiuL 


7) 8 , 115, Z, 12. Die Iclzlcn Angaben sind nidit ricliLig; dean ware ILG 

mil PC parallel, so halLc man 

AiW= AP6'(? 


Oder 


waliread 


PIL+ILCK^-CKII = PIL-\-PFI^ILCK-v^FIKG, 
A aim = A PFi+FiKa, 

A cm = A FT KG 


werden soil. 


Aufgabca iind Lclirsatzc. 

8 ) S. 128, Lelirsaiz 10 . WIe 8teine)' an eincr aiuleren Slelie (S. 454, 
LchrsiUz 78 ) scibst bcmcrkl, isL dor besondcrc Fall bier nnrichlig aiigrgoben, denw 
cs treireii sicb nicbl nolhwendig a He vior Lolhe in einoai Pune to, soliald siclt irgcnd 
zwei von ilmcn sclincidcn, somlcrn es iblgl dann nur, dass aueli die bcidcii and cron 
Lolhfi Slab scliafiidcn 

9) 8 . 130, Z, 5. In dcr Fonncl filr fiiidel sicli iin Original cm 

A, 

IrrLliinn, 


IJomcrkuiigcii va\ ciner Aufgabc in (h'ella*^ Journal Hand HI. 

10 ) la den Gleichungoa (7, 8 ) auf S. 100 uiul in den Glcicliuiigcii (Hb V) 
auf S. 108 linden sicli ini Original IrrUiiuner, 


Tb dor bines relalifs aux sections coiiiquos. 


11) S. 202, Z. IJ v,u. 
S. 202,' Z. 10 V. ii. 
S. 203, Z. 3 V. ii. 


gcscLzi worden. 


ist eirconscrites stall iascriles, 
bonimcls stall colds, 

passaiiL par Ics Irois points «, p, 7 stall circonscrite 
au quadrilnlbrc 


Gei files touch ant Irois droit es, et s])Iibr(5s touclianl cfuatrc jilaiis. 
13) S. 214. In der Formel fiir sin^T (in dot sicli iin Original ein Irrtluim. 

13) S. 218. In don Gleiclmiigan (7) niid (8) kann mir das obere Zcichcu 
gelleii, da uiUer den gemachlcn Voraiisselziiiigen a — by c — d, a — Cy b — d sainmi- 
licli posiUv sind. 
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Tli6orfemcs siir rilexagra m mum iiiysticum. 

U) S. 224 und 225. Die luer aufgestcllten SaLzc bediirfei) ciiier BericTili** 

die von Sinner sclbsl m dcr „ System a tisdicii Kutwickelinig^^ (S, 451 dicser 
Ausgabe, Lehrsau54) gogelien worden ist* iiacluleni bereits Pliwker (CVrfe's Journal^ 
B, V. S. 280) ail die Stclle dcr Satze 3^ bis 8^ die Iblgendeji substUuirt lialte: 

3*^. Ces viiigt points appnrtieimoiU 3^ Ces vingt droites coiicoiireiil 

([iiinze ilroites o, doiiL ebacniie eii con- cn ([uiiizc points SJ, par chaciin desiftiels 

tient ipiatro, de sorte quo par chaenn ea pasbcnl qiiatre, do sorlc quo chacuiie 

des viiigt points p assent trois de cos des vingt droites contienl Irois do ocs 

quinze droites, qiiinze points. 

4®. Lcs soixaiite points P soat les pules rcspccUfs des vingt droites D, 

5^^, Les viiigt points jo soat lcs poles respectifs des vingt droites cL 
Les qumze points m soat les poles respectifs des quiiize droites 3. 

Tlidorbaics do gdoiadtric. 

16) S. 225—227. Die bier aufgestollten Tlieoreine .sind zimi Tlieil schon 
in vorliergebciidca Abliaiidliingcn Steiner'^ erledigL (Man vergl. S. t7 — 7(j uad 
8. 129, Lolirsatz 12 dioser Ausgabe.) 

Sysieiaalisrbe Entwickcluag dcr Abliiiiigigkcit gcomelrisclior 
Gestalten von ei nan dcr, 

1C) Von djcseiii Werke, das laut der Vorrede auf siebeii Tlieile angelegt 
war, ist nur der erslc Tlicil orschicnen. In dieser Ausgabo desselben .siad oinige 
Veraadcrnngeii in den Bezeiclinuiigcn vorgenommen worden, uidein das von Steiner 
nil Allgeinciaen bcfolgte Pnncjp, Puncte durcli dciUselic, Geradc dureh laleniisclie 
innl Ebenen durch gricchischc Biicbstnbeii zu bezciduien , streiiger als iai Original 
durcligcfiibrl ist. Als Regel jst dabei feslgcii alien, Ideiiie Buclistabcn an'/uwendea, 
wenn die zu bezeichncndcn Puncte, Gcraden und Ebenen als Elcmcntc cines Gc~ 
bildes aiiftretea, dagegea doa Mittelpunct eincs Slralilbiisclicls und die als Triiger 
einer Puaclreilie Ijolracliletcii Geradcn durch gro.sse Duel is la ben zu bczGiclinca, Con- 
seqiienterwcise IiMle aucb zur Do/.eiebnung der Axe ciiios Ebenenbuscbcls Uberall 
ein grosser lateiiiischor Riiclislabe gebrauelit werden soilon, ilocb ist, urn zu starko 
Aeiiderungeii zti venneiden, biorvoa mclirfach, namcntlicli in dem lotztcn Absclniitlc 
des Works und ui der ,,AlIgcaicmea Anaierkung*^ abgcwichcii worden. 

17) S. 251 (8). Obwolil Steiner la dcr 'Aamerkuiig auf S, 247 ilaraiif 
liiiigewiesen hat, dass nina, tini aiis dem Wertlie eiiies Dopp el verbal misses, wean 
drei seiner EleiaeiUc gegebea sind, das vicrle iin'/wcideiilig beslnnineii zu kdnneii, 
die Vcrscliiedenlieit der Lnge dcr Elcmcntc gegon eianiuler dureh die Zeichen 
and -- Iienierkiich inacheii amsse, so hat er docli von dicsem IlUlfsiniltcl nirgends 
Gebrauch gcaiacht, und deswegcii aucli den Worth eincs Doppelverhallnisscs aus 
vier Iiaraioni.sclicn Eleinentcn niclit, wic os gegeawartig allgcmcia gescliielil, gleich 
— 1, soudern sclilechtbin gleich 1 aiigegelicn. 

18) S. 258, Z. 3, Die Figur 1, auf die bier vcrwicsen wird, ist fiir dca 
vorlicgenden Zwcek niclil passeiid angcordiiet, weil bier vorausgesctzt wird, das.'i 
die Puncte 1) durch die Puaclo c, i harmoniscli gclreniU werden. 

19) 8. 294, Z. 32 rechls, Ilier ist ii-Seit stall n-Eek gcselzt worden. 
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20) S. 30^, III iler Aiiinerkiiiig sLelU iiii Ongiiml slalL <lcr Foniiol 

3^.5 .,.(n_l) 

irrlhiunliciicrwcisc 

3.4i .5 . 11. 

21) S. 352, Z. 20. Hteiner bezicht sich liier die in semen spatei^cn 
Vorl^suiigen cmgefuiirLcn Pniicl- luid Stralilensyslciiie (Iiivolnlionnn), die aiis pro- 
jceliviscb auf cinaiuler Iiczogcnen einfaebeii GcliiUleii hoi involiilorisclicr Lage iler- 
K el lien ciiLs|n'iiigen, sowio auf das cbone PohirsysLcm (involutionsiieU)* 

22) S. 359, Z. 9 links, flier isL ,,Viersoils** statL ,,Vicrccbs” gesetzt wonicn. 

23) S, 388, Aum, Uiitcr ilem „rcditwiixldigcii tircifluchigcn Korperwiiikel'* 
isL liicr Gin solrbes Dreillacli zu verstoboii, in welchcm zwci Ebciicn seiikrccliL zu 
einander slclicii; die drille Ebcne heissL danu die ,,lIypolenusen~Flacbe‘^ 

24) S. 30G, Z. 1 mid 2 v. u. VgL die vorlicrgehemle Anin. (20). 

26) S. 442. Die Frage (15) nuiss aiodificirl werden, da dor gcsiirlUe Orl 
dor 111 Rede stcbendcii Gcradeu iiicbl cum Flaelie hildcl, soinlerii das gesaiiniito 
Sc eanleii- System ciiier Uaiiincurve drillor Ordniing. 

Gcamcirlschc C onsinicLioiien. 

26) S. 472, Z, 15 V. u. filer ist 

m r= CBiDB 

slalL 

CKxEV = DBiCB 

gesetzt word on. 

27) S. 479, Z. 4 V. u. filer isL 

T)i stall fi 

gesetzL. 


B 0 r i c li fc i g ii n g. 

-B. 359, Z. 7 vechts muss os beissoii 

(tiUj) filatt (aoj). 
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